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Caṕıtulo 3

Árvores

Problema: Suponha que numa cidade haja n postos telefônicos. Para que seja sempre

posśıvel haver comunicação (não necessariamente direta) entre quaisquer desses postos,

qual é o número ḿınimo de linhas diretas que deve existir?

Pergunta: Qual é o número ḿınimo de arestas que um grafo com n vértices deve ter

para ser conexo?

Resposta:

Vimos no Exerćıcio 19 do Caṕıtulo 1 que

Se um grafo conexo tem n vértices, então tem pelo menos n� 1 arestas.

Vejamos uma prova desse fato.
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Proposição 3.0. Se G é um grafo conexo com n vértices, então A(G)| � n� 1.

Prova (na aula).
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G grafo conexo
Iv f-n > , }⇒ ta 17 n- I

Pri Por indução em n .

Baseadão i Quando n= 1 , claramente

IAEDH o , e portanto a afirmação é verdadeira

Passodaindução . Seja G um grafo conexo com
NZ 2 vértices

. Vamos provar que a afirmação é
•

verdadeira para G, supondo que ela é verdadeira
②
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para grafos com até n-1 vértices .

• Se glv) 72 para todo
VEVCG)

,

então

ZIAEDIZ E gcr) 72N .

vev

Logo , A-G)↳ n como queríamos provar .

• Se não ocorre o caso anterior,
então

existe pelo menos um vértice
, digamos x. ,

tal que g.G) = 1 . ( como G é conexo ,
não

existe vértice com grau zero . )
ao

Considere o grafo G) = G - se . BO
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a a. O
Claramente

,
G
'
é conexo e IVGD f- n-1 .

Logo , pela hipótese de indução , segue que
IA 17N-2 ; e portanto

,
IA 1 > n-1 .

Com isso
, completamos a prova do passo da

indução .

Pelo Princípio da indução finita ,
concluímos que a afirmação é verdadeira . It

90
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Praia por indução em n (removendo -se um vértice qquer) .

Basedain-du.co : ✓

Passodaindução . Seja G um grão conexo
com

n? 2 vértices
.
Vamos provar que a afirmação

seja verdadeira para G , supondo que
ela é

base verdadeira pl grafos"

com aleiniivérticesm .

Ç ,
ao t importante

(veja adiante)

Tome um vértice qualquer x de 9, e considere o

grafo G) = G - se . Sejam § , . _ , qe , k> 1 , os ←

a-

componentes de G
'

,
e seja Ife) one de arestas

incidentes
4G)
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ao vértice x .
Claramente

, IIEEIIZK .
*,

Cada G. (rçiçf) é conexo e tem no m-dx.nl arestas.
Pela hipótese de indução ,

falai) I z l Kai) I - 1 para ir , _ . -la .

Então
,

IAGII =ÊIACGI) ) + IGD
= É Kai)) - K x Icx) 7 n-1 .

Com isso
,
concluímos a prova do passo da indução ,

e pelo Princípio da indução finita ,
temos que a

•

afirmação é verdadeira . D

4lb)
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. ( contraexemplo minimal )

Suponha que a afirmação seja falsa . Seja 9. um

grafo que é um contraexemplo minimal . (q é conexo

com tacada tçeéonçr a esta propria?
• Se gaba 2 para todo ve VG) , então temos

que f-G)lar .

(Já vimos essa prova . )
• Então existe xev tal que g = 1 .

Considere o grafo G)= G-x . Claramente
,
G)

é conexo e IACAD la IVGDI -1 .
Mas neste

caso
,
G
' contradiz a escolha de G (pois 9

'
e
'

qq)
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menor que G) .

Logo , não existe contraexemplo para a
afirmação , e portanto ela é verdadeira . D

Pra Exercício : Por indução em IAEDI .

Remover uma aresta × .
Estudar os casos

( em que ela-a)=p e a G-a)=L .
)

•

⑤



Ou seja, conforme a Proposição 3.0, temos que |A(G)| � n�1 é condição necessária

para que um grafo G com n vértices seja conexo.

Pergunta 1: |A(G)| � n � 1 é condição suficiente para garantir que um grafo G
com n vértices seja conexo?

Resposta 1:

Justificativa:

Pergunta 2: Existem grafos conexos com n vértices e n� 1 arestas, para todo n � 1?
Resposta 2:

Justificativa:
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Não ! ( veja abaixo )

Á • ão ao

iii.raras } ] !b- vértices
,
Garotas

Sim
. (veja abaixo )

Grafos que são caminhos :

• • •
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EXERĆICIO A. Desenhe todos os grafos conexos (não-isomorfos) com n vértices e n�1
arestas para n = 1, 2, . . . , 6.
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Def. Dizemos que um grafo é aćıclico se ele não contém circuitos.

OBS:: Os grafos desenhados no EXERĆICIO A são todos aćıclicos!

Pergunta 3: É verdade que se G é um grafo conexo com n vértices e n � 1 arestas

então G é aćıclico?

Resposta 3:

Proposição 3.1. Se G é um grafo conexo com n vértices e exatamente n� 1 arestas

então G é aćıclico.

Prova (na aula).
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Sim .

←

Pró Por contradição .

.

Seja G um grafo conexo com n vértices e exatamente

n-1 arestas . Suponha, por contradição, que G tenha

⑧
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um circuito
, digamos C . Seja d uma aresta de C .

Então q
'
= G- x é conexo .

Como q tem

n vértices
, pela Proposição 3.0 , segue que 9'

tem pelo menos n-1 arestas .
Mas então q tem

pelo menos n arestas
,
uma contradição (à hipótese

de que G tem exatamente n -1 arestas) . A

-

Pirar por indução em n (removendo - se um vértice
.

•

Basedainduçao : Quando a- 1
,
então ta 1=0

,

⑨
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e portanto , q é acíclica
.

Passodaindução . Seja 9 um grafo conexo com

ns
, a vértices e exatamente n-1 arestas

. Suponhamos
que a afirmação a ser provada seja verdadeira

para grafos com até n-1 vértices. .

Se gcv) 72 para todo vértice vem G, temos que

IA 17N . ( Isto segue da Proposição 1. 1.)
Como q não tem vértice de grau zero, concluímos

•

que existe um vértice x tal que gcx)= 1
. ④
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Seja G
'
= G-x .

Claramente
,
q é conexo

e tem exatamente n-1 vértices .cn-2 arestas .

Pela hipótese de indução , G' é acíclica . Logo,
q é acíclica .

B
-

Provei Prova por indução em n (removendo -se
uma aresta) .

Base da indução . V (já vimos na prova
-

-

anterior
.

)
•

Pa¥ . Seja 9 um grafo conexo com

①
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ns
, 2

vértices
;
e exatamente n-1 arestas

.

Vamos

provar que a afirmação é verdadeira para G ,
supondo que ela é verdadeira para grafos
com até n-1 vértices

.

Seja de uma aresta de G .
Considere GÍG- X .

g ,
se 9 ' é conexo

,
então pela Prop . 3. o

| temos que G
' tem pelo menos n-1

arestas
. Mas neste caso

,
G tem

pelo menos n arestas , contrariando a hipótese
( de que G

tem exatamente n-1 arestas ) . ④
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Então concluímos que × é uma ponte

( cei) > aca) ) e G' tem exatamente acomponentes
, digamos q e Eu .

qz

Como Çi ( iha) e
'
conexo
, pela Prop .

3.0
,

IACGD lz IVCGDI - 1 .
Como IAED f- n -1 , temos

Fne IACGDI = IVCGI) I - 1 para EI , 2 .

Pela hipótese de indução. ( já que Gi tem no max .

n-1 arestas )
,
temos que Gi e

' acíclica para ir !! .

Portanto
,
G é acíclica . A conclusão segue pelo PIF . D④



Pergunta 4: Vale a rećıproca da Proposição 3.1?

Resposta 4:

Proposição 3.2. Se G é um grafo conexo e aćıclico com n vértices, então G tem

exatamente n� 1 arestas.

Prova (na aula).
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Sim .

←

( contraexemplo minimal )

Suponha que a afirmação não seja verdadeira .

Seja a um contraexemplo minimal . CG é

o menor grafa possível que é conexo , acíclica
e com IAEDI # IVEDI - 1 . ) ao

④
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Como G é conexo e acíclica , temos que G tem

um vértice x de grau 1 . ( já vimos que se

garza então G tem um circuito ]

Considere G) = G-x . Claramente
,
9
' é

conexo
,
acíclica e IACGDI # Iv (9) I - 1 .

Neste caso
,

G
' contraria a escolha de G .

Logo , não existe um contraexemplo minimal,
e portanto a afirmação é verdadeira . A

ao

⑤
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Provai Exercício pl casa)

Ro
Por indução emn .

Por indução em tacos) I. Exercício )

Resumo dos resultados vistos
hmmm

⑦ G conexo

#
Gacíclica facasf- IVEDI - 1

Pop. 3.1. A + B ⇒ C

Prof . 32. A + C ⇒ B

•

EXERCÍCIO :Bica ④


