Teorema 2.1. Um grafo conexo é euleriano se e s6 se cada um de seus vértices tem grau par.

Prova. [Suficiéncia da condicdo] (Prova usando argumento de contraexemplo minimal.)

Vamos provar que se G é um grafo conexo tal que todos os seus vértices tém grau par, entao G é euleriano.

Suponha que a afirmacao seja falsa. Ou seja, suponha que existam grafos conexos, cujos vértices sao todos
de grau par, e que sejam nao-eulerianos. Escolha um tal grafo G com o menor niimero possivel de arestas
(um contraexemplo minimal).

Como G é conexo e tem grau minimo 2 (note que o grafo trivial ndo seria um contraexemplo), entao
G tem um circuito, e portanto G tem uma trilha fechada. [Veja a Proposigao 1.5 do Capitulo 1.] Seja T
uma trilha fechada de comprimento méximo em G. Como T nao é uma trilha euleriana (pois, por hipStese,
G nao é euleriano), T ndo contém todas as arestas de G. Assim, o grafo G’ = G — A(T) tem arestas.
Assim, existe (pelo menos) um componente em G’ que tem arestas (note que, G’ pode ser desconexo e ter
componentes que sao vértices isolados). Considere um componente G* de G’ que tem arestas. Claramente,
em G* todos os vértices tém grau par. Portanto, como G* é conexo, e todos os seus vértices tém grau par,
segue que G* é euleriano, pois caso contrario, G* seria um contraexemplo menor que G (contradizendo a
escolha de G). Assim, considere uma trilha euleriana fechada, digamos 7" em G*.

Como G é conexo, existe um vértice v tal que v € V(T) N V(T™). Sem perda de generalidade, suponha
que v é a origem (e o término) de T' e de T™*. Neste caso, T.7* é uma trilha fechada em G de comprimento
maior do que o de T, uma contradi¢ao. Logo, nao existe um contraexemplo para a afirmagao do teorema, e
com isso completamos a prova do teorema.

Corolario 2.2. Um grafo conexo tem uma trilha euleriana se e s6 se tem no maximo 2 vértices de grau
impar.

Prova. [na aula]

Coroldrio 2.3. Seja G um grafo conexo com 2k > 2 vértices de grau impar. Entdo G tem k trilhas (abertas)
T1,Ts, ..., Ty duas a duas disjuntas nas arestas e tais que A(T) = A(Ty) U A(To) U ... U A(Ty).

Prova. Chame de vy,vs,..., v 0s vértices de grau impar de G. Para i = 1,2,...,k, seja a; = {v;, Vg4 }
uma aresta nao pertencente a G. Considere o grafo G' = G + {«; : i = 1,2,...,k}. Claramente, G’ é
conexo e todos os seus vértices tém grau par. Portanto, pelo Teorema 2.1, G’ é euleriano. Seja T uma trilha
euleriana fechada de G. Chame de T1,T5, ..., T} as k segoes de T' que sdo obtidas ao remover de T' o conjunto
de arestas {aq, a9, ...,ar}. Note que as arestas a;, para i = 1,2,...,k, sdo duas a duas independentes em
G’, e portanto nao ocorrem consecutivamente em 7T'. Claramente, cada T; é uma trilha em G (que comega e
termina num vértice de grau fmpar de G), além disso, T1, T, ..., Ty sao duas a duas disjuntas nas arestas e
AT)=AT ) UA(To) U...UA(Ty).

EXERCICIO 21. Prove que um grafo conexo G € euleriano se e s6 se o conjunto das arestas de G pode ser
particionado em circuitos.

Denotamos por ¢(G) o niimero de componentes de G. Dizemos que uma aresta o de G é uma aresta-
de-corte ou ponte se ¢(G — a) > ¢(G) (isto é, sua remocao aumenta o nimero de componentes).

ALGORITMO DE FLEURY

Entrada: Grafo G com no maximo dois vértices de grau impar.
Saida: Trilha euleriana em G.

(P1) Se G possui vértices de grau fmpar, seja v, um tal vértice; sendo, seja v, um vértice qualquer. Faca
T, = (o).

(P2) Tendo escolhido a trilha Ty, = (v,, a1, v1,...,ak, V), faga Gy, := G — {a1, az,...,ar}. Escolha em Gy,
uma aresta ap41 incidente a vy, dando preferéncia a uma que nao seja ponte (se tal aresta nao existir,
escolha uma ponte). Seja ag+1 = {vg, Vkt1} € Tet1 := Ti(vk, ak+1,Vk+1). Repita o passo Py enquanto
isto for possivel.



