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ALGEBRA LINEAR I

290 SEMESTRE DE 2022

EXERCICIOS

Entrega. Entregue suas solucoes no e-Disciplinas.

Politica de colaboragao e uso de fontes. Todo trabalho entregue por vocé deve ser seu. Vocé é
encorajado a discutir com seus colegas o material visto em sala e os enunciados dos exercicios,
mas tome cuidado para nao compartilhar seu trabalho além do permitido. Nos exercicios indi-
viduais, vocé nao pode compartilhar suas solucées ou mesmo ideias de solucoes. Nos ezxercicios
em grupo, vocé s6 pode compartilhar suas ideias e solugdes com membros de seu grupo. Nos
exercicios em grupo, cada membro do grupo deve escrever uma solu¢do propria. Ao entregar
um exercicio feito em grupo, nao esquega de escrever o nome de todos os membros do grupo em
sua solucao.

Vocé nao deve procurar solugdes de terceiros (como de amigos ou na Web). Caso vocé
acidentalmente encontre e leia a solucao de algum exercicio em algum lugar, vocé deve citar esta
fonte em sua solugao. Caso vocé acidentalmente acabe colaborando com colegas na descoberta de
uma solugao, vocé deve citar esta colaboragao em sua solucao. Seu desempenho nesta disciplina

ficara prejudicado caso vocé viole essas regras.

Fontes dos exercicios. Vdrios dos exercicios vém de nossa bibliografia. Usamos as seguintes
abreviaturas (outras abreviaturas poderdo ser adicionadas posteriormente). PNK: Philip N.

Klein, Coding the matriz; SA: Sheldon Axler, Linear algebra done right (3a edigao).

Exercicios para entrega. Os exercicios para entrega estao marcados com uma data de entrega
e sao em geral individuais. Os exercicios que podem ser feitos em grupo estao claramente

marcados dessa forma, e o nimero maximo de alunos por grupo esté especificado.

Exercicios marcados (M ). Os exercicios marcados (M) sdo para os matematicamente inclinados,

e nao serao cobrados nessa disciplina.

) 3k okok ok

E1 Facga os Problemas 0.8.1 e 0.8.2 de PNK.

E2 Faca o Problema 0.8.3 de PNK. [Observac¢do. Em exercicios que envolvem programacao,
entregue o c6digo. Lembre-se de colocar o cabegalho obrigatério.] {Data de entrega:
25/8/2022}

E3 Faca os Problemas 0.8.4 e 0.8.11 de PNK.

E4 Sejam A e B conjuntos. Seja P(A) = {S: S C A} o conjunto dos subconjuntos de A (o
conjunto poténcia de A ou conjunto das partes de A). Lembre que B4 é o conjunto das

Date: Versao de 2022/12/8, 6:39pm.
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E5

E6

E7
ES8

E9
E10
E11

E12

fungdes f: A — B. Considere a fun¢io F: P(A) — {0,1}4 tal que, para todo S € P(A),
temos
1 seaef

(F'(9))(a) = (1)

0 caso contrario.

Prove que F' ¢é bijetora. [Observagdo. A fungao F'(S) é conhecida como a func¢do carac-
teristica de S. E comum denotar F(S) por 1 ou xs.] {Data de entrega: 25/8/2022}
Faca o Task 1.4.10 de PNK. Importante. Nao deixe de ver a errata para a la edicao do
livro na pagina do livro.

Faca o Problema 1.5.1 de PNK. Nao deixe de explicar como vocé chegou a resposta.
{Data de entrega: 1/9/2022}

Faga o Problema 2.14.4 de PNK.

Faga o Problema 2.14.5 de PNK. No caso em que nao haja subconjunto de {a,...,f}
que tem como soma o vetor desejado, justifique sua resposta (de forma elegante :-)).
[Sugestao. Considere o produto escalar com o vetor 1011011.] {Data de entrega:
1/9/2022}

Faca o Problema 2.14.6 de PNK.

Faga o Problema 2.14.10 de PNK.

Considere o sistema de n > 1 equagbes lineares

a;-x=[
(2)
an-x = f,
onde a; = (aj1,...,a;n) € R" e B; € R (1 <4 < n), nas varidveis x = (z1,...,2,).

Ademais, suponha que a;; = 0 para todo 1 < j <1i < n.
(i) Suponha que a;; # 0 para todo 1 < i < n. Prove que o sistema (2) admite uma

solugdo x = (#1,...,2,) € R™

(ii) Prove que a solu¢ao x acima é dnica.

(i11) Suponha agora que, para um certo 1 < k < n, temos que ag; = 0. Prove que existe
uma escolha de (f1, ..., 5,) € R™ tal que o sistema (2) ndo admite nenhuma solugao.

(iv) No caso em que existe um k como no item anterior, é verdade que (2) nao admite
nenhuma solugao qualquer que seja (S1, ..., 5,) € R"? Justifique sua resposta.

Em (i) e (ii), use indugdo em n. {Data de entrega: 8/9/2022}

Considere a seguinte sessao interativa de Python:

$ python

Python 3.9.13 (main, May 21 2022, 10:37:33)

[Clang 13.0.0 (clang-1300.0.29.30)] on darwin

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
>>>D = {’A’, ’B’, ’C’, ’D’}

>>> from vec import Vec

>>> a = Vec(D, {’B’: 1, ’D’: 5})

>>> b = Vec(D, {’A’: -2, ’B’: 1, °C’: 4, ’D’: .5})
>>> ¢ = Vec(D, {’B’: 2})
>>> d = Vec(D, {’A’: 2, ’B’: 3, ’D’:3})

>>> from vecutil import list2vec

2022/12/8, 6:39pm
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>>> from triangular import triangular_solve
Queremos agora executar o comando
>>> x = triangular_solve([X, X, X, XI, [Y, Y, Y, Y], list2vec([Z, Z, Z, Z]))

para resolver o sistema de 4 equagcoes lineares

a-x=3
b-x=6
c-x=-8
d -x=—4.

Neste exercicio, vocé deve dizer o que devem ser as listas [X, X, X, X], [Y, Y, Y, Y]e
[Z, Z, Z, Z] na chamada de triangular_solve() acima. Diga brevemente como vocé
chegou a sua resposta. {Data de entrega: 8/9/2022}

E13 Suponha que executamos uma sessao interativa do Python idéntica a sessao do Exerci-
cio E12, exceto pelo fato de definirmos d da seguinte forma:

>>> d = Vec(D, {’A’: 2, ’B’: 3, °C’: -1, ’D’:3})

Queremos novamente resolver o sistema linear do Exercicio E12 fazendo uma chamada
do procedimento triangular_solve() da forma

>>> x = triangular_solve([X, X, X, X], [Y, Y, Y, Y], list2vec([Z, Z, Z, Z]))

Isso é possivel fazer? Justifique sua resposta.

E14 A diferenca simétrica A AN B dos conjuntos A e B é o conjunto (A\ B) U (B\ A) =
(AU B)\ (AN B). Prove que a operagao de diferenca simétrica é associativa, isto é,
que AN (BAC)=(AA B)AC para quaisquer conjuntos A, B e C. [Sugestio. Seja U
um conjunto tal que AU B C U, e considere as funcées caracteristicas 14 e 1p de Ae B
como vetores em GF(2)V (lembre-se do Exercicio E4). O que é o vetor 1 4+15 € GF(2)V7]
{Data de entrega: 8/9/2022}

E15 (M) Leia a definigao (abstrata) de espagos vetoriais na Wikipedia. Considere o conjunto
dos nimeros reais R, com as operagoes usuais de soma e produto. Verifique que R é entao
um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros racionais Q.

E16 Leia o Exemplo 3.4.13 de PNK.

E17 Faca o Problema 3.8.3 de PNK. Note que, com os vetores 011 e 101 de entrada, sua
funcao deve devolver uma lista com os 4 elementos 000, 011, 101 e 110 (a ordem pode ser
qualquer). Ademais, com a lista vazia de vetores de entrada, sua fungao deve devolver o
vetor nulo de GF(2)”. {Data de entrega: 15/9/2022}

E18 Faca os Problemas 3.8.7 e 3.8.8 de PNK. Lembre que um espaco vetorial é um conjunto
de vetores que satisfaz as Propriedades V1, V2 e V3 (veja a Defini¢ao 3.4.1 em PNK).

E19 Faga o Problema 3.8.10 de PNK. {Data de entrega: 15/9/2022}

E20 Faca o Problema 4.17.12 de PNK.

E21 Leia o Exemplo 4.6.4 de PNK.

E22 Um grafo G é um par ordenado (V, E), onde

Ec(‘g):{ecvz\e\zz}. 3)
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E23

E24

E25

Isto é, os elementos de E sao da forma {x,y} com z e y elementos distintos de V. Os
elementos de V sao os vértices de G e os de F sao as arestas de G. Se e = {z,y} é uma
aresta, entao e tem extremos ou pontas xr ey e e liga x ay. Vocé pode ler um pouco sobre
grafos na Wikipedia. O grafo ilustrado na primeira figura naquela pagina da Wikipedia
é o grafo (V,E) com V ={1,...,6} e

E = {{1,2},{2,3}.{3,4). (4.5} (5.1}, {2.5}, {4.6} }. (4)

Para grafos pequenos, é usual especificar um desenho do grafo em vez dos conjuntos V'
e F, pois o desenho é mais simples de se entender. Desenhe todos os grafos com conjunto
de vértices V = {1, 2,3} (sao 8 grafos no total).

(Continuacao de E22) As vezes, € Util permitir “arestas multiplas” ou “arestas paralelas”
em grafos: isto é, queremos mais de uma aresta ligando um par de vértices. As vezes, é
também 1til permitir arestas que ligam um vértice a si préprio (tais arestas sdo chamadas
de lagos). Em tais contextos, trabalhamos com “multigrafos”. Um multigrafo G é uma
tripla (V, E, ¢), onde V e E sao conjuntos e p: E — (‘2/) UV é o que chamamos de funcao
de incidéncia de G. Se p(e) = {z,y} € (‘2/), entao a aresta e tem extremos x e y e ela liga x
ayemG. Se p(e) =x € V, entdo a aresta e é um lago, que liga o vértice x consigo proprio.
O multigrafo na Sec¢ao 4.11.2 de PNK (veja o segundo desenho desse multigrafo, em que as
arestas estao rotuladas) é o multigrafo (V, E, @), onde V = {1,2,3,4}, E = {a,b,c,d, e}
e p(a) = {1,2}, p(b) = p(c) = {2,3}, ¢(d) = {1.4} e ple) = {2,4}.

(i) No multigrafo da Segao 4.11.2 de PNK, quantos passeios ha do vértice 3 para o
vértice 2 de comprimento 4?7 E de comprimento 32? (Como vocé pode ler naquela
secdo, hé 12 deles de comprimento 3.)

(ii) No grafo do Exercicio E22 (com conjunto de arestas (4)), quantos passeios hd do
vértice 1 ao vértice 6 de comprimento 327

Em ambos os casos, diga como vocé chegou as respostas. { Data de entrega: 22/9/2022}
Seja G = (V, E') um grafo. Dizemos que F' C E é um ciclo se todo vértice z de G é ponta
de um numero par de arestas em F, isto é, h4a um nimero par de e € F tal que z € e. O

espaco de ciclos de G é

C={F C E: F é um ciclo em G}. (5)

VXE que tem como sua e-ésima

Seja M a matriz de incidéncia de G: a matriz em GF(2)
coluna (e € F) a fungdo caracteristica 1. € GF(2)V de e (veja o Exercicio E4). Prove que
C={F C E:1r € Null M}. [Observagdo. Lembre que, dada uma matriz A € Fx¢
pomos

Null A = {x € F¢: Ax = 0}. (6)
Chamamos Null A de nicleo de A. Vocé pode ler sobre nicleos de matrizes na Secao 4.7
de PNK (nesse exercicio, vocé sé precisa saber a defini¢ao (6) acima). Note que Null A
nada mais é que o conjunto de solugoes do sistema de equacgoOes lineares homogéneas
“codificado” por Ax = 0. Finalmente, é importante que, neste exercicio, F = GF(2).]
{Data de entrega: 22/9/2022}
Seja G = (V, E) um grafo e seja M € GF(2)V*F sua matriz de incidéncia (veja Exerci-

cio E24). Caracterize os grafos G tais que Null M = {0}. Prove que sua caracterizacao
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E26

E27

E28

E29

E30

E31

estd correta. [Sugestdo. Um circuito em um grafo é uma sequéncia de vértices e arestas
V0,€1,V1y-..,€£,V¢ (7)

do grafo com ¢ > 0 e tal que (a) ¢; = {v;—1,v;} para todo 1 < i < £, (b) os vértices
V0, V1, - - ., Vg—1 S30 todos distintos e (¢) vy = vg. O que ocorre se G contém um circuito?]
Seja G = (V, E) um grafo e F' C FE um ciclo de G (veja Exercicio E24). Prove que existem
circuitos C1,...,C; (t > 0) tais que
(i) os C; (1 < i <t) dois a dois ndo tém arestas em comum e
(i) F = E(C1)U---U E(Cy), onde E(C;) denota o conjunto de arestas que ocorrem
em Cj.

(#) Conclua que 1p =), 1¢;.

Seja G = (V, E) um grafo.ijissim como no Exercicio E24, trabalhamos neste exercicio
sobre GF(2). O espaco dos cociclos de G é

Ct ={Bc E:151¢ =0 para todo ciclo C' de G}. (8)
Seja agora U C V e seja
By ={e € E: e tem uma ponta em U e a outra ponta em V \ U}. 9)

Prove que By é um cociclo de G para qualquer U C V.

Seja G = (V, E) um grafo. Neste exercicio, vamos dizer que F' C E é impar-regular se

todo vértice x de G é ponta de um nimero impar de arestas em F', isto é, ha um nimero

impar de e € F tal que = € e.

(i) Seja G o grafo exemplo na pagina da Wikipedia, com conjunto de arestas (4). En-
contre um conjunto impar-regular de arestas em G.

(7i) Seja M € GF(2)V*F a matriz de incidéncia de G. Prove que F C E é impar-regular
seesdse Mg =1y.

(i11) Suponha agora que G seja o grafo de Petersen (veja, por exemplo, essa pagina).
Encontre um conjunto impar-regular de arestas em G ou prove que nao existe tal
conjunto. [Sugestdo. Multiplique os dois lados de M1p = 1y por ]l; Nao se
esqueca que estamos trabalhando sobre GF(2)].

Leia sobre Lights Out nessa pagina. Vocé pode jogar a versao 5 x 5 do Lights Out, por

exemplo, nessa pagina. Leia agora o Exemplo 4.5.12 de PNK. Em particular, experimente

executar o procedimento button_vectors() para valores pequenos de n para conferir que
os vetores gerados correspondem realmente aos botoes do jogo. Use o procedimento que
vocé escreveu no Exercicio E17 para decidir se todas as configuracoes iniciais tém solugao
para n = 2, 3 e 4. Explique como vocé chegou a suas respostas. {Data de entrega:

29/9/2022}

Leia o Exemplo 4.5.16 de PNK. Note que, para o uso de solve do médulo solver.py,

vocé terd de usar Python 3.x com x € {4,5,6}. Visite esta pdgina e resolva a instancia

de Lights Out dada por ela usando o procedimento dado no Exemplo 4.5.16.

(Continuacao de E30) O Exemplo 4.5.16 de PNK descreve como resolver o Lights Out

em uma sessao interativa do Python. Naturalmente, vocé pode escrever um programa

para automatizar o processo. Escreva um programa Python, chamado lo_solver.py,

que segue as seguintes especificagoes:

2022/12/8, 6:39pm 5
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E32

E33

E34

E35

E36

> FEntrada: um inteiro N na linha de comando e pares de inteiros na entrada padrao
especificando quais lampadas de uma instancia NV x N do Lights Out estao acesas;
> Saida (na saida padrao): pares de inteiros especificando quais botdes devem ser
pressionados para se resolver a instancia dada.
Seu programa deve comportar-se como vocé pode ver no exemplo nesse diretorio.
(Continuacao de E30) Se vocé fosse por no ar uma pégina como essa, nao seria muito bom
se vocé permitisse que a pagina gerasse instancias que nao admitem solugao. Diga como
voceé pode gerar instancias que sempre tém solugao, usando a rotina button_vectors ()
do Exemplo 4.5.12 de PNK.
Sejam U e V espacgos vetoriais sobre F e seja f: U — V uma funcao linear. Suponha
que f seja inversivel e seja ¢ = f~1: V — U sua inversa. Prove que ¢ é uma funcio
linear. {Data de entrega: 29/9/2022}
Prove ou dé contraexemplos:
(i) Sejam g: X — Y e f:Y — Z funcoes tais que f o g é inversivel. Entao tanto f
quanto g sdo inversiveis.
(ii) Sejam A € FEXC ¢ B € FE*P matrizes tais que o produto AB € FF*P & inversivel.
Entéo tanto A quanto B sao inversiveis.
(iii) Sejam A € FEXC ¢ B € FO*R matrizes. Sejam I a matriz identidade em FF*!
e Ic a matriz identidade em F¢*C. Se AB = I entdo A é inversivel e A~! = B.
(iv) Sejam A, B, Ir e Ic como em (iii) acima. Se BA = I¢, entdao A é inversivel
e A~' = B.
{Data de entrega: 6/10/2022}
Leia a Secao 4.14 de PNK (partes iniciais). Lembre que o cédigo de Hamming que vimos

em sala é, por definicao, o conjunto Null H = Ker fg, onde

0001111
H=1]10 1100 11 (10)
1010101

e fir: GF(2)" — GF(2)3 é funcdo que leva v € GF(2)" em Hv € GF(2)? (veja Secdo 4.7.5
de PNK). Seja G a matriz dada na Secao 4.14.3 de PNK. Sejam G,q, ..., Gx as quatro
colunas de G, de forma que G = [G41 | -+ | Gua]. O espago das colunas de G ¢, por
definicdo, Span{G.1, ..., G} C GF(2)7. Prove que o espaco das colunas de G coincide

com o cbédigo de Hamming, isto é, prove que
Null H = Span{G.1,...,Gs}. (11)

[Sugestao. E facil verificar que NullH D Span{Gii,...,G.}. Para verificar a ou-
tra direcdo, considere um elemento [c; --- ¢7]T € Null H. Considere Gw, onde w =
[c7 cg c5 c3]T.] {Data de entrega: 6/10/2022}
Seja G = (V, E) um grafo e x e y dois vértices em G. Seja F' C E um subconjunto de
arestas de GG. Suponha que
D oLp=1py), (12)
fer
onde estamos trabalhando em GF(2). Isto §é, as fungdes caracteristicas 1; € GF(2)V das

arestas f em F somam a fungao caracterfstica 1y, ,1 € GF(2)" de {z,y}.
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(1) Verifique que (12) é equivalente a dizer que M1p = 1y, 1, onde M é a matriz de
incidéncia de G (veja o Exercicio E24).

(i) E verdade que (12) implica que F é o conjunto de arestas de um (z,y)-caminho
em G? Lembre que um (z,y)-caminho é um caminho que comeca em x e termina

em y.
(#ii) Considere o grafo H = (V, F'), que tem o mesmo conjunto de vértices que G, mas tem
como conjunto de arestas o conjunto F. Deduza de (12) que existe um (z, y)-caminho

em H.
E37 Seja G = (V, E) um grafo. Lembre que F' C E é aresta-gerador se para toda aresta
{z,y} € E, existe um (x,y)-caminho em G que usa somente arestas em F. Considere
as funcdes caracteristicas 1. € GF(2)V (e € E) das arestas de G. Prove que F C FE é

aresta-gerador se e sé se
Span{ls: f € F} = Span{l.: e € E}. (13)

[Observagao. O espago no lado direito de (13) é as vezes conhecido como o espago das
arestas de G e é denotado C1(G)]
E38 Verifique os seguintes fatos.

(i) Seja A € FFXC uma matriz e {C1,Cy} uma particio de C, isto é, C = C; U Cs,
CiNCy=0eCi #0eCy#0. Sejam A; € FEXC1 ¢ Ay € FEXC2 a5 matrizes
naturalmente definidas por A por restricao (por exemplo, Ai(r,c) = A(r,c) para
todo (r,¢) € R x C). Seja v € FC e defina vi € FC1 e vy € F2 de forma anéloga.
Prove que Av = Ai;vy + Asve. Uma forma intuitiva de se entender esse fato é

escrever algo como

Vi
Av = [Al ‘ A2:| —| = A1vi + Agva (14)
V3
ou simplesmente
Av = [Al Ag] zl = A1vy + Aavo (15)
2

(ii) Sejam A, v, Cy e Cy, A1 e Az e vi e vy como acima. Suponha agora que {Ry, Ra}
seja uma particao de R. Sejam A;; € FR:*Cj para todo i e j definidos por restricio
de A. Prove que Av = uy U ug, onde u; = Aj1vy + A1ave, ug = Ag1vy + Agovs
e vocé precisa encontrar a interpretacao correta para a uniao u; U ug. Uma forma

intuitiva de se entender esse fato é escrever algo como

Al App
Ag1 Ao

A11vi + Ajava
Ag1vi + Agava

Vi

Av = (16)

V2

(ii1) Nos itens anteriores, podemos substituir v por uma matriz B € FE¢*D e considerar

uma particao {D1, Do} de D. Interprete adequadamente e verifique a identidade

A A
Ag1 Ao

Bi1 Bia
By1 Bas

A11B11 + A12B21 A1 Bi2 + A12B2»
A21B11 + A2 Ba1 A1 D12 + A2 Bas

AB =

. (17)
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E39 Como de usual, sejam R e C conjuntos de indices que indexam as linhas e colunas de

matrizes. Suponha que R C C e seja C' = C \ R de forma que C = RUC’. Seja

FRXR

H € FE*C com o seguinte formato especial: H; € obtido por restricao de H é a

matriz identidade Iy € FF*E, Intuitivamente,

H= [IR M] (18)
onde M é uma matriz em FEXC" = FRX(C\R) - Qeja
-M /
G= ] e FOx, (19)
IC/
onde I € F'*C" ¢ a matriz identidade.
(i) Calcule HG.
(ii) Prove que
Null H = Span{Gs.: c € C'}, (20)
onde Gy, € FC é a c-ésima coluna de G para todo c € C'.
(ii1) Seja
0000O0OOOTTTI1TT1T 11111
000111 100O0O0T1TT1TT11
H= € GF(2)™1° (21)
011001 10O0T1T1O0O0T1T1
1010101010 1010O01

Encontre uma matriz G tal que Null H é o espaco gerado pelas colunas de G. [Ob-
servagdo. Tal matriz G é meio grande, mas ela ndao é muito densa e com um pouco
de paciéncia vocé consegue escrevé-la explicitamente.]

{Data de entrega: 13/10/2022}

E40 Sejam vy,...,v, € F™ vetores e seja M = [vy | - | v,] € F™*™ a matriz cujas colunas
sdo os v;. Suponha que exista uma matriz N € F"*™ tal que NM = I,,, onde [, € F"*"
¢ a matriz identidade n x n. Prove que os v; (1 < i < n) s@o linearmente independentes.

E41 Fixe um inteiro n > 3 e seja R = {1,...,n}. Para todo 1 <i < n, seja f; = 1y ;113,
e seja £, = 1y, (isto é, estamos considerando as fungoes caracteristicas dos conjuntos
{1,2}, {2,3}, ..., {n—1,n} e {n, 1}).

(i) Suponha que estamos trabalhando sobre GF(2). Mostre que os vetores f; (1 < ¢ < n)
sao linearmente dependentes sobre GF(2).

(#i) Suponha agora que n seja par e que estamos agora trabalhando sobre os numeros

reais R. Mostre que os vetores f; (1 < i < n) s@o linearmente dependentes sobre R.

(ii1) Suponha agora que n seja impar. Mostre que os vetores f; (1 < i < n) sao linearmente

independentes sobre R. [Sugestdo. Observe, por exemplo, que

1 1 —-1][1 01
-1 1 1||1 1 0] =20 (22)
1 -1 1]]o 1 1

2022/12/8, 6:39pm
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287

288
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297

298

299
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E42

E43

E44

E45

E46

E47

1 1 -1 1 1]t 00 0 1]
-1 1 1 -1 11111 0 0 O
1 -1 1 1 —1/|0 1 1 0 0| =2I. (23)
-1 1 -1 1 1110 0 1 1 O
1 -1 1 -1 1110 0 0 1 1
Generalize e use o resultado do Exercicio E40.]

{Data de entrega: 13/10/2022}

(M) Lembre que R é um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros racionais Q (veja o

Exercicio E15). Prove que V2 e /3 sdo linearmente independentes sobre Q. Generalize

(vocé pode considerar valores diferentes de 2 e 3 e pode também considerar mais de dois

valores).

(i) Encontre dois vetores em C2? que sdo linearmente independentes sobre R, mas que
sao linearmente dependentes sobre C.

(i) Sejam vi,..., v, vetores em RY que sao linearmente independentes sobre R. Prove
que eles sao linearmente independentes sobre C.

Senhor Cético nao acredita que Lights Out no tabuleiro 20 x 20 sempre tem solugao.

Como vocé pode convencé-lo desse fato? Sr. C estd disposto a verificar solucoes de

instancias especificas de Lights Out (ele tem um programa que verifica a correcao de

solugoes apresentadas a ele), mas ndo estd disposto a muito mais que isso. Por outro

lado, Sr. C tem acesso a um gerador de bits aleatérios e ele acredita que eventos com

probabilidade menor ou igual a 1/27 ~ 1072! nao acontecem (a idade do universo é algo

0'7 segundos).

como 5 X 1
Seja X um conjunto finito.

(i) Suponha que F C P(X) seja uma familia de subconjuntos de X tal que (a) |F| é
fmpar para todo F € F e (b) |F N F'| é par para quaisquer dois F' e F’ membros
distintos de F. Prove que F tem no maximo | X | membros. [Sugestdo. Considere as
funcdes caracteristicas 1 € GF(2)% dos membros de F.]

(7i) Encontre uma familia F como em (7) acima com |F| = | X]|.

(#1) Encontre uma familia F C P(X) tal que |F N F’| é par para quaisquer dois F e F’
membros de F com |F| > 2LX1/2),
Seja p um primo e X um conjunto finito.

(i) Suponha que F C P(X) seja uma familia de subconjuntos de X tal que (a) |F|# 0
(mod p) para todo F' € F e (b) |F N F'| =0 (mod p) para quaisquer dois F e F’
membros distintos de F. Prove que F tem no méximo |X| membros.

(7i) Encontre uma familia F como em (7) acima com |F| = |X].

(#1) Encontre uma familia F C P(X) tal que |[FNF'| =0 (mod p) para quaisquer dois F’
e F’ membros de F com |F| > 2LXI/P],
Seja V um espago vetorial. Prove que valem as seguintes afirmagoes:

(i) Seja S C V um conjunto gerador minimal, isto é, tal que Span S = V', mas tal que,
para todo S’ C S com S’ # S, vale que Span S’ # V. Prove que S é uma base de V.

(it) Seja S C V um conjunto linearmente independente mazimal, isto é, tal que S é
linearmente independente, mas tal que, para todo S’ C V com S C S’ e S # 5, vale

que S’ nao é linearmente independente. Prove que S é uma base de V.

2022/12/8, 6:39pm 9
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{Data de entrega: 20/10/2022}

E48 Dizemos que um grafo G' é uma drvore se ele for aciclico (ndo contém circuitos) e conezo

(para quaisquer dois vértices x e y em G, hd um (z,y)-caminho em G). Prove que as

seguintes assercoes sao equivalentes para um grafo G = (V, E):

(i) G é uma arvore.

(7) (Unicidade dos caminhos) Para quaisquer vértices x e y de G, existe um tnico (x, y)-

caminho em G.

(#i) (Minimalmente conexo) G é conexo, e a remogao de qualquer aresta de G resulta em

um grafo desconexo, isto é, (V, E'\ {e}) é desconexo para qualquer e € E.

(iv) (Maximalmente aciclico) G nao contém circuitos, mas a adigdo de qualquer nova

aresta f C V a G resulta em um grafo que contém um circuito, isto é, (V, EU{f})

contém um circuito para qualquer f € (‘2/) \ E.
(v) G é conexo e |E| =|V]|—1.
E49 Seja G = (V, E) um grafo conexo, isto é, tal que para todo x e y € V, existe um (z,y)-

caminho em G. Lembre que o espaco das arestas de G é

C1(G) = Span{1.: e € E} c GF(2)". (24)

Note que aqui estamos trabalhando sobre GF(2).

(i) Prove que

conexo.

C1(G) = Span {]l{aw}: z,yeVex#uy} (25)
(#) Prove que F' C E ¢ tal que Span{l;: f € F} = C1(G) se e s6 se o grafo (V, F) é

(#4) Prove que F' C E é tal que os vetores 1; (f € F') sao linearmente independentes se

e s6 se o grafo (V) F') é aciclico.
(i) Deduza que 1y (f € F') formam uma base de C1(G) se e s6 se F' é tal que (V, F) é

uma arvore.

(v) Prove que a dimensao de C1(G) é n — 1, onde n é o nimero de vértices em G.

(vi) Qual é a dimensao de C1(G) quando G tem k componentes conexas? (G tem k com-

ponentes conexas se G é a unido disjunta de k grafos conexos.)

[Sugestao. Revise o Exercicio E36.]

E50 Scjam A € FP*Q ¢ B € FF*S quas matrizes. Definimos a matriz A ® B € FE*R)x(@x5)

como a matriz com entradas

(A® B)((p,7), (g, 5)) = Alp,q)B(r, s) (26)

para todo ((p,r), (q, s)) € (P x Q) x (R x S). Mais intuitivamente, suponha que

10

Entao

A=

A® B =

a1

Qm1

anB

amlB

QA1n
(27)
Amn
ainB
(28)
Amn B
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358
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360

361

363

364

365

366

Sejam agora Hy, Ho, ... matrizes com entradas em {—1,1} dadas por

e, para todo n > 2,
H,=H ® H,_1.
(i) Calcule Hy e Hs.
(ii) Quantas linhas e quantas colunas tem H,,?
(i) Calcule H?2 para todo n.
E51 Considere as matrizes Hy, (n > 1) do Exercicio E50. Sejam vy, ...

colunas de H,,, de forma que
Hn: [Vl ‘ ”-‘VN].

Prove que os v; (1 <i < N) formam uma base de F¥ para F = R

(29)

(30)

vy €{-1,1} N as N

(31)

e F =C, isto é, prove

que eles geram FV e que eles sdo linearmente independentes sobre F. Esses vetores sio

uma base de GF(2)V? {Data de entrega: 20/10/2022}
E52 Responda e justifique:

(i) Qual é a dimensdo do espaco vetorial das matrizes {M: M € FF*C} sobre F?

i) Qual é a dimensao do espago vetorial das matrizes simétricas
1) Qual é a di ao d torial d tri meétri
{M: M e F5 tal que M = M "}

sobre F?

(ii1) Qual é a dimensao do espago vetorial das matrizes antissimétricas

{M: M e P55 tal que M = —M "}

sobre F?

(33)

E53 (M) Considere R como um espago vetorial sobre Q. Prove que a dimensao desse espago

é infinito. Prove que essa dimensao nao é nem enumeravel.

E54 (i) Prove que, para todo inteiro n > 0, temos
. 1—2"
E xt = .
- 1—=x
0<i<n

(ii) Fixen > 1 e seja w = ™/ onde i = /—1. Seja S = {0, 1,..

(34)

.,n—1} e considere a

matriz F, € C5*% tal que F,(i,5) = w¥ para todo i e j em S. Calcule Fy, Fy e Fj

explicitamente.

(i) Considere a matriz G, € C3*5 tal que G,(i,7) = w™ para todo i e j em S.

Calcule G, F,, e F,G,, para todo n > 1.
(iv) Sejam vo,...,v,_1 € C% as n colunas de Fj,, de forma que

Fn: [VO ’ ’ Vn—l]‘

(35)

Prove que os v; (0 < i < n) formam uma base de C°. Prove o mesmo para as

colunas de G,,.
{Data de entrega: 27/10/2022}
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E55 Sejam V e W espagos vetoriais sobre F. Seja S = {vy,...,v,} um conjunto de n vetores
linearmente independentes de V' e seja p: S — W uma funcao qualquer.

(i) Prove que existe uma fungao linear f: SpanS — W tal que f(v;) = ¢(v;) para todo
1< <n.

(i) Prove que f como em (i) acima é tnica.

{Data de entrega: 3/11/2022}

E56 Seja G = (V, E) um grafo conexo. Suponha que as arestas de conjunto F' C E formem
uma drvore geradora de G, isto é, que F seja tal que (V,F) é uma arvore (veja os
Exercicios E48 e E49). Seja A C E um conjunto aciclico (isto é, tal que (V, A) nao
contém circuitos). Prove que existe F' C F tal que as arestas em A U F’ formam uma
arvore geradora de G.

E57 Seja S um conjunto de vetores de F” com D finito. Definimos o posto de S como sendo

dim Span S. Prove que o posto de S é
max{|T|: T C S com T linearmente independente}. (36)

E58 Denotemos o posto de uma matriz M por posto M.
(i) Sejam A € FP*9 ¢ B € FS*T matrizes. Prove que

posto(AB) < min{posto A, posto B}. (37)

(ii) Suponha que A € F"*" e B € F™*™ sao tais AB = I,,, e BA = I,,, onde I, e I, sdo
as matrizes identidade. Prove que m = n.

(#ii) Suponha que M € F™*" seja inversivel. Prove que m = n.

{Data de entrega: 3/11/2022}

E59 Seja I, € F"*™ a matriz identidade.

(i) Seja A € F™*™ uma matriz com posto A = n. Prove que existe uma tnica matriz ) €
F*™ tal que AQ = I,,.
(ii) Seja B € F™*™ uma matriz com posto B = n. Prove que existe uma tnica matriz P €
F**™ tal que PB = I,,.
(#ii) Seja M € F™*™ uma matriz com posto M = n. Prove que existe uma tnica matriz
N € F™" ™ tal que NM = M N = I,.
{Data de entrega: 3/11/2022}

E60 (M) Lembre que R é um espago vetorial sobre Q (veja o Exercicio E15). Seja f: R — R
uma fungao linear, com R sendo considerado como um espago vetorial sobre Q (isto é,
f preserva somas e f é Q-linear: f(ar) = af(r) para todo o € Q e r € R). E verdade
que f é continua? E verdade que f é continua em 0 € R?

E61 Suponha que sorteamos a; € GF(2)" uniformemente ao acaso para todo 1 < i < n,
independentemente. Prove que o valor esperado do posto da colecao de vetores ay, ..., a,
¢é maior que n — 1.

E62 Sejam U e W subespacos complementares em V', de forma que V = U ®& W. Prove que,
para todo v € V, existem u € U e w € W tais que v =u+ w e que esses vetores u e w
$a0 Unicos.

E63 Sejam U e V espagos vetoriais e seja f: U — V uma fungao linear. Vimos que existe um
subespaco U* de U tal que U = U* & Ker f. Tal subespaco U* é sempre unico? Pode
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E64

E65

E66

E67

E68

existir um subespago U** tal que U = U™ @ Ker f e dimU** # dimU*? {Data de
entrega: 10/11/2022}

Sejam U e V espacos vetoriais e seja f: U — V uma funcgado linear. Seja ~ a relacgao
definida sobre U tal que, para quaisquer u e u’ em U, temos u ~ u’ se e sé se u —u’ €
Ker f. Prove que ~ é uma relacao de equivaléncia.

(Continuacao de E64) Para u € U, seja [u] a classe de equivaléncia de u relativa a

relacao ~:
u={u' eU:u ~u} (38)
(i) Prove que, para todo u € U, temos
[u] = u+ Ker f. (39)
(i) Seja
U/~={u:ueU}. (40)

Lembre que existe U* subespago de U tal que U = U* @ Ker f. Considere a fungao

m: U* — U/~ tal que m(u) = [u] para todo u € U*. Prove que 7 é uma bijegao.
{Data de entrega: 10/11/2022}
(Continuacao de E65) Existe uma forma natural de se definir soma e produto por escalar
em U/~ que tornam U/~ um espago vetorial: [u] + [u] = [u+ u'] e a[u] = [au] para
quaisquer u e u’ em U e « escalar (é necessério verificar (exercicio) que essas operagoes
estao bem definidas, pois elas estao sendo definidas em termos de representantes de classe,
e precisamos provar que estas definigdes nado dependem dos representantes escolhidos).

Prove que a funcao 7 do Exercicio E65 é linear. Conclua que a fungao
ffon iU/~ = 1Imf (41)

¢ linear e bijetora. Aqui, f*: U* — Im f é a fungao tal que f*(u) = f(u) para todo

u € U*. [Observagio. Este exercicio diz que o espago quociente U/~ é isomorfo ao

espago Im f.]

Lembre-se do Exercicio E45. Seja X um conjunto finito, e suponha que F C P(X) é tal

que |F N F'| é par para quaisquer dois F' e F’ membros de F. Prove que |F| < 2UXI/2],

[Sugestdo. Considere U = {1p € GF(2)*: F € F} e seu aniquilador U® ]

Dadas uma matrix A € R™*" e um vetor b € R™, seja Sol(A,b) = {x € R": Ax = b}.

Para cada uma das afirmacoes abaixo, prove a afirmagao ou prove que nao existem os

objetos descritos.

(i) Exitem uma matriz escalonada U € R3** e b € R3 tais que Sol(U, b) é vazio.

(71) Existem uma matriz escalonada U € R3** ¢ b € R? tais que Sol(U,b) tem exata-
mente um elemento.

(#7i) Existem uma matriz escalonada U € R3** e b € R3 tais que Sol(U, b) tem infinitos
elementos.

{Data de entrega: 1/12/2022}
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E69 No que segue, escrevemos [m] para o conjunto {1,2, ..., m} para qualquer inteiro m. Seja
o: [m] = [m] uma bijecao. Seja P, = (a;;) a matriz m x m tal que, para todo i € [m],
1 sej=o(i)
0 caso contrario.
Seja A € F™*™ uma matriz.
(i) Descreva a matriz P, A em termos das linhas de A. Isto é, pense em A da seguinte

forma:

Al*
AQ*
) (43)
A
onde A;, é a i-ésima linha de A, e descreva P, A em termos dos Ag.

(#i) Suponha agora que temos uma bijegdo 7: [n] — [n]. Pensemos agora em A em

termos de suas colunas:
A= [A*l A ... A*n} , (44)

onde A,; é a j-ésima coluna de A. Defina uma matriz (), parecida com a matriz P

acima de forma que

AQ- = [A*T(l) Aira) - A*T(n)} : (45)
E70 Considere a matriz
0 2 4 2 8
2 1 4
A= 05 , (46)
4 1 2 4 2
50 0 2 8

que ocorre no Exemplo 7.3.3 de PNK.
(i) Continue o processo de escalonamento de A naquele exemplo, para obter a matriz
escalonada

o o W
NS )
[\
oo

(47)

S O N =

0 0 —1.75 10.5

Descreva claramente os passos (adicionais) que vocé executou para completar esse
escalonamento.

(7i) Encontre um matriz inversivel M tal que M A =U.

(ii1) Monte agora a matriz

A= [A I} , (48)

com 4 linhas e 9 colunas, onde I é a matriz identidade 4 x 4. Execute novamente os
passos do processo de escalonamento que levam A a U, mas agora na matriz A’ (por
exemplo, o primeiro passo é multiplicar a segunda linha por —2 e somar o resultado
a terceira linha; vocé deve executar exatamente o mesmo processo com a matriz

‘estendida’ A’ no primeiro passo do processo). Ao terminar este processo, vocé terd
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E71

E72

E73

E74

E75

uma matriz da forma
U = [U B] , (49)

onde B é uma certa matriz 4 x 4. E natural que a ‘primeira parte’ de U’ seja U,
pois executamos exatamente o mesmo processo de escalonamento. Entretanto, o que
vocé obteve como B?

(iv) Explique por que o fato que vocé observou no item anterior nao é coincidéncia, e
de fato sempre ocorre. [Observagdo. Note que isto d4 um bom algoritmo para se
obter M ]

{Data de entrega: 1/12/2022}

Seja a € R™ um vetor nao-nulo. Para cada b € R", sabemos que ha uma decomposicao

da forma b = bl2 + b'2 tal que bl2 € Span{a} ¢ (b'? a) = 0 ¢ essa decomposicao é

tinica. Prove que a aplicacdo f: R" — R” dada por f(b) = bl2 para todo b € R™ é

linear. [Sugestdo. Considere a matriz M = ||al|~2aa’. Note que M é uma matriz n x n

(aqui seguimos a convencao que a é um vetor coluna). Calcule Mb.]

Sejam a e b dois vetores em R™. Prove a desigualdade de Cauchy e Schwarz:
(a,b)| < [lal/[|b]]. (50)

Prove que vale a igualdade em (50) somente quando b é multiplo de a ou vice-versa.

Deduza a desigualdade triangular:
la+ bl < [laf + [[b]. (51)

Prove que vale a igualdade em (51) somente quando b é multiplo de a ou vice-versa.
[Sugestdo. Para provar (50), deduza de b = bl2 4 b2 que ||b||? = ||bll2||2 + |bt2 |2 >
|bll2||2 e use esse fato. Para (51), comece lembrando que ||a 4+ b||?> = (a+b,a + b).]

Seja V um subespaco linear de R" e seja b € R". Suponha que

b=bl"+ bl (52)
e

b=by +by", (53)

onde byv eVe bf-v é ortogonal a V', parai € {1,2}. Prove que b!v = bgv ebiV =byV.
Em outras palavras, a decomposicao de b como projecao ortogonal sobre V' e projecao
ortogonal a V' ¢é tnica.

Sejam vi, ..., vy € R™ vetores unitdrios mutualmente ortogonais. Seja M = >, .., vv .
Note que M é uma matriz n x n. Seja V = Span{vy,...,vi} e, para todo b € R™,
considere a decomposicio b = blV + b1V com bllV € V e b1V ortogonal a V. Prove que
Mb =blV. {Data de entrega: 10/12/2022}

Seja W um subespaco vetorial de R™. Seja U um subespaco vetorial de W, e seja UL o

complemento ortogonal de U, isto é,
Ut ={w e W: (w,u) =0 para todou € U}. (54)

(i) Prove que U C (U+)*L.
(ii) Prove que dim U + dim U+ = dim W.
(iii) Prove que U = (U+)* usando um argumento de dimenséo apropriado.
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[Observagao. Como estamos usando o produto interno padrao (x,y) = x-y, este exercicio
segue imediatamento de nosso estudo de aniquiladores. Entretanto, é interessante fazer
este exercicio supondo que temos um produto interno abstrato (e nao necessariamente o
dot product).]

Seja M uma matriz n x n triangular superior, com todos seus elementos diagonais iguais

a 1. Prove que M é inversivel e que sua inversa M ! é triangular superior, com todos

seus elementos diagonais iguais a 1.

(i) Sejam vy e vo € R? dois vetores ortonormais, isto é, tais que (vi,vo) =0e ||v;|| =1
para i € {1,2}. Seja M = [v1 va] € R3*2 a matriz cujas colunas sio os vetores v;.
Verifique que M "M é uma matriz identidade. Prove que MM T nio é uma matriz
identidade.

(7) Sejam vi,...,v, € R" vetores ortonormais, isto ¢, tais que (v;,v;) = 0 para todo
i # je||vi|| =1 para todo i. Seja M = [vy ... v,] € R"™" a matriz quadrada cujas
colunas sdo os vetores v;. Verifique que M "M = I,,, onde I,, é a matriz identidade
n x n. Prove que MM T = I,,. Em particular, M ' = M.

{Data de entrega: 10/12/2022}

Seja A € R™ ™ uma matriz cujas colunas sao linearmente independentes. Prove que A" A

é uma matriz inversivel. [Sugestdo. Prove que A pode ser escrita como um produto QR

onde ) tem colunas ortonormais e R é uma matriz inversivel. Use esse fato.] {Data de

entrega: 10/12/2022}

Neste exercicio, como de usual, consideramos o produto interno padrao do R”. Dizemos

que uma matriz A € R™™ preserva o produto interno se, para todo x e y em R"”, vale

que (Ax, Ay) = (x,y).

(i) Prove que se A é ortogonal, entao A preserva o produto interno.

(it) Prove que se A é ortogonal, entdo A preserva a norma, isto é, para todo x € R",
vale que [|Ax|| = [|x].

(#ii) Prove que se A preserva o produto interno, entao A é ortogonal.

(iv) Prove que se A preserva a norma, entao A é ortogonal.

Seja F um corpo infinito. Suponha que Uy, ..., Uy sejam subespagos de F" com dim U; < n
para todo i. Prove que |J; ;< Ui # F™.
Sejam by,...,b, vetores ortonormais em R". Seja S C {1,...,n} e considere Vg =

Span{b;: i € S}. Suponha S = {i1,...,is} e considere
N =[b; |- |b;] € R"**. (55)

Seja M = NNT. Prove que, para todo x € R", temos

xIVs = Mmx, (56)
onde x!IVs ¢ a projecao ortogonal de x sobre V.
Sejam ay,...,a; vetores em R". Dizemos esses vetores sao quase-co-hiperplanares, se
existem a},...,a; € R" e x € R"\ {0} tais que, para todo i,
la; — |l < 107 Jay|| (57)
e
(al,x) = 0. (58)
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Naturalmente, (58) significa que os a; pertencem ao hiperplano ortogonal a x. Grosso
modo, os a; (1 < i < t) sdo quase-co-hiperplanares se uma ‘pequena perturbagao’ a; deles
s@o co-hiperplanares (pertencem a um mesmo subespago de dimensao n—1 de R™). Prove
que os vetores da base canodnica ey, ...,e, € R" sao quase-co-hiperplanares se n > ny,

onde ng é uma constante absoluta.
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