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Parte 1. PRIMEIROS CONTATOS COM O METODO PROBABILISTICO

§1. ...

1.1. Aula 05 de marco de 2018. !

1.1.1. Provas por contagem.

Exemplo 1. Vamos chamar de dovetail shuffling (também conhecido como riffle shuffling) o
processo de dividir um baralho comum de 52 cartas em dois montes do mesmo tamanho e
entrelacar as cartas desses montes de forma arbitraria. Pergunta: quatro dovetail shufflings sao
suficientes para se obter qualquer ordenacao das cartas?

Executar um dovetail shuffling corresponde a escolher um subconjunto de 26 posigoes de
uma lista de 52 disponiveis; essas posicoes escolhidas recebem as cartas do primeiro monte
(em ordem) e as outras 26 posi¢oes recebem as cartas do segundo monte (também em ordem).
Portanto, existem (gz) diferentes dovetail shufflings. Atingimos, assim, no maximo (32)4 diferentes

permutagoes do baralho original apds quatro dovetail shufflings.

Usando os limitantes (gg) < 252 e 521> (22)" temos

521" s (527
< (2 22) <52
(26> = (@)% < e - ’

pois24:16<53—2<%.

Portanto, a resposta é nao.
Exemplo 2. Consideremos agora fungoes booleanas. Se f : {0,1}" — {0,1} é uma fungdo
booleana, sabemos que é possivel expressar f como uma férmula booleana em n varidveis, usando
apenas parénteses e os operadores —, A e V. Por exemplo, podemos facilmente codificar f na
formal normal disjuntiva (FND) da seguinte forma: para cada (a1, ...,a,) € f~1(1), definimos
uma conjuncao cujos literais sdo x; se a; = 1 e —x; se a; = 0, para ¢ = 1,...,n, sendo a
formula para f uma disjungao dessas conjungoes. Claramente, tal codificagdo em FND pode ter
comprimento O(n2"). Pergunta: é possivel codificar toda fungao booleana com uma férmula de
comprimento no maximo n2918?

Uma funcdo booleana em n varidveis atribui, para cada um dos 2" vetores de n bits, um
valor em {0,1}; sdo, portanto, 22" possiveis escolhas para f. Por outro lado, usando apenas os
n + 5 simbolos “=7, “A” “\V7 (709 gy L oy, existem no méximo (n + 5)™ férmulas de

comprimento m.

INotas produzidas por Gabriel Ferreira Barros e Tiago Royer.
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Temos que
22" > (n+5)™
quando
27’L

—— > m.
Ina(n + 5) "

2018

Se escolhermos m = n“"*°, veremos que o lado esquerdo cresce mais rapido do que o lado direito.

Portanto, para n suficientemente grande, teremos mais funcoées booleanas do que férmulas de

2018

comprimento n para representd-las. Assim, a resposta é ndo.

Exemplo 3. Um hipergrafo é um par (V, E) com E C 2V. Um k-grafo é um hipergrafo em que
toda hiperaresta e € E possui cardinalidade k.

Dizemos que o hipergrafo H possui a propriedade B ou, equivalentemente, que H é 2-colorivel
se existe uma coloragdo ¢ : V — [2] tal que nenhuma aresta é monocromaética (isto é, ¢ nao é
constante em nenhuma aresta).

Defina o nimero m(n) por
m(n) = min{|E|: H = (V,E) é um n-grafo que ndo é 2-colorivel }.

Sabe-se que m(n) = Q(y/n/Inn2") [7] e que m(n) < n?2" [3]. Erdés and Lovasz conjecturam
que m(n) = O(n2") [4].

Temos m(1) =1 (qualquer 1-aresta ¢ monocromética) e m(2) = 3 (um tridngulo possui trés
arestas e nao é 2-colorivel; os grafos com menos arestas sao todos 2-coloriveis). Analisemos m(3).

Para obter um limitante superior, considere o plano de Fano (Figura 2). Os vértices do
hipergrafo correspondente sdo os pontos do plano, e as hiperarestas sdo as linhas (indicadas

pelas seis linhas retas e pelo circulo).

Ficura 1. Plano de Fano.

4 2018/8,/20, 3:54pm
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Afirmamos que o plano de Fano nédo é 2-colorivel. De fato, por simetria podemos assumir
que os vértices 2 e 3 possuem a mesma cor, e o vértice 4 possui uma cor diferente. Agora, para
qualquer cor que escolhamos para o vértice 1, as cores dos demais vértices serdo forcadas, e em
ambos 0s casos terminaremos com uma aresta monocromatica. Portanto, o plano de Fano nao é
2-colorivel, o que mostra que m(3) < 7.

Mostraremos agora que m(3) > 6. Seja H = (V, E) um 3-grafo com |E|< 6. Consideremos
dois casos.

Primeiro caso: |V|< 6. Sem perda de generalidade, podemos assumir que |V|= 6. Escolha
trés vértices de V' ao acaso, pinte-os de uma mesma cor e pinte os outros trés de outra cor.
Existem (g) = 20 possiveis coloracoes, e cada aresta sé fica monocromatica em duas dessas
escolhas. Assim, existem no maximo 2|E|< 12 coloragbes “proibidas”, e esse nimero é menor
que o numero total de coloragoes. Portanto, alguma dessas coloracbes ndao deixa nenhuma aresta
monocromaética.

Segundo caso: |V|> 6. Considere o grafo bipartido G cujos vértices sdao V U E e hd uma
aresta entre v € Vee € Esev € e. Cada e € E é tocado por exatamente trés arestas, portanto
o numero de arestas de G é igual a 3|E|< 18. Como |V|> 7, o grau médio (em G) dos vértices
v € V é menor ou igual a 18/|V|< 3, o que implica que ao menos um vértice v estd em no
maximo duas hiperarestas de H. Como estas duas hiperarestas cobrem no maximo cinco vértices
de H (incluindo v), existe um vértice u tal que nenhuma hiperaresta contém ambos u e v. Agora,
construa o hipergrafo H' identificando v e v; H' ainda é um 3-grafo, e, por inducao, é 2-colorivel.
Basta entao copiar as cores para o grafo H original (u e v terdo a mesma cor).

Portanto, m(3) = 7.

Uma busca computacional realizada por Ostergérd mostrou que m(4) = 23 [9].
Proposigao 4. Seja m(n) como definido acima. Entao
m(n) >2""L

Demonstragio. Seja H = (V, E) um n-grafo com |E|< 2"~!. Vamos mostrar que H é 2-colorfvel.

Pinte cada vértice de uma cor de maneira independente, com ambas as cores tendo a mesma
probabilidade. A probabilidade de uma aresta fixa e € E ficar monocromética é 2% =2l
Logo, a probabilidade de alguma aresta e € E ficar monocromética ¢ no méaximo 2'~"|E|< 1, e
o procedimento descrito acima pinta H corretamente com probabilidade positiva.

Isso significa que H é 2-colorivel. O

2018/8/20, 3:54pm )
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1.2. Aula 07 de marco de 2018. ...2

Definigdo 5. Uma tupla (2, P) é um espaco de probabilidade finito se |Q| < 0o e P: 22 — [0, 1]
€ uma funcdo que satisfaz

(1) P(@) = 0;

(2) B(Q) =1;

(8) Para todo A, B C Q tais que AN B = & vale que P(AU B) =P(A) +P(B).

Um conjunto A C Q € chamado evento.

Observacgao 6. Se A, B C 2 entdo P(AU B) < P(A) +P(B). Em geral, se (A))rea sdo eventos

em {2, entao

P (LAJAA) < > P(A)).

AEA
Essa desigualdade é chamada “cota da uniao”, ou as vezes “desigualdade de Boole.”
1.2.1. Caso uniforme. Se A = {ay : A € A}, entdo P(A) = > yepP(ar). Se P(w) = 1/|9
para todo w € €2, chamamos o espago (€2, P) de espago de probabilidade uniforme. Neste caso,
P(A) = |A| /|| para todo A C Q.
Exemplo 7. Considere o espago de probabilidade (2,P) onde Q = {0,1}", n > 1, e P uniforme.
Assim, P((x;),) = 1/(2") para todo (z;)"_, € {0,1}".
Exemplo 8. Considere o espaco de probabilidade (2,P) onde Q = S,,, n > 1, e P uniforme.

Assim, P(0) = 1/n! para todo o € S,,.

Exemplo 9. Considere o espago de probabilidade (€2,P) onde 2 = S5z e P uniforme. Isto
é, (Q,P) é uma permutagao uniforme do baralho de 52 cartas. Quanto é P(o(1) < 0(2))?
A resposta correta é 1/2. Essa resposta é intuitivamente verdadeira porque a distribuicao é
uniforme. Para provar formalmente o resultado, basta observar que existe uma bijecao entre

A={oe€S,:0(l)<o(2)} e B={0€ S,:0(2) <o(l)}. Deste modo, temos |A| = |B| = n! /2.

1.2.2. Eventos independentes.

Defini¢ao 10. Dois eventos A, B C Q sdo independentes se P(A N B) = P(A)P(B). Mais

geralmente, os eventos Ay,...,Ar C Q sdo independentes se, para todo i1 < iy < -+ < iy
el > 2 vale que P(A;; N Az, N...NA;) = P(A; )P(As,) ... P(A;,). Finalmente, os eventos
A1, ..., Ay CQ sdo k-a-k independentes se, para todo i1 < iz < --- < ik, 0s eventos A;,, ..., A;,

sdo independentes.

2Notas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e Marcelo Tadeu Sales. Aula de 07/03/2018.
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Exemplo 11. Considere o espaco de probabilidade uniforme sobre S,,, n > 3. Considere também

os seguintes eventos nesse espago de probabilidade:

A tabela a seguir indica a relacdo de dependéncia entre os eventos.

A B C D
Nao | Nao | Nao | Sim
Nao | Nao | Sim
Nao | Sim sse n = 3
Nao

ogQwe

Daqui em diante, escrevemos x €y §2 para denotar que x é escolhido uniformemente ao acaso

dentro de .

Exemplo 12. Seja z; € {0,1}, parai = 1,...,n. Suponha que as n escolhas sdo independentes.
Segue que P[(z;)i~, = (a;)l~4] = 1/(2") para qualquer (a;)?, € {0,1}" fixo. Observe que a

amostragem de x = (z;);-; segue a distribucao (Q2,P) = ({0, 1}", uniforme).

Exemplo 13. Tome X €y Zo e Xo €y Zo e defina X3 := X7 + X3. Temos que X1, X3 e X3
sao 2-a-2 independentes, mas ndo sao independentes, pois X3 é completamente determinado

pela escolha de X e Xs.

Exemplo 14 (Secretary/Hiring Problem). No problema da contratagido, Bob entrevista n
candidatos, um por vez, e escolhe apenas um deles. No entanto, a cada entrevista Bob é
forcado a contratar ou rejeitar, e ndo pode voltar atras na sua decisdo. Suponha que cada
candidato possui um niimero que indica a sua qualidade, e que Bob quer contratar o candidato
de maior nimero. Suponha também que a ordem relativa dos nimeros dos candidatos forma uma
permutacao aleatéria uniforme. Qual é uma boa estratégia para garantir que Bob ird contratar
o candidato de maior niimero? Aqui vamos analisar a estratégia de corte r, denotada por E,..
A estratégia E, vé os primeiros r candidatos, e depois escolhe o primeiro candidato que
tiver niimero maior do que o maximo dos primeiros r candidatos. Seja o a permutagio que
indica a ordem relativa dos niimeros dos candidatos. Fazendo abuso de notacao, escreveremos
que o(i) = max se o nimero maximo estiver na posigao i. Observe que, se (i) = max para
i € [r], entdo E, nao escolhe o maximo. Por outro lado, se o(i) = max para i > r, entdo E,

escolhe o maximo se, e somente se, 0 maximo dos primeiros i — 1 candidatos estiver entre os

2018/8/20, 3:54pm 7
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primeiros r candidatos. Como a permutacao é escolhida uniformemente ao acaso, isso acontece
com probabilidade r/(i — 1).
Disto segue que

n
P[E, escolhe o maximo] = Z P[E, escolhe o maximo | o(i) = max|P[o(i) = max]
i=1
n
= Z P[E, escolhe o méaximo | (i) = max|P[o(i) = max]
i=r+1

Como zIn(1/z) é maximizado para = = 1/e, segue que P[E, escolhe o maximo| ~ 1/e = 0.37

para r =n/e.

Exemplo 15 (Grafos aleatérios). Denotamos por G(n,p) o grafo aleatério binomial em que
cada aresta aparece independentemente com probabilidade p. Seja E; o evento de G(n,1/2)
ser bipartido e Fy o evento de G(n,1/2) ser conexo. Sem perda de generalidade, suponha que
V(G(n,p)) = [n].

Vamos provar primeiro que o grafo aleatério G(n,1/2) nao é bipartido com alta probabilidade.
Para todo k = 1,2,...,|n/3], defina V}, := {3k — 2,3k — 1,3k}. Seja também A}, o evento de nio
ocorrer o triangulo de vértices Vj, em G(n,1/2). Como V; N'V; = & para todo i # j, segue que
os eventos A; e A; sdo independentes para todo i # j. Observe também que P[A;] = 273. Note
ainda que, se G(n, 1/2) é bipartido, entao nao pode ocorrer Ay para todo k =1,2,...,|n/3].
Segue que

[n/3]

PIE] < [ PloAk] = 27313 = o(1).
k=1

Portanto, com alta probabilidade o grafo aleatério G(n,1/2) nao é bipartido.
Vamos provar agora que G(n, 1/2) é conexo com alta probabilidade. Observe que, se G(n,1/2)
é desconexo, entao existem dois vértices x;, x; € V(G(n,1/2)) tais que ndo existe caminho de

(n—2).

comprimento dois entre v; e vj. Isso acontece com probabilidade igual a 272 Portanto,

pela cota da uniao segue que

8 2018/8/20, 3:54pm
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Isso mostra que G(n,1/2) é conexo com alta probabilidade.
1.3. Aula 12 de marco de 2018. *

1.3.1. Varidveis aleatérias e esperanga.

Definicao 16. Seja (Q,P) um espaco de probabilidade finito tal que P : 29 —

variavel aleatoria (real) é uma funcao f:Q — R.

Definigdo 17. A esperanca da varidvel aleatéria f, denotada E(f), é igual a
> Pw)f(w).
we
Observagao 18. Se P é uniforme, entao
=197 Y flw) = Ave(f).
wef
Definigao 19. Seja A C Q. A funcao indicadora de A € T4 : Q2 — R dada por

1, sewed
Za(w) =

0, sew¢gA
(Notagao alternativa: 14, [A], xa, etc.)
Observagao 20. E(Z4) = P(A).

Teorema 21. Linearidade da esperanca.

Sejam f, g varidveis aleatdrias sobre (2, P) e a € R. Entdo

(1) E(f +9) =E(f) + E(9)
(ii) E(af) = aE(f)

0,1].

Uma

Exemplo 22. Considere 2 = {0,1}" com n > 1 e P uniforme. Seja z = (z;)", € {0,1}" e a

variavel aleatoria fi definida por fi(x) = > ;" ; = # bits 1 do vetor x. Entao

E(fi)= > P(x)f(x):2”kzn%<>k—2nz ( )k—? np2nTl =

z€{0,1}"

w,\ 3

Esse mesmo resultado pode ser obtido com o auxilio de fungoes indicadoras dadas pelos eventos

A; ={x € {0,1}" : 2; = 1}. Note que Vx € Q

= ZIAi (x)
=1

3Notas produzidas por Rodrigo Enju e André Nakazawa.
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e consequentemente, pela linearidade da esperanca,

B(f) = Y E(Ta) = Y B(A) =

i=1 i=1

pois segue da uniformidade de P que P(4;) = 1 Vi € [n].

Observagao 23. Contagem dupla. O resultado do exemplo anterior confirma a relagio
" (n

3 <k>k o,

k=0
Exemplo 24. Cocelhos sobreviventes. Considere a seguinte situacao, temos n coelhos e n
cacadores. Cada cacador escolhe independentemente um coelho com probabilidade uniforme e
atira. Os coelhos que nao foram escolhidos por nenhum cagador sdo ditos sobreviventes. Entao,
podemos definir uma variavel aleatoria fo como o niimero de coelhos sobreviventes.

O espaco de probabilidade desta situacgao é
)"l = {t : [n] — [n]}

com distribui¢do uniforme.

Seja A; o evento em que o coelho 7 sobrevive. Temos que
n
fa=> Ta,.
i=1
Como a probabilidade do coelho i sobreviver é

P(A;) = (1 _ ;)n

e tal probabilidade tende para 1/e quando n tende para infinito, segue que

n n 1

n
E(f2) =Y E(Za,) =) P(A;) —n-=—
i=1 i=1 e ¢

Exemplo 25. Nidmero de mdzrimos sucessivos. Dada uma sequéncia x1, - - -, x, de n nimeros

inteiros distintos, dizemos que um elemento x; é left-to-right mazima (LtR max) se x; > x;
sempre que ¢ > j. Queremos estimar o nimero de LtR maxes em sequéncias de n ntimeros. Para
isso, considere m €7 S, e seja f3 o ndimero de LtR maxes em 7(1),---,7(n). Tomemos o evento

A; ={m e S, :m(i) ¢ um LtR max}, entdo

n
fs = _Ta,.
i=1

10 2018,/8/20, 3:54pm
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A probabilidade do evento A; é igual a probabilidade do i-esimo elemento ser o maior dentre os

1 primeiros elementos de . Como 7 é uma permutagao uniforme, a probabilidade de 4 ser o

maior elemento de (mw(1),---, (7)) é 1/i. Assim,
E(f)—zn:IP)(A-)—l%—l%— +l—H
3) — pt i) — 2 n — dn-

Entao segue de log(n+ 1) < H, < log(n) + 1 que H,, = ©(log n).

Exemplo 26. Nimero de comparacoes no algoritmo Quicksort. Considere o algoritmo Quicksort
deterministico que ao receber uma entrada (), -, Zr(,) de n elementos distintos devolve
r1 < --- < x, como saida, sendo que w €y S,. Queremos estimar f; o nimero de comparacoes

efetuadas pelo algoritmo. Tal resultado serda desenvolvido em notas posteriores.

1.3.2. Mais aplicagoes.

Observagao 27. Dado um grafo G qualquer, denotamos por V(G) o conjunto de seus vértices e

por E(G) o conjunto de suas arestas. Ademais, escrevemos G para expressar que |V (G)| = N.

(1) Subgrafo bipartido grande

Teorema 28. Seja G = G, para n > 1. Existe uma biparticio balanceada com mais do

que |E(G)| /2 arestas entre os conjuntos.

Demonstragio. Escolhemos A C V(G), com |A| = n, uniforme ao acaso. Consideremos a
biparticao A, B, com V(G) = AU B. Seja X o ntmero de arestas entre A e B. Para cada

e € E(G), seja F, = {e é uma aresta entre A e B}. Entao

X= Y 1Ip

e€E(Q)

Temos que
pry = 260 - 2000 s 0n) . a1
) = _ . — 1 = =—.
(2:) %711)1)(27?_22) (2:722) 2n—1" 2n 2

Portanto
E(G
EX)= ) P(Fe)>‘ (2)‘.

e€E(Q)

(2) Conjuntos independentes
Seja G um grafo, S C V(G) é dito independente (ou estavel) se 7 e € E(G) com e C S.
Definimos a(G) = max{|S|: S C V(G)}.

2018/8/20, 3:54pm 11
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Teorema 29 (Turdn). Seja G = G", comn > 1, e m = |E(G)|. Entdo

2

n
> .
(@) 2 2m +n
Lema 30. Para todo grafo G vale que
0@z Y o
- d(v)+1’

onde d(v) € o grau do vértice v € V(QG).

Demonstragio. (Lema 30). Seja V(G) = [n], sem perda de generalidade, e m €y S,,.
Considere que m(i) é bom se todos os vizinhos de 7(i) estdo a direita de 7 (i), isto é,
(i) <7(j) V5 € [n] tal que {7 (i), 7(j)} € E(G). Seja B ={i € [n]: w(i) é bom}. Note que
B é independente, pois se {7 (i),7(j)} € E(G) com 7(i) < 7(j), entdo w(j) € B, ou seja,
{m(i),n(j)} £ B. Fixando 7 € S,, temos que

|B’ = Z I{T((Z) é bom}-

1<i<n
Logo
E(IB])= Y P{re€S,:n(i)ébom} = > W: > d(z’)1+1’
1<i<n 1<i<n i€(n]
e consequentemente existe w € .S, tal que
LEDY d(i)l—i- 1
i€[n]
Entao, da independéncia de B segue que
1
a(G) > Z A1

veV(QG)

Teorema 31. Desigualdade de Jensen. Seja X uma wvaridvel aleatoria e f uma fungdo

conveza. Entao f(E(X)) <E(f(X)).

Demonstragio. (Teorema 29). Pelo lema 30, temos que

2018/8/20, 3:54pm
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274

275

277

278

279

280

282

283

284

285

286

287

288

289

290

291

292

293

Seja X €y {d(v) :v e V(G)} e

1
J(w) = z+1
Como f é convexa,
E(J(X) = 3 o> = f(d) = [(E(X)).

nvEV(G)d( )+1 " d+1
sendo

d = Avg(d) = — Z d(v) = 2—m

vev (@) "

Logo

1.4. Aula 14 de marco de 2018. *

1.4.1. Uma aplicacao geométrica.

Definicao 32. Seja L um conjunto de retas do plano. Denotamos por V(L) (ou simplesmente
por V, quando L estd subentendido pelo contexto) o conjunto de interse¢oes de retas em L.

Dizemos que L é uma configuragdo de retas em posicao geral se ele satisfaz as sequintes condigdoes:

(1) Para cada ponto v € V(L), hd exatamente duas retas que passam por v em L;
(2) Nao hd duas retas paralelas distintas em L;

(8) Nao hd retas verticais em L.

Definicdo 33. Seja L uma configuracéo de retas em posicio geral. Dado v € V', definimos
o nivel de v em L, denotado por £(v), como o niumero de interse¢oes da semi-reta vertical de

origem v com retas de L que ndo passam por v.

Dada uma configuracdo de retas em posicao geral L, considere as convencoes:

o Vi, ={veV:il(v) =k}

o Ve = U Vi
0<i<k
o ti(L) = |Vi|; t<i(L) = [V<kl.

tr(n) = max{ty(L): |L|= n}; t<x(n) = maz{t<k(L): |L|=n}.
Observagao 34. Note que tx(n) < n—k—1. Dai, t<x(n) > (n—1)+..+(n—k—-1) =
(k+1)(2n—k—2)/2 =Q(nk).

4Notas produzidas por Thiago Estrela e Angelo Lovatto.
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Teorema 35 (Clarkson - Shor). Temos:
t<r < 3(k+ 1)n.

Demonstracdo. Seja R = L, um subconjunto aleatério de L obtido incluindo-se cada ¢ € L de
modo independente com probabilidade p. Seja X = to(R). Note que, para qualquer M C L,
tem-se to(M) < |M|—1 < |M| (Observacao 34). Assim:

E(X) = E(To(R)) < E(|R]) = np.

Para cada v € V(L), considere o evento A, = {v € Vp(R)}. A, ocorre se e somente se ambas
as retas que determinam a intersecao v estdo em R e nenhuma das retas que interceptam a

semi-reta vertical de origem v em L estdo em R. Portanto, temos
to(R) = Z 1a,,
veV (L)

P(A,) = p*(1 —p) ),

204 onde {1 (v) é o nivel de v em L. Assim,

np = E(|R]) > E(to(R))

= Z E(14,) (linearidade da esperanga)
veV(L)

= Z P(Av)

veV(L)

= > pPa-p=®

veV(L)

> > pra-p)r
UEVS;C(L)

Logo,

14 2018/8,/20, 3:54pm



296

297

298

299

300

302

303

304

305

306

307

308

309

310

311

312

313

314

315

316

318

319

320

321

ten(L) < 3nlk+1).

O

1.4.2. Numero de comparacoes do Quicksort. O algoritmo Quicksort recebe uma sequéncia
(x1,...,2,) de nimeros como entrada e separa seus elementos, exceto x1, em duas sequéncias:
uma contendo os elementos menores que x; e outra com os elementos maiores ou iguais a .
Em ambas, a ordem dos elementos permanece a mesma da sequéncia de entrada. Cada uma é
entdo ordenada por uma aplicacio recursiva do mesmo método. A recursdo termina quando as
sequéncias sao trivialmente pequenas (1 ou nenhum elemento).

Embora o algoritmo possa precisar de O(n?) passos para completar a ordenacdo, na prética

Quicksort é bem eficiente, como mostra o seguinte teorema.

Teorema 36. Suponha x1 < o < --- < Xp. Seja ™ uma permutacdo aleatoria escolhida
uniformemente ao acaso entre todas as permutacoes da sequéncia (1,...,n). Em outras palavras,

T €y Sp. Seja T(w) = # comparagoes no Quicksort com entrada

Lr(1)) LTr(2)s -+ Lr(n)-
Entao E(T) < 2nlnn.

Demonstragao. Seja T; = T;(w) = # comparagoes quando Tr(;y € 0 pivd. Por exemplo, temos

sempre que 77 =n — 1. Em geral, podemos interpretar T; de acordo com a seguinte sequéncia:

L1y ooy Xjy Tj415 Tj+25 Tj+35 Xj+4 = Lr(i)) Lj+55 Xj+65 - -5 Tn-

A sequéncia mostra os elementos ordenados, onde os que estdo em negrito marcam os pivos
escolhidos antes de 2,(;), ou seja, os elementos com indices m(1),...,7(i — 1). Note que T; é
igual ao numero de elementos nao marcados entre ;) e o elemento em negrito mais proximo,
em ambas as diregoes. Informalmente, T; ¢ exatamente a quantidade de elementos que x;
"enxerga", se os em negrito forem considerados opacos.

Claramente, T'(7) = > ; T;, pois cada elemento é pivo exatamente uma vez. Por linearidade
da esperanga, temos que E(T'(7)) = > E(T;).

Para calcular E(T;), consideraremos o algoritmo executando de volta no tempo, ou seja,
comecamos com todos os elementos ja marcados como pivos. Geramos entdo a sequéncia

aleatoria m da seguinte maneira: em cada passo de tempo ¢, comecando com ¢ = n até 1,

escolhemos um dos elementos em negrito uniformemente ao acaso e atribuimos seu indice a

2018/8/20, 3:54pm 15



322

323

324

325

326

328

329

330

332

333

335

336

337

338

339

340

341

342

7(1), simultaneamente desmarcando tal elemento como pivo. A quantidade T; é o niimero de

elementos que Zr(;) €NXerga nesse momento.

Note que no passo de tempo i, antes de sortear m(7), restam exatamente i pivos na sequéncia.

Cada um dos n — 4 elementos ndo marcados enxerga no maximo 2 em negrito. Portanto o niimero

de pares (ndo marcado, marcado) cujos membros enxergam um ao outro é no maximo 2(n — i).

JO T . . s s 2(n—1)
Em média, um dos i elementos em negrito enxerga no maximo =——

E(T;) < @ Logo, temos

E(T(m) = Y Em) <y 200
=1

=1

n
1
:2n§ ——2n=2nH, — 2n
g
=1

< 2nlnn.

1.5. Aula 19 de margo de 2018 - Incidéncia de Pontos e Retas. °

1.5.1. Plano Projetivo Finito.

Defini¢ao 37. Seja |X|< oo, L CR(X). A dupla (X, L) € plano projetivo se:
(1) IFC X :|Fl=4 e |[FNL|<2,YL € L;
(2) VL, L' € L, L # L' temos |[LNL'|=1;
(8) Va,o' € X,x # ', AL € L com {z,2'} C L;

elementos, e portanto

Podemos chamar o conjunto X de Pontos e o conjunto L de Retas, para uma ideia intuitiva

Fato 38. Da definicao de plano projetivo finito pode ser deduzido:
(1) VL, L' € L temos |L|= |L'|;
(2) def: A ordem de um plano projetivo finito é |L|—1,L € L;
(8) Se um plano projetivo finito tem ordem n:
o Vx € X existem exatamente n+ 1 retas L € L com x € L;
eVLeL|Ll=n+1;
o [ X|=n?+n+le|ll=n?+n+1;

SNotas produzidas por Rafael Zuolo e Gabriel Lasso
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344

345

346

347

348

349

350

351

353

354

355

1.5.2. Existéncia e Exemplo. Seja ¢ uma poténcia de primo, entdo um plano projetivo finito de

ordem n pode ou nao existir:

n| 2 3 4

10

11

12

3! | sim | sim | sim | sim | nao | sim

sim

sim

nao

sim

em aberto

sim

Note que

mesmo se tratando de conjuntos finitos, ndo se sabe se existe ou ndo um PPF de ordem n = 12.

Para n = 2, chamamos o PPF de fano:

Ficura 2.

Fano.

Para meditar em casa: é possivel desenhar o fano no R? com retas?

Definicao 39. Incidéncia: E um par (x,L) com x € L;

Podemos representar a incidéncia como um grafo bipartido, onde uma particdo representa o

conjunto de pontos, a outra o conjunto de retas, e uma aresta liga um ponto x a uma reta L se

QIOIOIO

Sooe

FicurA 3. Grafo bipartido das incidéncias

existe a incidéncia (z, L):

Note que esse grafo de incidéncia nao pode ter C*, pois dois pontos ndo podem determinar

duas retas distintas.

O numero de incidéncia no plano projetivo finito de ordem n é:

2018/8/20, 3:54pm
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36 1.5.3. Agora em R2. Seja X C R?,|X|< oo, e £ uma colecio de retas em R?. O quio grande

357 pode ser o numero de incidéncias (x, L)? Utilizando o fato do grafo de incidéncias ser livre de

358 C*, podemos obter um limite superior:

359

360

361

362

363

365

366

367

368

369

370

371

372

Teorema 40. Seja B = B(n,m;t) um grafo bipartido m x n com t arestas. Se C* & B, entdo:

Demonstragdo.

t < min{ny/m + m;m+/n +n}

2

m
2

{

t m?2
— — — 1</ — =t<my/n+n
n n

d;

2

= (5)>2(3)=0(3)

pela desigualdade de Jensen, onde d; é o grau médio de B:

RO

n,t
(=12 =
Q(n )

Analogamente para n, portanto ¢ é o minimo das duas expressoes deduzidas. O

Tando no plano projetivo finito como em R?, se temos N pontos e N retas, entdo o ntimero

de incidéncias #inc = O(N %)

No plano projetivo finito essa aproximacdo é justa, mas e em R??

Pergunta para refletir: Existe X C R2, | X |= n, tal que seja valido ao mesmo tempo:

e V reta determinada por X contém o(n) pontos?;

e O ntimero de retas determinadas por X é o(n?)?;

1.5.4. O Teorema de Szemeredi e Trotter. Seja P C R?, L retas em R?.

Definicao 41. I(P, L) := #{(z, L)

m, |L[=n}

cx € PL e Lo e L} I(mn) = max{I(P,L) : |P|=

Considerando o grafo bipartido P x £ e usando o fato que ele ndo contém C*, deduzimos que:

I(m,n) < min{m+/n + m;ny/m + m}

3

Caso m=n, entdo I(n,n) = O(n2).

O teorema de Sz-Tr mostra que I(n,n) = O(n

Proposicao 42. I(n,n) = Q(n

18

4
3

)

4
3

) e é justo.
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373

374

375

377

378

379

380

382

383

384

385

386

388

389

4k% -1

® °
® ° °
0 ° ° k—1

ol

FIGURA 4. Construcgao de pontos para I(n,n) = Q(n)

Demonstragio. Considere X = {0,---,k — 1} x {0,---,4k? — 1}, ou seja, n = | X |= 4k3.
Faca L={y=ax+b:a=0,1,---,2k—1;b=0,---,2k*> — 1}.
Note que 0 < azx +b < (2k — 1)(k — 1) +2k? — 1 = 4k? — O(k) < 4k>.
S I(PL) > |L)k = (4k3)k = 4Kk*, mas n3 = (4k3)3 < 4k* < I(P, L) O

Teorema 43.

2
I(m,n) <4(mn)s +4m+n
Prova sera apresentada mais a frente, aguarde.

1.5.5. Numero de Cruzamentos.

Definicao 44. Seja G = (V, E) um grafo, e(G) = |E(G)|, v(G) = |V(G)|.

Denomina-se cr(G) = min{ cruzamentos necessdrios para desenhar G no plano }.

Se G pode ser desenhado no plano sem cruzamentos entao e(G) < 3v(G) — 6. Segue que, dado
G=G", cr(G) > e(G) — (3n — 6).
Obs: Se e¢(G) = an,a > 3 entao cr(G) > e(G) — 3n = (a — 3)n. Por exemplo, se @ = Inn,

entdao cr(G) > (Inn — 3)n ~ nlnn.

Teorema 45 (Ajtai, Chvital, Newborn & Szemerédi '82, Leighton ’84). Seja G = G™,e(G) > 4n,

entao cr(G) > eégl)j.
. n(ln®n
Observe que se ¢(G) = n(lnn), pelo teorema acima temos cr(G) > (64 ) = Q(n(Inn))

Demonstragio. Seja H = G[V}], subgrafo aleatério induzido dos vértices de G, onde 0 < p <1 ¢

um parametro a ser determinado depois. Seja t = cr(G).

2018/8/20, 3:54pm 19



390

391

392

393

394

395

396

398

399

400

401

402

403

404

405

406

Temos cr(H) > e(H) — 3v(H), assim, E(cr(H)) > E(e(H)) — 3E(v(H)) = e(G)p? — 3np, mas
E(cr(H)) < tp*, pois dado um desenho de G com ¢ cruzamentos, para 0 mesmo cruzamento

estar em H cada um dos 4 vértices devem estar em H.

Desses dois limitantes de E(cr(H)), deduzimos que t > e(G)p~2 — 3np—3. Tomando p = e?g),
ficamos com t > (%?)2 — 3n(efg))2 = %. O
Corolario 46. VG = G",cr(G) > % —-n
Demonstragio. Se e(G) > 4n, vale, claramente.

Se e(G) < 4n, entao 66(323 < n, que vale por vacuidade. O

1.5.6. Demonstracio do Szemerédi e Trotter.

Demonstragao. Seja P = P™ L = L™ Monte um grafo G tal que: V(G) = P e E(G) =
{{z,y} m(VgG))} tal que x e y sdo pontos consecutivos de uma reta L, para toda L € L. Por

exemplo, se uma reta L contém kj, pontos, entdo L definira k7 — 1 arestas em G.

e(G)3

o,z — m pelo teorema 45 e seu coroldrio. Assim, como o nimero

Note que () > cr(G) >

de incidéncia t = I(P, L) = e(G) + n, pois incidéncia na reta L = kr,, deduzimos: n* > () >

(t—n)3

s —m = (t —n) < (64n*m? + 64m3)%, assim:

t < 4(nm)% +4dm+n

1.6. Aula 21 de marco de 2018. ©

1.6.1. O coroldrio de Szemerédi e Trotter. Seja P = P™ C R?, k > 2. Defina £ = Lsp={L:L
reta em R? com |L N P|> k}. Seja n = |£|. As incidéncias entre pontos e retas podem

ser representadas pelo grafo bipartido onde uma das biparticbes contém as retas de L e a

outra, os pares nao ordenados dos pontos de P ((”21) no total). Existe uma aresta de {x,y}

para um L € L se e somente se {z,y} estd contido em L. Com essa construgdo, vemos que
k LOP
n(5) < X (M57) < (5). Logo,

(gb) m(m—1) _ 2m?

By " kk—1) k2

IN

n

6Notas produzidas por Angelo Lovatto e Thiago Estrela
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Corolario 47 (Szemerédi e Trotter). Para todo P = P™ C R2, o mimero n de retas em R? que

contém pelo menos k pontos de P ¢é limitado por

m2 m
—O(mw)

a7 Demonstragdo. (Coroléario 47)

Consideramos as incidéncias entre P e £, limitadas pelo Teorema de Szemerédi e Trotter, logo
kn < I(P,L) < 4(mn)*® +4m +n

Assim,
n(k —1) < 4(mn)?> + 4m

408 Caso 1: m < (mn)?/?

409 Neste caso, n(k — 1) < 8(mn)?/3.
2/3
< 8(mn)
- k-1
< 16(mn)?/3
- k
24m2/3

1/3 -
s

410 Caso 2: m > (mn)'/3

411 Temos

412 O

#13 Teorema 48 (Beck '83). Existe constante absoluta ¢ > 0 para a qual o sequinte vale: VP =
sa P" € R?
a15 ou (i) 3 reta L tal que |[L N P|> cn

a6 ou (i) P determina > cn? retas distintas

a17 Demonstragao. (Teorema 48)

2018/8/20, 3:54pm 21



Fixe P = P". Seja L o conjunto de retas determinadas por P (i.e. £ = L>2). Dizemos que
L € £ é uma t-reta (t > 1) se

2! <|LnNPl< 2t

ss Se {x,y} C P, x # y, entdo x e y sdo t-conexos se a reta determinada por = e y é uma t-reta.

2
n n
(5 5)

419 Uma t-reta contém < (Qt;) =0 (22t) pares de pontos de P. Logo,

Pelo Corolério 47, o ntimero de t-retas é

n n

2
# pares {x,y} t-conexos = O <<23t + 2t> 22t>

n2

Seja C uma constante grande e T = {t : C < 2! < n/C} = {to,to + 1,...,t1}. Temos
o=l < ¢ .2l = O(C)

20t > p/C 2t = Q(n/O)

Vamos dizer que o par {z,y} C P, x # y, é T-conexo se {z,y} é t-conexo para algum t € T

Temos

2
# pares T-conexos = O (Z (Zt + 2%))

teT
420

2 2
n t n t
E <2t +2 n) < 2—2t0 +2(2"n)

teT
2\ o n
< i 27
< <C> n® + Cn

. . [ 2 S
Escolhendo C' grande o suficiente, deduzimos que hd > “- pares que nao sao T-conexos. Suponha

que {z,y} C P, x # y, determina L que nao é T-reta e

\mepzhzg(%)

Mas tal reta satisfaz (i) acima e o resultado segue.

Suponha portanto que as retas L determinadas pelos pares {z,y} que ndo sdo T-conexos sao

22 2018/8,/20, 3:54pm



421

422

423

424

425

todas tais que

|L N P|< 2 =0(C)

Concluimos que esses > n?/4 pares determinam

> M/,
T (5 e

retas distintas. Isso satisfaz (ii) acima e o resultado segue.

1.6.2. Quicksort(Continuagdo). Sejam xy < --- < x, nimeros reais e T €, S,. A entrada do

algoritmo sera

O quicksort que consideraremos recebe uma sequéncia e define o primeiro elemento como o pivo,

separando os outros em dois grupos: 0 = {ZTr(;) : Tr(i) < Ta(1)} © T = {Tr(i) * Ta(i) > Tr() )

dentro dos quais a ordem relativa entre os elementos é mantida. Ou seja, a sequéncia passa a ser

0, Tr(1), T

Faremos a andlise de caso médio desse algoritmo. Pomos

T'(m) = # comparagoes com a entrada m

Podemos caracterizar as distribuigoes de o e T da seguinte maneira: escolha m €, {0, 1, ...

escolha o €4 S, e T €y Sp_1_m. Fato: o e T sdo independentes. Temos
T(r)=T(o)+T(r)+n—-1
CE(T(n) =E(T(0)) + E(T(1))+n—1

Mostraremos entdo que E(T' (7)) = ©(nlnn).

Demonstragio. Denote E(T (7)) por py, (n = |r|). Reescrevemos a igualdade como

n—1

1
MHn = — Z(Mm"‘ﬂn—m—l)""n_l
nmz(]
2
== >, mmtn-—1 Vn>1
n0§m<n

e definimos pp = 0.

2018/8/20, 3:54pm
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Temos entao a seguinte formula para n > 1:

Npin =2 Y i +n(n—1)

0<m<n

Quando n > 2, temos que:

(n—Dpp—1 =2 Z pm + (0 —1)(n —2)

0<m<n—1
nply — (= 1)pp—1 = 2pn—1 + 2(n — 1)
npn =M+ Dpp—1 +2(n—1)
426 Dividindo os dois lados por n(n + 1),

Hn _ _ Hn-1 2(n —1)
n+1 n n(n+1)

n n+1l n

427 Denote p;/(i + 1) por a; (a1 = pu1/2 = 0). Reescrevemos a igualdade como

4

2
n—l—l n

B n 4 2 n 4 2 n

- n+1 n n n-—1 3 2 “

o)

2
7’L+1+ n+1

ap = Gp—1 +

428
L = (n+1)a, =2(n 4+ 1)Hp1 +2 —4(n+1)
=2(n+1)(Hpt1—1) —2n

=0O(nlnn)

429 O

430 §2. O METODO DO SEGUNDO MOMENTO

51 2.1. Aula 05 de maio de 2018. 7

"Notas produzidas por Gabriel Lasso e Rafael Zuolo
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2.1.1. Segundo momento. Se X é uma variavel aleatéria e pr = E(X), definimos
Var(X) = E(X - p)?)

o=4+/Var(X)
132 Fato 49. Var(X) = E(X?) — p?
Demonstragdo.
Var(X) = E((X — u)?)
=E(X? - 2uX + 1?)
=E(X?) — 2%+ 42
=E(X?) -’
433 O
Lema 50. (Desigualdade de Markov) Se X é uma v.a. nao negativa, entao para todo A > 1,

vale

P(X > Ap) <

| =

Demonstragdo. Para todo t > 0, temos:

433 Fazendo t = Ap temos o resultado (]
Lema 51. (Desigualdade de Chebychev) Se X é uma v.a., entdo para todo A > 1, vale

1
P(X — plz A0) < 45

435 Demonstragdo. Considere Y = (X — )2 > 0.

B(X - pf> ) = B((X — p)> > £2) = B(Y > 1)

Por Markov:
EY) Var(x)
2 T 2

P(Y >t?) <
436 Fazendo t = Ao chegamos ao resultado. U
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2.1.2. Um caso importante. Se temos uma v.a. que é soma de outras v.a.:

Temos
Var(X) = E(X?) - E(X?)
Var(X) =) (E(X;X;) — E(X:)E(X;))
1,J
437 Defini¢ao 52. Chamamos E(X;X;) — E(X;)E(X;) de covariincia de X; e X; e denotamos por
a8 cov(X;, Xj).

n
Var(X) =Y Var(X;) + > _ cov(X;, X;)
i=1 i#j
239 Defini¢ao 53. X; e X, sdo independentes se cov(X;, X;) = 0.
440 Se os X;s sao 2 a 2 independentes, entao Var(X) =3 Var(X;)
441 Muitas vezes os X; s@o varidveis indicadoras com X; = Ber(p;).

Nesse caso,

=pi —p <pi =E(X;)

Assim,
Var(X) < BE(X) 4+ Z cov(X;, X;)
i#]

as2 2.1.3. Um teorema de Hardy e Ramanujan.

43 Definigao 54. Se n = p{*p52...p% com p; primo e a; inteiro positivo, entdo:

444 e w(n) =r = #divisores primos distintos de n.

445 e Q(n) = a1 + ag + ... + a, = #divisores primos de n, contando sua multiplicidade.
446 e dn)=14a1)(1+a2)...(1 4+ a,) = #divisores de n.

447 e m(n) = #primos menores ou iguais a n.

448 Estamos interessados no espago [N] com a distribui¢ao uniforme. A func¢ao w : [N] - R é

449 uma varidvel aleatéria para um n escolhido uniformemente ao acaso em [V].
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Temos:

p<N p primo

onde

1sep|n

0 caso contrario

a0 Fato 55. E(w) = loglogN + O(1)

Demonstracao.
Ew = Y  EXp)
p<N p primo
Ew = >  P@n
p<N p primo
#miiltiplos de p menores ou iguais a N
p<N p primo
Ew)= > @
p<N p primo N
X_ (X x))
E _ p P p
(w) > . ~
p<N p primo
1 1
E(w) = Z -+ o(=)
p<N p primo p N
E(w) = loglogN + o(1)
1
(Usando o fato que Z — = loglogN + o(1))
p<N p primo
451 U

a2 Teorema 56. (Hardy, Ramanujan)

VA > 034Ny tal que VN > Ny

2
P(lw(n) — LoglogN|> Ar/LoglogN) < Yl

Ademais, de b=b(N) — oo,

lim P(|lw(n) — loglogN|> Br/loglogN) =0

N—oo

Demonstragdo. Vamos calcular a variancia de w:

Var(w) <E(w) + Z cov(Xp, Xq)
p#q primos
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453

454

455

456

457

Fixe p # q. Temos:

1 /1 n 1
" N\p N
Assim, temos que
1 /1 1
Z cov(Xp, Xq) < Z Z N < + )
pF#q primos p<N primo ¢<N,q#p primo p q
1 1 1
S I (UM TR i)
p<N primo p gq<N primo gq<N primo q

:}V(szﬁm; Y o1+ Y Loy 1)

q<N primo q<N primo q p<N primo

:27TJ(VN)< 5 1)

p<N primo p

2( 1) 7y

140
](V foglV (LoglogN + O(1))
=0

loglogN
Iy — (1
( LogN ) =o(1)

Assim, Var(w) = LoglogN + o(1) e 0 = \/(LoglogN) + o(1).

Agora basta aplicar Chebyshev e chegamos no resultado desejado.

Erdoés e Kac provaram também que

N—oo t

Isto é, w tende a ter uma ditribui¢do normal.

Fato 57. E(lw(n) — Q(n)|) = O(1)

28

Disso segue que o teorema de H.R. também vale com w substituido por §2.

1 o0
lim P(w(n) > loglogN + t+/LoglogN) = Von e " 2davt € R
T
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471
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474

475

477

478

479

480

481

482

483

2.2. Aula 04 de abril de 2018: Subgrafos pequenos em G(n,p).
Formalmente, definimos G(n,p) como sendo o espago de probabilidade (G, P), em que G é o

conjunto de todos os grafos sobre [n], e se G € G entdo P(G) é definido como
P(G) = p" D (1 - p)) ),

Informalmente, os grafos de G(n,p) sao gerados tomando [n] como o conjunto de vértices e
o conjunto das arestas é um subconjunto aleatério de ([g}), em que cada aresta é incluida no
conjunto com probabilidade p, de maneira independente.

Observe que, embora G(n, p) seja um espago de probabilidade, nos referiremos a G(n, p) como
sendo o grafo aleatério em si; isto é, escreveremos “seja G = G(n, p)“ para significar que G é um
grafo de G escolhido aleatoriamente de acordo com a distribui¢do P. Embora tecnicamente isto
seja um abuso de notacdo, cometeremos ente abuso sistematicamente doravante.

O grafo aleatério G(n,p) é também chamado de grafo aleatério de Erdés—Rényi ou de grafo
aleatorio binomial.

Mais geralmente, dado um grafo I' = (V, E'), podemos definir o subgrafo aleatério binomial T',,
de I' como sendo um grafo aleatério em que V' é o conjunto de vértices e E, é o conjunto de
arestas; isto é, cada aresta de E aparece no grafo com probabilidade p. Teremos, entdo, que
G(n,p) = (K™).

Sejam H e G dois grafos. Definiremos #{H < G} como sendo o nimero de fungoes injetivas
f:V(H) = V(G) que preservam arestas; isto é, se {u,v} é uma aresta de H, entdao {f(u), f(v)}
é uma aresta de G. (Tais injegbes sdo também chamadas de homomorfismos de H em G.)
Em outras palavras, estamos contando as cépias rotuladas de H em G, ndo necessariamente
induzidas.

Estamos interessados na v.a. Xg(G(n,p)) = #{H < G(n,p)}.

Temos

Xu =Y Xy,
f

onde Xy é a funcdo indicadora do evento
{f:V(H) = V(G(n,p)) | f é homomorfismo}

e a soma € sobre todas as injecoes f : V(H) — V(G(n,p)). Xy serd 1 se {f(u), f(v)} for uma

e(H)

aresta de G(n,p) para cada uma das e(H) arestas {u,v} de H; assim, E(Xy) = p®*). Existem

8Notas produzidas por Felix Liu e Tiago Royer.
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FiGUurA 5. Grafos H e J dos exemplos 58 e 59.

nn —1)(n —2)...(n —v(H) + 1) = (n)ym) possiveis homomorfismos de H em G(n,p), e,
portanto,
E(Xg) = (n)ump ™.

~5/6

Exemplo 58. Considere o grafo H da figura 5. Suponha que p < n . Neste caso,

E(Xpg) = (n)sp° ~ n’p® < 1;

portanto, pela desigualdade de Markov, a probabilidade de um grafo G(n,p) conter H é
assintéticamente zero. Neste caso, dizemos que quase todo G(n, p) ndo contém H como subgrafo.
Exemplo 59. Suponha agora que n=°/6 <« p < n=%/5. Observe que neste caso, E(Xg)>1;e
E(Xp) tende a infinito conforme n cresce.

Se considerarmos agora o grafo J da figura 5, pelo mesmo raciocinio temos E(X;) < 1, e
entdo quase todo G(n,p) nao contém J como subgrafo. Como J é, por sua vez, um subgrafo de
H, isso nos permite concluir que quase todo G(n,p) também nao contém H, muito embora o

nimero esperado de cépias de H em G(n,p) tenda a infinito.

Podemos generalizar o exemplo acima da seguinte maneira: defina m(H) por

m(H) :max{iéﬁ :J C H,u(J) >0}.

Temos entao a seguinte afirmacao.

Proposicdo 60. Seja H wm grafo com pelo menos uma aresta. Se p < n~Y™H) entio

lim P(G(n,p) D H) =0.

n—oo

Demonstragdo. Seja J um subgrafo de G que maximiza % Repetindo o argumento acima,

temos

P(G(n,p) D H) <P(G(n,p) D J)

—P(X; > 1)
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514

515

516

517

<E(Xy)
D)

< nvUp—el)/mH) _ 1 0

Queremos obter resultados na outra direcao, isto é, que garantam que o grafo H apareca em
quase todo grafo G(n,p). Conforme o exemplo 59 mostra, simplesmente calcular a esperanca
ndo é suficiente para extrair esse tipo de informacao; portanto, iremos calcular a varidncia de
Xy também.

Defina @ = ®g(n,p) por
Dy1(n,p) = min{E(X,) | J C H,e(J) > 0}.

Proposicao 61. Suponha que e(H) > 0. Sao equivalentes:

o np™H) 5 .

o n'pel)) 5 50 para todo grafo J C H com pelo menos um vértice.

E(X ) — oo para todo grafo J C H com pelo menos um vértice.

o &y — o0.

Como Xy = ; Xy, temos

Var(Xp) < E(Xg) + Y Cov(Xy, X,).
f#9

Defina Ag =377, E(X;Xy); observe que Ay é maior ou igual & soma das covariancias na

expressao para Var(Xy). Temos o seguinte limitante para Ag.

Lema 62. Sejam Ag e Oy como definidos acima. Entdo

2
Ay < E(;IZ(H) 22Uy (H)!w(H).
H

Demonstragao. Seja V o conjunto de vértices de G(n,p) e sejam U e F, respectivamente, o
conjunto de vértices e arestas de H. Se f : U < V ¢é uma inje¢do, denotaremos por Hy a cépia
rotulada de H em K™ correspondente a f. Temos, por exemplo, que Hy C G(n,p) se e s6 se

Xp=1.
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518 Para que tenhamos XX, = 1, precisamos ter tanto Hy C G(n,p) quanto Hy C G(n,p); ou

519 seja, todas as arestas de F(Hy) U E(Hy) precisam aparecer no grafo. Portanto,

f#g

= Zp26(H)—|E(Hf)ﬂE(Hg)I
f#g

— er(H) Z p_|E(Hf)mE(Hg)"

f#g
520 Defina Jy, = f~'(H; N Hy). Temos, por exemplo, e(Js,) = |[E(Hs) N E(H,)|. Assim,
AH = pQQ(H) Z p_e(stg)‘
I#g9
521 O subgrafo Jy, de H pode assumir o mesmo valor para diferentes valores de f e g. No

522 somatoério que define Ap, agruparemos os pares de fungoes (f, g) que resultam no mesmo grafo

523 Jyg4. Defina

Wy = {<f79) ’ Jf,g = J}§

524  temos
Ay = er(H) Z Z p—e(J)
JCH (f,9) €Wy
= p?U N p=elDwy ).
JCH
525 Agrupando os subgrafos J pelo nimero de vértices e introduzindo o fator (n)x(n); ' temos
v(H)
AH — p26(H) Z Z pfe(J)|WJ|
k=1 JCH
v(J)=k
v(H)
=37 3 ) ()W
k=1 JCH
v(J)=k
v(H)
=p? ST 3T BX) T Wal(n)
k=1 JCH
v(J)=k
p2e(H) v(H)
<To o2 2 Wil
H 1 JCcH
v(J)=k

32 2018/8,/20, 3:54pm



526

527

528

529

530

531

532
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536

537

Podemos limitar o valor de [W;| da seguinte maneira. Suponha que v(J) = k. Existem (n), )
possiveis escolhas para f. Sabemos que g(V (H)) precisa intersectar f(V(H)) em exatamente k
vértices. Existem (v(,f )) formas de escolher os k vértices de V(H) que g mapeara para f(V(H)).
HA& (v(H))y formas de associar esses k vértices aos de f(V(H)); e (n — v(H))y(pr)—r formas de
associar os demais vértices para fora de f(V(H)). Dessa maneira, cobrimos todos os possiveis

pares (f,g) tais que Jr 4 = J, mas, potencialmente, também incluimos pares tais que Jr 4 # J.

Isso nos d4 apenas um limitante superior para |Wjl|:

Wl iy () D = o(ED)ir

Usando este limitante, temos

2
— MQ%(H)U(H)!U(H)_ 0]
Qy

Proposicio 63. Seja H um grafo com pelo menos uma aresta. Se p > n~V/™H)  entio

limy, oo P(G(n,p) D H) = 1.

Demonstragdo. Sabemos que

lim E(Xpy) = cc.

n—oo

Entao, para todo n grande o bastante,

P(Xg =0) <P(| Xy — E(Xn)|> E(X#)).
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548

549

550

552

553

554

555

556

Usando Chebyshev (e os lemas anteriores), temos

Var(X
P(Xj = 0) < M

E(XH) + AH
— E(Xp)?

< 50 O (50

Como lim,, o0 P (n,p) = 00, o resultado segue. O
As proposigoes 60 e 63 podem ser resumidas da seguinte maneira:

0, sepk n_l/m(H);

lim P(G(n,p) D H) =
; p>n :

—1/m(H

Dizemos, neste caso, que n ) é a funcdo limiar para H C G(n,p).

2.3. Aula 09 de Abril de 2018: O Teorema de Rodl. ?

Sejam n > k > ¢ > 1 naturais e considere um conjunto A C ([Z]). Dizemos que o conjunto A é
uma (n, k, £)-cobertura de [n] se para todo B € ([Z]) existe A € A tal que B C A. Em particular,
uma (n, k, 1)-cobertura é uma colegdo de k-uplas em que todo elemento de [n] esta contido em
pelo menos uma k-upla.

De modo similar, dizemos que A é um (n, k, £)-empacotamento se para todo A, B € A temos
que |AN B|< £. Uma definigdo andloga é a de que para qualquer B € ([Z]) existe no maximo
um elemento A € A tal que B C A. Desta defini¢do temos que um (n, k, 1)-empacotamento é
apenas uma familia disjunta de conjuntos de A.

Aqui estaremos interessados no problema extremal relacionado com essas familias. Defina
M(n,k,¢) = min{|A|: A é uma (n, k, {)-cobertura}
como o tamanho da menor (n, k, £)-cobertura de [n]. Analogamente, defina
m(n, k,£) = max{|A|: A é um (n, k, {)-empacontamento}

como o tamanho do maior (n, k, £)-empacotamento de [n]. Queremos estimar esses dois valores.
Uma maneira simples de obter uma estimativa é usando contagem dupla. Seja A uma
cobertura e S o nimero de pares (A,B) com A€ Ae B € ([Z]) e B C A. Podemos contar S de

duas formas. A primeira é fixando um conjunto A e contando o niimero de B C A. Esse niimero

INota de aula por Bruno Pasqualotto Cavalar e Marcelo Tadeu Sales. Aula de 09/04/2018
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é exatamente o nimero de subconjuntos de tamanho ¢ de A, de onde obtemos

S— ]A]-<IZ>.

A segunda forma é fixando um conjunto B e contando o nimero de A € A tais que B C A.

Como A é uma (n, k, £)-cobertura, temos que para todo B existe pelo menos um A € A tal que

sz(;}).

B C A. Assim obtemos que

Onde concluimos que

@)
A=y

para toda cobertura A. Consequentemente, temos que

Fazendo exatamente o mesmo para empacotamentos, obtemos que

m(n,k,l) < @.
)

Em 1963, Erdds e Hanani conjecturaram que essas estimativas estao assintoticamente corretas.

—

Conjectura 64 (Erdds e Hanani, ’63). Sejam k > ¢ > 1 naturais. Entdo

Tim M(n, k() (1;) (Z) . Tim_m(n, k, 0) <’;> <Z> o 1.

Essa conjectura foi provada em 1985 por Rédl, que provou o seguinte teorema.

Teorema 65 (Rodl, '85). Dados k > ¢ > 1 naturais e € > 0, existe ng tal que para todo n > ng
temos
(1 —5)@ <m(n,k,l) < (—Z) < M(n,k,0) < (1 —1—5)@.
() (2) (2)

Nessa e nas préximas aulas veremos uma demonstracao desse Teorema baseada na demonstra-
¢ao original. Como veremos, essa demonstracdo usard do primeiro e do segundo momento de
uma maneira bem engenhosa.

Comecaremos introduzindo um problema um pouco mais geral que o Teorema 65. Dados n,r,

seja H C ([:f]) um hipergrafo r-uniforme. Um hipergrafo nada mais é do que um par H = (V, E)
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onde E C P(V). Em nosso contexto V = [n]| e E sdo subconjuntos de [n] de tamanho r. Por
essa justificativa, denotamos H pelo conjunto de arestas. Um hipergrafo r-uniforme também é
chamado de r-grafo. E facil ver que 2-grafos sdo simplesmente grafos.

Dizemos que um conjunto C C H de arestas é uma cobertura se para todo vértice x € V(H)
existe aresta C € C tal que x € C. Da mesma forma, dizemos que um conjunto C é um
empacotamento de H se para todo vértice z existe no maximo uma aresta em C contendo x, isto
é, se todas as arestas de C sdo disjuntas. Note aqui que neste caso o conceito de empacotamento
coincide com o de emparelhamento.

Defina o ntimero de cobertura de um r-grafo H por
B(H) := min{|C|: C é uma cobertura de H}.
Também defina o nimero de empacotamento de um r-grafo H por
v(H) := max{|C|: C é um empacotamento de H}.
Por uma contagem dupla andloga a feita na situacdo anterior obtemos que

v(H) <

33

< B(H).

Assim seria interessante provar que essas estimativas sdo fortes, isto é, que vale

BH) = (1+0(1))

33

V(M) = (1 + o(1)

JE

Se isso fosse verdade para todo r-grafo, entdao Teorema 65 seria um corolario desse resultado.
De fato, sejam N > k > ¢ > 1 inteiros e suponha que queremos estimar M (N, k,£) e m(N,k, /).
Entao construa um hipergrafo H gy onde os vértices sdo os subconjuntos de tamanho ¢ de [N] e

as arestas sao dadas por

pen) = { () s 5 C VL 1K= 1}

isto é, um conjunto de vértices é uma aresta se este conjunto consiste de todos os subconjuntos
de tamanho ¢ de um conjunto de tamanho k. Isso nos permite tragar uma bije¢do entre as
; [N]
arestas de Hgpy e os conjuntos de ( % )
Uma cobertura de Hppy consiste em um conjunto de arestas C que contém, em sua uniao,

todos os vértices de Hgp. Podemos associar cada aresta de C com um subconjunto de tamanho
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k de [N]. Essa bijegdo nos d4 um conjunto A C ([]IX]). Como cada vértice de Hgg estd contido
em uma aresta, segue que todo subconjunto de tamanho ¢ estd contido em um subconjunto de

tamanho k em A. Logo A é uma (N, k, £)-cobertura. Assim
M(N,k,0) = B(HEm)-

Da mesma forma, podemos associar um empacotamento C de H gy com um (N, k, £)-empacotamento

A de [N] e portanto
m(N,k,K) = V(HEH)

Assim terfamos que M (N, k,?) e m(N, k,{) sdo assintéticamente iguais a

_ )

n
ro(©)
como queriamos.

Infelizmente, ndo existem esperancas de que este fato seja verdadeiro. Varios contra-exemplos

podem ser dados. Por exemplo, considere H como o r-grafo em que as arestas sao todos os

subconjuntos de tamanho r que contém 1. E facil ver que

E necessério colocar alguma hipétese sobre H. Felizmente, a conjectura de Erdés e Hanani nos
da uma dica sobre o tipo de hipétese necessaria: Hpp é regular!

Fixado um vértice x € V(Hgn) queremos calcular d(x). Note que z na verdade é um
subconjunto de [n] de tamanho ¢ e uma aresta que contém x corresponde a um subconjunto de
tamanho k que contém x. Portanto d(z) ¢ igual ao nimero de subconjuntos de [n] de tamanho k
que contém o subconjunto ¢. E facil ver que esse niimero é igual a (z:g) e logo HEgp é regular.

Vamos entao tentar esse cendrio. Suponha que H é um grafo D-regular. Primeiro vamos
mostrar que é apenas necessario resolver o problema para coberturas.

Exercicio 66. Seja H um r-grafo conexo e ¢ > 0 tal que 3(H) < (1+¢)%, entdo v(H) > (1—er)7.

Da mesma forma, se v(H) > (1 —¢)%, entao B(H) < (1 +er)%.

Solugdo. Seja C uma cobertura de ‘H de tamanho (). Para um vértice i € [n], seja x; o

numero de arestas C' € C tal que i € C. Vamos contar o nimero de pares (i, C), onde i € [n],
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C € C sao tais que i € C'. Uma contagem dupla fixando os vértices primeiro e depois as arestas
nos dé que

n

Y zi=[Clr<(1+e)n

i=1
Note que por C ser uma cobertura, temos que x; > 1 para todo i. Seja I C [n] os indices em que
x; > 1. Para todo i € I, seja {C1,...,Ciz, } todas as arestas de C contendo i. Construa uma

colegao C' dada por

n
/
C'=C~ (U{Cig, . ,Cm.}> .
i=1
Essa nova colecdo sastifaz duas condigoes: A primeira é que todo vértice aparece em no maximo
uma aresta de C’, tornando C’ um empacotamento. A segunda é que

IC'|> B(H) —en > (1 —er)2.

r

Portanto v(H) > (1 —er)®. A outra afirmagao segue de maneira similar. O

Vamos achar agora probabilisticamente uma cobertura para um r-grafo D-regular. Seja H, o
r-grafo obtido por selecionar cada aressta de ‘H independentemente com probabilidade p. Esse
conjunto de arestas de H, cobrem um conjunto de vértices S C [n]. Para cada vértice em
[n] S considere uma aresta em que estd contido e chame de A esse conjunto de arestas. Entao

C =H,UA éuma cobertura de H. E fcil ver que
ICI< [Hpl+(n = [S]).

Assim precisamos apenas estimar o tamanho de [n] \ S e de H,,.
Seja X a varidvel aleatéria que conta o nimero de arestas de H, e Y a varidvel aleatéria que
conta o nimero de vértices nao cobertos em #,. Estamos interessados em E(X +Y). Uma

conta simples mostra que

E(X) = pe(H),
e por uma contagem temos que
Dn
H)=—
e(H) = =
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Assim concluimos que

pDn
E(X) = pt

Para estimarmos Y note que um vértice nao ¢ coberto por H, se todas as arestas incidente nele
nao foram escolhidas. Logo
n n
E(Y) = ZIP’(Z nao ser coberto) = Z(l —p)P <ne PP,

i=1 i=1

Linearidade da esperanca nos da
pDn —pD
EX+Y)=EX)+E®Y)<— +ne P".
r

Para otimizarmos o valor, queremos escolher p em que essa fun¢éo seja minima. Céalculo nos

mostra que isso é atingido quando p = I%T. Portanto

E(X +Y) < (Inr+ 1)
T

Isso significa que existe uma cobertura de um r-grafo D-regular com (nlnr)/r arestas, o que é
um pouco mais do que o desejado. Infelizmente, o proximo exemplo mostra que ser D-regular

nao é suficiente.

Exemplo 67. Considere a seguinte construcao feita por Frankl. Seja H um 3-grafo de n = 9k
vértices. Particionemos os vértices em 2k + 1 conjuntos Ay, Ay,...,As,. Faca |Ag|= 3k e
|A1|= ... =|Agk|= 3. Considere como arestas todas as triplas contendo exatamente um elemento
de Ap em dois elementos de algum A;.

Vamos primeiro checar que H é regular. Fixe um vértice x € Ay. Para 1 < i < 2k existem
exatamente (3) = 3 arestas contendo x e elementos de A;. Logo o ntimero de arestas contendo x
é 32k = 6k. Agora fixe um vértice x € A; para i # 0. Toda aresta contendo x tem ¢ conter um
outro elemento de A;. Existem duas possibilidades. Selecionada uma possibilidade o terceiro
elemento é arbitrario em Ag. Isso nos dé 2 - 3k = 6k arestas contendo x e logo H é regular.

Seja agora C uma cobertura de H. Como C tem de cobrir todos os A;’s para ¢ £ 0, precisaremos
de pelo menos duas arestas para cada A; (Uma aresta s6 usa dois elementos de A4;). Portanto
serd necessario pelo menos 2 - 2k = 4k arestas e |C|> 4k. Isso implica que

4 (9k in
B(H) > 4k = g (3> = 37
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656 Entao é necessario algo a mais do que apenas ser D-regular. O proximo exercicio mostra que
657 se o grafo H for gerado aleatoriamente, entdo com alta probabilidade ele admite uma cobertura

658 assintOticamente perfeita.

650 Exercicio 68. Seja r um inteiro e D := D(n) uma fungao tal que D > 2Inn. Seja H(n,p) o
660 7-grafo aleatério cujo conjunto de arestas é escolhido independentemente e com probabilidade p

661 em ([Zf]). Entao

662 parap > D/ (:‘:11)

663 Solucdo. Vamos mostrar o seguinte fato,

lim P (a(?-[(n,p)) < D%) —1,

n—oo

664 isto &, H(n,p) quase certamente nio possui um conjnuto independente de tamanho n/D/".
665 Seja X a variavel aleatéria que conta o nimero de conjuntos de tamanho m de [n] que s@o

666 independentes. Uma conta nos mostra que
E(X) = <“><1 M < <”)ep(r:> < ()" emnl.
m

667 Assim se m = n/D'" temos

r—1
< exp <2n InD n )
rD/r  2r
< exp (—%) )

668 pois D — oo quando n — oco. Logo por Markov

. n n
nh_{lgoIP’ (a(?—[(n,p)) > W) <P(X >1) <E(X) <exp <_47,) — 0,

660 quando n — oo.
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Note também que com probabilidade 1, o r-grafo H(n,p) é conexo. Seja Y a varidvel aleatéria

que conta o nimero de vértices isolados de H(n,p). Entao

E(Y) = n(1 - p) ) < ne (7D < pe P < pe2in = L
n

Assim, por Markov,

PY >1) < E(X)< = —0,

SERS

quando . — oo.

Assim, com alta probabilidade temos que #(n,p) é conexo e possui a(H(n,p)) < n/DV".
Agora construa uma cobertura recursivamente. Inicialmente temos Hy = H(n,p) e Co = &. No i-
ésimo passo escolhemos uma aresta f de H;_1 e fazemos C; = C;—1U{f} e H; = H;—1 [V (Hi—1) f].
Caso nao seja possivel escolher essa aresta f interrompemos o processo e para cada vértice de
H;_1 adicionamos uma aresta que contém este vértice a C;_1. Essa aresta, apesar de nio existir
em H;_1, existe em H(n,p) (H(n, P) é conexo). Assim no final obteremos uma cobertura C.

Suponha que o processo descrito acima pare no k-ésimo passo. Em cada rodada o processo
retira uma aresta do conjunto de vértices do hipergrafo. Assim o processo dura no maximo =
rodadas e logo k < n/r. Ainda mais, porque o processo para no k-ésimo passo temos que Hjy_1
é um conjunto independente. Portanto |H;_1|< n/D'/". Logo

n

n
CI< i+ [Hal< 2+ =1

= (1+0(1),

com alta probabilidade. O

Algo interessante pode ser retirado do ultimo exemplo. Note que o grau em tipico de um

n—1
= D.
/(02)

Além disso note o niimero tipico de arestas comum a dois vértices nesse grafo é em torno de

vértice nesse H(n,p) é em torno de

pc: ;) — O(D/n) = o(D).

E esse dltimo elemento ¢é suficiente para resolver o problema.
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Dados um r-grafo H, definimos o cograu d(x,y) como o nimero de arestas em H que contém

{z,y}. Defina
A1(H) = max{d(z): x € V}
como o maior grau de H e
Ay(H) = max{d(z,y) : z,y € V'}

como o maior cograu de H.
Dizemos que um r-grafo H satisfaz a propriedade R(K, D,d) se
(1) Ay(H) < KD.
(2) Para pelo menos (1 — d)n vértices em H vale que d(x) = (1 £9)D.
(3) Aa(H) <6D.

O seguinte resultado é devido a Frank, Rodl e Pippenger.

Teorema 69 (Frankl, Rodl, Pippenger). Para todo inteiro r > 2 e reais € > 0, K > 1, existem
§:=0(r,K,e) e Dy := Dy(r, K,¢) tal que para todo n > D > Dy o sequinte vale.

Todo r-grafo H convexo com a propriedade R(K, D,d) € tal que
n
BOH) < (1+)".

Um comentario: no exemplo dado por Frankl, a condicdo do cograu falha. De fato, se
considerarmos dois vértices no mesmo A; com i # 0, temos que o seu cograu é 3k enquanto o

grafo é 6k regular. Nas préximas aulas focaremos em demonstrar o Teorema 69.

2.4. Aula 11 de abril de 2018. !0

\%4
r

Definicao 70. Sejam V um conjunto (finito) de vértices e H C ( ), r > 2, um r-grafo.
O grau méaximo de H, denotado por A(H), é dado por A(H) = max{d(z) : x € V}, onde
d(x) = dy(x) € 0 grau de x em H. O cograu maximo de H, por sua vez, é AP (H) definido como
AP (H) = max{d(z,y) : z,y € V,x # y}, sendo que, dados x, y distintos, d(x,y) = dy(z,y) € o

cograu, de x ey em H.

Observagao 71. Ao dizer que H C (‘1{) é r-grafo, recorremos a um abuso de notacao. Formal-

mente, temos que (V,H) é r-grafo, mas confundimos H e E(H) por motivos de facilidade.

10Notas produzidas por André Nakazawa e Gabriel Barros.
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Definicao 72. Sejam |V| =n, r > 2, H C (‘1{), 0>0,k>1,D > 1. Dizemos que H ¢é
(6, k, D)-pseudoaleatorio se:
(i) A(H) < kD,
(ii) existem >(1 — §)n vértices x € V tais que d(x) = (1 £9)D,
(iii) AP (H) < 6D.

Teorema 73 (Frankl, Rodl & Pippenger). Para todo r > 2, k>1 e a > 0, existem v > 0,
ng > 1 e Dy > 1 tais que, para todo H C (‘r/) (v, k, D)-pseudoaleatorio com |V| = n > ng
e D > Dy, tem-se

cov(H) < (1+ a);.
Definigao 74. Sejam V' um conjunto (finito) de vértices, H C (Y), comr > 2, um r-grafo e
U C V. Denotamos por H — U o r-grafo induzido por V \ U, isto é, H—U = H[V \ U] =
{E€H:ECV U}

Lema 75 (Nibbling Lemma). Para todor >2, K >1,e>0 e § >0, existem dny, > 0, ng\?)L
e D](\(,))L tais que, para todo H C (‘7{) (6nr, K, D)-pseudoaleatorio com |V| =n > ng\(;)L eD > D§3)L,
existe C C H com as sequintes propriedades:
(i) IC] = (1 £ 8")(en/r),
(ii) [V(H)| = (1+6)ne ¢, onde H' =H -V (C), e
(iii) H' € (&', K', D')-pseudoaleatério, onde K' = Ke*'=1) ¢ D' = De=¢(r—1),

Adiemos a prova do Lema 75 para o final da se¢do e consideremos agora a prova do Teorema 73.

Demonstragdo do Teorema 73. Dados r > 2, k > 1 e a > 0, escolhemos §, t e ¢ de modo

que 0 < §,t7! <« ¢ < a. Mais precisamente, seja € > 0 tal que

€
<1 ;
1—6_5(1—i-52)+€ e

seja t > 1 um inteiro tal que
€
(*(1+) < 5

eseja0<§ < €2 tal que

9
146 <1 .
(1+ )1_6_5(1+52)+e +

Seja H C (‘T{) um hipergrafo (v, k, D)-pseudoaleatério qualquer com |V|=n > nyg e D > Dy,

onde v, ng e Dy serdo determinados adiante. O teorema é provado aplicando ¢ vezes o Lema 75,
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a partir de Ho := H, obtendo sucessivamente
C(] Q Ho,Hl = 7‘[0 - V(Co), Ce . ,Ct—l Q Ht—laHt = Ht—l - V(Ct_l).

A fim de que cada tal aplicagido seja possivel, é necessario que cada H; (0 < i < t —
1) seja (d;, K, D;)-pseudoaleatério, com 6;, K;, D; e |V(H;)| assumindo valores adequados.

Definimos &; := 6. Dados 7, K = K;_1 := ket=D0=1 ¢ ¢ § = §,, 0 lema nos dé oy, Dg\?)L

e ”S\(;)Lv e a conclusdo do lema vale para todo hipergrafo (8, Ki—1, ZDE\?)L)—pseudoaleatério com

(0)

pelo menos ny;; vértices, onde d7y; é qualquer real tal que 0 < 6%y, < dnr. Definimos

5{/,1 = min{6NL, 5t6_6(r_1)},
O r—
ng—)l = maX{DNL’ 2 1)}7

ngo)l = max{ng\%, 2e°(1 — 6t)_1}.

De maneira analoga, para i =t — 2,t — 3,...,0, definimos

K; := kesz’(r—l),
0; := min{dnr(r, K, &,0i+1), 5¢+16_6(T_1)},

D,L(O) = max{D](\?)L (r, K, e,0i41), Dg?r)lea(r_l)},
ngo) = max{nSS)L(r, K;, e, 6¢+1),n§$168(1 — 5t)_1}.
Assim, pomos vy = dg, ng = néo), e Dy = D(()O).
Agora mostremos que
t—1

c=Jcauc
=0

satisfaz |C| < (14 a)n/r, onde C; C H; é uma cobertura qualquer de #H;. Notemos que C é uma
cobertura de . Como max{d; : 0 <i <t} = § < €2, temos que

t

H ~S(1£8)] < n(e (1 +8)) < nle==(1+e2))t < n%
Entao,
t—1 t—1
V(H;
€l < S21Ci] + |V (Hy)] < [W(um)} +n< i) ZW )+ =n,
1=0 1=0
onde
t—1
< 15 2 (2 <
ZW i)l ”g(e A+ <7 ¢(1+¢2)
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742 Logo,

9
< —
€l < Z(+8)

€ n
+-n< —
r r

n 9 n
—e<(1+¢%) <<1+5)1—e—6(1+s2) +5> <;d+a)

743 e portanto cov(H) < (1 4 a)n/r. O

744 2.5. Aula 23 de abril de 2018. !

745 Nesta aula, provamos o Lema 75, da Aula de 11 de abril de 2018 (Nibbling Lemma).

746 Demonstragcdo do Lema 75. Ao longo da prova, sempre que necessario, vamos supor que n e D

747 880 suficientemente grandes. Vamos denotar por di, do, ...nameros reais que tendem a 0
. . 0 0
748 quando oz — 0, n = oo e D — o0o. Assim, com escolhas apropriadas de dyy, nSV)L e D](V)L,

749 garantimos que, para cada ¢;, valha §; < ¢’
Seja C = M, um subconjunto aleatério de arestas de #H, com p = ¢/D. Vamos provar que,
com probabilidade positiva, valem as trés propriedades (%), (i) e (éi). Temos que
riH| =Y d(v) = (1= 6np)n(l £ 6n1)D £ SnpnKD = (1+61)nD.
veV
Logo,
E(C)) = pIH| = (1% 61)=".

Como Var(|C|) = (1 — p)p|H| < E(|C]) (|C| tem distribui¢do binomial), temos, pela Desigualdade

de Chebyshev, para A > 0 arbitrario, que

Var(lC)) _ 1

P(l[C] = E(IC))[> AE(|C])) < X2(E(|C))2 = X2(1 % 01)en/r =0

750 quando n — oo. Portanto, para do > 0 adequado,

(1)

W =

P (ol # (1£6)7) <

Consideremos agora a propriedade (i¢). Para cada v € V, seja X,, a v.a. indicadora do evento

“v e V(H')”. Notemos que |V(|H'|)| = > ,cy Xov. No caso em que d(v) = (1+dnx1)D, temos que
E(X,) = P(X, = 1) = (1= p)) = (1 - p)(1m)2,
e, como

Y

e—c(1+onL)(1—2/D)! <(1 _p)(1+5NL)D <(1 _p)(1i5NL)D <(1 _p)(1—5NL)D < e~e(1-0nL)

HNotas produzidas por Gabriel Barros e REVISOR?.
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concluimos que E(X,) = e ¢(1 £ d3). H4 no méximo dyy, vértices v tais que d(v) # (1 +dnp)D.

Assim, observando que 0 < E(X,) < 1 para todo v € V, obtemos
E(|V(H")]) = ne (1 £ &4).
751 Temos que Var(|V(H')]) < E(|V(H')]) + Xz, Cov(Xy, Xu). Ademais,

Cov(Xy, Xu) = B(X,Xy) — B(X,)E(Xy)
_ (1 o p)d(v)-‘rd(w)—d(v,w) - (1 o p)d(v)-i-d(w)

—on1. D
5) M1 <6

<(1-p) v —1< (1 )
752 Assim, Var(|[V(H)|) < E(|V(H))]) + d5n? < 56(E(|V(H)]))?, e, por Chebyshev,
P (V)| # (L 6BV (H)]) = (1% 5)ne™) < 3. (2)

753 Finalmente, consideremos a propriedade (7). H& pelo menos (1 — dg)n vértices v tais que

754 (A) dlv) =(1xn1)D, e

755 (B) todas as d(v) arestas E com v € F, a menos de no maximo 919D delas, satisfazem
HFEeH:v¢ F,FNE# 2} =(01x611)(r—1)D (3)

De fato, temos, por hip6tese, que no maximo dyzn < dgn/2 vértices w tem d(w) # (1+dn1)D.
Observemos que, se uma aresta E com v € E é tal que todo w € E tem d(w) = (1 £ dn)D,
entdao F satisfaz (3), pois, neste caso, temos

r—1

(1+£onp)(r—1)D — ( )

)5NLD§ |{F€/HIU§§F,FQE7§®}| < (1:|:5NL)(7’—1)D

756 (na desigualdade da esquerda, usamos o fato de que d(w,w’) < dyr D para todo par w # w').
757 Portanto, as arestas F com v € E em que ndo vale (3) contém algum w com d(w) # (1 +dn)D.
758 O ntimero de arestas de H contendo algum w com d(w) # (1 £+ dnz)D é no maximo dypnKD.
750 K, por contagem dupla, o nimero de vértices contidos em mais do que d19D tais arestas é no
760 maximo dnpnK Dr/(610D) < dgn/2, para escolhas adequadas de dg e d1p.
Basta que mostremos que, para a maioria dos vértices v que satisfazem (A) e (B), se v estd
em V(H'), entdao vale que dy:(v) é conforme a propriedade (ii7). Fixemos um tal vértice v .
Uma aresta F com v € E sobrevive se toda aresta I tal que v ¢ F' e F'N E # @ nao estd em C.

Dizemos que E é boa se satisfaz 3. Para cada aresta F com v € E, seja Yg a v.a. indicadora de

46 2018/8/20, 3:54pm



“E sobrevive”. Seja Z, = Y. ,cp Yr. Notemos que, se v € V(H'), entdo dy(v) = Z,. Temos que
E(Zv) = (1 + 5NL + (510)D(1 - p)(l:l:éu)(r—l)D + 510D = €_E(T_1)D(1 + (512).
61 E

Var(Z,) < E(Zy) + Y Cov(Ye,Yg)
E-£E
< E(ZU) + 2510D2<1 + 5NL) + Z COV(YVE7 YEI)
EAE
E,E' boas

Fixemos uma aresta boa E. A condigdo sobre os cograus nos da que, em Y 5 Cov(Yg,Ygr), 0

boa
nimero de parcelas tais que |[E N E’| > 1 é no maximo (r — 1)dxzD. Para cada E’', seja t(E, E')
o ntimero de arestas de H que intersectam FE e E’ e ndao contém v. A condigdo sobre os cograus

nos da também que t(E, E') < (r — 1)25yD. Assim, para as arestas E’ tais que EN E’ = {v},
Cov(Yg, Yir) < (1 —p) "EE) 1 < (1= p)~ =Wl _q < 54
e portanto, para cada aresta boa F fixa,
> Cov(Yg,Yg) < (r —1)6npD + D(1 + dnp)d13 < 614D.
E'’ boa

762 Segue que

Var(Z,) < E(Z,) + 2610D*(1 + 6n1) + (1 + dn1,)614D?

< E(Zy) 4 615D% < 616(E(Zy))*.
Portanto, por Chebyshev,
P (Zv £(1+ 518)6*5(“1)1)) < b,

763 e, por Markov,

1
P (]{v - v satisfaz (A) e (B) e Zy # (1 £ 018)e *" YD} > 3(51771) <3 (4)
764 Concluimos por (1), (2) e (4), usando a cota da unido, que as propriedades (), (i) e (%)
765 valem com probabilidade positiva.
766 (]
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§3. PROBABILIDADES EXPONENCIALMENTE PEQUENAS

3.1. Aula 25 de abril de 2018: Probabilidades exponencialmente pequenas. '*

Dados trés pontos x,y, z € R™, denotamos por /(x,y, z) o angulo centrado em z determinado

pelos pontos y e z.

Definigao 76. Dizemos que X C R™ é obtuso se existem pontos z,y,z € X tais que /(x,y,z) >
/2.

Seja g(n) := max{|X|: X CR" e X ndo é obtuso}.
Proposicao 77. Vale que g(n) > 2™.

Demonstragio. Considere €2, = {0,1}" C R™. Temos que nao existem x,y,z € Q, tais que

/(z,y,2) > m/2. De fato, se x,y, z € ,, temos que
(2 =,y — ) = |12 — ol lly — o]l cos,
e (z—x,y—x) >0, pois
z—z,y—2)=|AN(BUC)|+|(BNC)\ 4],

onde A = suppx, B =suppy e C = supp z. Portanto, cosf > 0, implicando que § < /2. O

Erdés provou em (aproximadamente) 1950 que g(n) < 2".

Vamos agora considerar uma nogao anéloga.

Definigao 78. Dizemos que X C R™ € agudo se toda tripla de pontos x,y,z € X € tal que
L(x,y,z) < m/2.

Seja f(n) := max{|X|: X CR" e X é agudo}. Em 1962, Danzer e Griinbaum provaram o

seguinte resultado sobre f(n).

Proposicao 79 (Danzer e Griinbaum (1962)). Para todo n > 1, temos que f(n) > 2n — 1.
Além disso, fizeram a seguinte conjectura.

Conjectura 80 (Danzer e Grinbaum (1962)). Para todo n > 1, vale que f(n) <2n — 1.

Em 1983, Erdés e Fiiredi provaram que a conjectura é falsa, usando probabilidades exponenci-
almente pequenas.

12Notas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e REVISOR?.
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Teorema 81 (Erdos e Fiiredi (1962)). Para todo n > 1 existe X C R"™ agudo que satisfaz

X[ > [(1/2)(2/v3)"].

Demonstragio. Escolhemos ay,as, . .., az, €y 2, independentemente, onde m = | (1/2)(2/+/3)"].
Fixe o, 5,7 € [2m]. Sejam A = suppa,, B = suppag e C = suppa,. Observe que
L(aq,ap,ay) < m/2. Ademais, quando an # ag # ay # aq, vale que /(aq,ag,ay) = 7/2

se, e somente se,
(ag — ag,ay —aa) =|[AN (BUC)|+ |(BNC) N A|=0.
Isto é,se e s6 se BNC C AC BUC. Segue que
P[/(aa,ap,ay) =7/2] <PBNC CACBUC]=(3/4)".
Seja R o ntimero de pares (o, {3,7}) tais que o, 8,7 € [2m|, a # B # v # a e L(aa,ap,ay) = 7/2.

s (0 < (2 <on (3 ()

Portanto, existe escolha dos a; (1 <1i < 2m) com R < m. Fixe tais a; e removea dessa lista os

Temos

vértices dos angulos retos. Sobram > m elementos formando um conjunto agudo.'? U

Observe que acima usamos o método da alteragdo. Para obter uma prova sem o método da
alteracdo, podemos fazer do seguinte modo. Seja ai,...,ap €y 2y, Se 3(]‘34) (%)n < 1, entao
existe uma escolha de a1, ...,ay como queremos. Isto pode ser satisfeito com M = (4/3)”/3, o
que é mais fraco do que o resultado obtido acima.

Recentemente, Gerencsér e Harangi (2017) fortaleceram esse resultado, provando que f(n) >
271 _ 1. Isto é assintoticamente 6timo, visto que f(n) < 2" — 1.

Em 1983, Erdos e Fiiredi consideraram a seguinte generalizacdo do problema anterior.

Definicao 82. Dizemos que X C R" é #-conjunto se toda tripla de pontos x,y,z € X € tal que

(z,y,2) < 0.

Teorema 83. Para todo € > 0 existe & > 0 tal que para todo n > 1 existe X C R" que é

(m/3 + €)-conjunto com | X| > (1+0)".

3.1.1. Algumas desigualdades exponenciais. Seja Xiﬁé(pi), com i € [n], e suponha que os X; sdo
independentes. Seja X = Y; X;. Temos que p := E[X]| = Y, p;. Nesse caso, valem as seguintes
desigualdades.

13 Observe que os a; sobreviventes sao distintos!
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816

818
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820
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822

Teorema 84 (Desiguadades de Chernoff).

2

P[Xz,u—l—t]gexp{—Q('uit/g)}, t>0; (5)
P[Xg,u—t]gexp{—i}, t>0; (6)
]P’[XZ(l—l—e),u]gexp{—gzu}, 0<e<3/2 (7)
Plz < (1 —¢)y] SeXP{—iM}, £>0; (8)
Plx > t] < exp{-t}, t > Tu; (9)

Plx > p+t] Sexp{—znﬁ}, t>0; (10)
Plx < p —t] gexp{—iltz}, t>0. (11)

3.2. Aula 07 de maio de 2018.

pois e

Consideremos uma VA X nao-negativa. Temos que,

Vu > 0,P(X > p+t) = P(et > ethtt)),

X ¢ crescente, e por Markov,

P(euX > eu(,u—i—t)) < 6—u(,u+t)E(€uX).

Portanto,

Yu > 0,P(X > p+t) < e DR (X)),

Analogamente,

Vu<0,P(X <p—t)= P(e“X > eu(u—t))’

e, por Markov,

50

P(euX > eu(,uft)) < efu(p,ft)E(euX)‘

Portanto

Vu < 0,P(X < p—t) < e DR ("X).

Onde
E(e"Y) = E(1 +uX + %(uX)2 +0) =

HMNotas produzidas por Angelo Lovatto e Rodrigo Enju
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823

—E W k) -5 Wt

k>0
824 Observacdo 85. E(X¥) é o k-ésimo momento de X, e E(e%X) é a fungdo geradora de momentos

825 de X (ou transformada de Laplace).

826 3.2.1. Soma de VAs independentes. Seja X uma VA, tal que

g27 com X; ~ Be(p;), onde P(X; =1) =p; e P(X; =0) =1 — p;, e X; independentes.
828 Entéo, para esta VA, a funcao geradora de momentos é da forma
u Z X;
E(e“X) =E|[e =1 =

829

830

n
=[] = pi + pie®).
i=1

831 Supondo que p; = p para todo i, entdo X ~ Bi(n,p).
832 Neste caso, E(e®X) = (1 — p + pe*)".
833 Assim,

Yu > 0,P(X > p+t) < e (g — p 4 pet)"
834 Como X ¢é binomial, entdo se 4+t = n, entdo a probabilidade é extamente p”, e se p+1¢ > n,
835 a probabilidade é zero. Supomos entdao que u < g+t < n. Tome

o= A =p)

(n—p—1t)p
836 Substituindo este e* no limitante de P(X > p + t), obtemos

P(X > p+1t) < (”)W (Hy_u_t,

u+t n—p—=t
837 para todo 0 <t <n — u (Chernoff 1952, e independentemente Okamoto, 1958).
838 Procuremos uma simplificagdo para a expressao. Tome
1+z)ln(l+z)—2 sex>-1

p(r) =
00 se r < —1.
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839 Seja

840

841 Ademais,

842 Assim,

POX 2 o+ ) < exp { e (;) — (n -y (n‘_’fﬂ)} .

843 Se considerarmos uma VA Y =n — X, entdo é facil ver que vale

P(Xéu—t)gexp{—uw(;t>—(n—u)w(niﬂ)},vostSM-

844 Como ¢(z) > 0Vx > 0, entdo temos

P(X > p+t) Sexp{—w ()},

P(X <p—t) Sexp{—mp (j)}

845 Usando (*), obtemos
P(X > p+1t) < exp{—ph(t/u)}
S S o/ s
YT /30
2
- {_2(u+t/3) } ‘
846 Ademais,

P(X < p—1t) <exp{—pnf(—t/p)}
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847

848

849

850

851

852

= exp {—put? 207}

= exp {—t2/2,u}

Em geral, é comum usar ¢t = eu. Neste caso, temos

P(X <p(l—c)<e=H2V0<e<l.

62/12
P(X >p+t) < exp{‘zu(1+a/3)}

_ e’p
~P 21+ e3)

2
Sexp{—g?)u}, seOSsS%.

Agora, vamos considerar o caso geral, em que X; ~ Be(p;). Tome

1 n
p= ;;pi.

E seja Y ~ Bi(n,p). Temos

E(e") (1 —pi + pie")

|

s
Il
—

(1 + pi(e" — 1))

Il

@
I
—

Entao, por Jensen (considerando uma funcao f(z) = log(1 + zt)), temos que

3.3. Aula 09 de maio de 2018. '°

3.3.1. Desigualdade de Janson. Seja I' = {7y1,...,7,} um conjunto finito e 0 < py, ...

5Notas produzidas por Felix Liu e Gabriel Lasso.
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Nesta secao, definimos I'y,, ., como sendo o espago de probabilidade (P(I'),P), onde para

n

P(F) = <H pi> (H (1—pi)> :
VieF Vi

Informalmente, podemos considerar que F' é obtido de I'y, . ;,, tomando cada elemento ~;

F C T definimos

com probabilidade independente p;. Por conveniéncia, também chamaremos de I'y, ., um

n

conjunto obtido dessa distribuicao.

Definicao 86. Dada uma fungio f: P(I') — R, dizemos que f é
e crescente, se f(A) < f(B) para todo AC BCT;e
e decrescente, se f(A) > f(B) para todo A C B CT.

Definicao 87. Seja F C P(I'). Dizemos que F €
e crescente, se A€ F e A C B implica que B € F para todo A,BCT; e

o decrescente, se A€ F e A D B implica que B € F para todo A,BCT; e

Teorema 88 (Fortuin, Kasteleyn, Ginibre/Harris). Sejam X1 e Xo VAs, ambas crescentes ou

ambas decrescentes. Entao X1 e Xo sdo positivamente correlacionadas, ou seja
E(X1X2) > E(X1)E(X2).

Note que se 7 C P(I') é uma familia crescente, entdo l;scry é uma funcdo crescente.
Analogamente, se F ¢ decrescente, entao 1yscr) também é decrescente. Dessas observagoes,

segue o seguinte corolario.

Corolario 89. Se F,G C P(I') sao ambos crescentes ou ambos decrescentes, entao
P(Lpy,pn € FNG) 2Py, p, € F)P(Lpy,p, €9)

Exemplo 90. Podemos considerar G(n, p) como sendo o grafo cujo conjunto de vértices é [n] e cu-
jas arestas sdo obtidas de ([g})p p Sejam F = {x(G(n,p) > 3)} e G = {G(n,p) é hamiltoniano}.
Entao vale que P(F NG) > P(F)P(G).

Dados dois conjuntos A, F’, definimos a varidvel aleatéria I4 = lyscpy. Sejam S € P(T) e

X =) 4es1a. Segue o seguinte coroldrio.

Corolario 91. E verdade que
P(X =0) > exp{—
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876 Demonstracdo. Observe que, dado F' =T, . , X(F) = 0 se e somente se VA € S,A ¢ F.

g77  Assim, também podemos afirmar que

{X = 0} = ﬂ {A Z Pph---,pn}'

AeS
878 Entao
P(X:0)=P<H{AZFp1 ..... pn}>~
AeS
879 Por 88, segue que

P(X =0) > H P(A¢Z Fm,-..,pn) = H (1-P(AC Fm,..-,pn)) = H (1—- sz)

AeS A€eS A€eS €A
880 E entao

P(X =0) > H exp{—l_l_[’ﬁ&}

e B SasEU0 ) f ED )

1 — max;ec A p; 1 — max;c 4 p; 1 — max;ca p;
881 O

882 Seja

A=Y S E(lalp)= Y E(L)+ .Y Elalp) =B(X)+24,
A,BES AeS A BES
ANB#@ ANB+2,A#B

883 onde A = 1334 pes anpro.azn E(IalB).

ges Teorema 92 (Janson '90). Para todo 0 <t < u, € verdade que

— 2 2
PX <p—t)< exp{—gp (;) ,uA} < exp{—QtA}.

gs5 Teorema 93 (Janson, Luczak e Rucinski '90). As sequintes desigualdades sao verdadeiras.
886 (1) P(X
887 (2) P(X

) <exp{—u+A};e
)< esp{-pl} =ew {-}

sss  Exemplo 94. Revisitemos a questao dos subgrafos de G(n,p) (2.2).

=0
=0

889 Anteriormente, concluimos que, dado um grafo H,

1
0,se p<<n mH;
lim P(H C G(n,p)) =

n—oo

S
1, se p>>n mUh;

g0 onde m(H) = max {zg

—

:J C H,u(J) >0}.

~—
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Pelas desigualdades que vimos nesta se¢do, podemos encontrar cotas para P(H Z G(n,p)).

Sejam G e H dois grafos, onde |V (G)|=n. A cada fungao injetora f : V(H) — V(G) podemos
associar um conjunto Sy = { f(u)f(v) :wv € E(H)} C ( )) Para que f seja um homomorfismo
de H em G, basta que Sy C E(G). Tomando Sy = {Sy : f : V(H) — V(G), f é injetora} e
Is = 1(scp(q)), temos que Xy =} gcs, Is € o nimero de homomorfismos de H presentes em
G. Assim, temos que P(H Z G(n,p)) = P(Xg = 0).

Definimos @ = ®(n,p) = min{E(X ;) : J C H}. Seja entdo J C H tal que E(X;) = ®p.
Claramente, P(H € G(n,p)) > P(J € G(n,p)). Considerando I"' = ([Z]), m= () epr=---=

Pm = p, podemos aplicar a desigualdade em 91, de onde obtemos que

PUH € Glnp) 2 P € Glnp) 2 ep {20 b = exp -}

Obtendo assim uma cota inferior. Para uma cota superior, podemos aplicar uma desigualdade

de 93, obtendo

B(H ¢ G(n,p)) < exp{—(E(iH”Q}.

Como neste caso

B= 3% 8lisls,) < en S50

541,81 €SH ®u
Sf/ﬂSf//;ég
temos que
P(H £ G(n,p)) < exp{—cu®p}.
3.3.2. Desigualdade de McDiarmid. Dados conjuntos Aji,...,A,, dizemos que uma funcgao

[Tt Ak — R é (cx)f_y-lipschitz se | f(X) — f(X')|< ¢k sempre que X e X' diferem apenas

na k-ésima coordenada.

Teorema 95 (Desigualdade de McDiarmid). Sejam Xi,..., X, v.a.s independentes, seja f uma
fungdo (cx)}_-lipschitz; e seja Y a v.a. dada porY = f(Xq,...,X,). Entao para todo t > 0,
2
(W BY -E() 2t <emp |- )i

(2) P(Y — E(Y) < —t) < exp {— e }

Ck

A desigualdade de McDiarmid é também conhecida como bounded differences inequality.

Exemplo 96. Seja f(x) = Y xj, e considere X; ~ Be(p) v.a.s independentes. Entao Y ~ Bi(n, p);
e obtemos P(Y > E(Y) +t) < exp{ 22 }
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936

Exemplo 97 (Numero cromatico de grafos aleatérios). Seja V = [n] e ' = (‘2/) Cada z € {0, 1}F
estd associado a um grafo G, a saber, aquele tal que z. =1 & e € E(G,).

Com essa representacdo, podemos analisar pardmetros de grafos na forma de fungoes f :
{0,1}'' = R. Por exemplo, tome f(x) = x(G;). Neste caso, f é 1-lipschitz, uma vez que
adicionar ou remover uma Unica aresta num dado grafo altera seu nimero cromatico em no
maximo 1.

Seja g um parametro de grafos. Dizemos que g é concentrado em um intervalo de largura s se

existe u tal que lim, oo P(u < g(G(n,p)) <u+s) =1, onde u = u(n,p) e s = s(n,p).

Teorema 98 (Shamir e Spencer '87). Para todo p = p(n), x(G(n,p)) é concentrado em um

intervalo de largura wa/n, para todo w — 00 com n — 0o.

Com a codificacdo que temos para grafos, obtemos de McDiarmid que

P(Y — E(Y)|> 1) < 2exp{—2t2}.

(3)
Isso ndo nos fala muito: para que a exponencial tenda a zero, precisamos que 2 >> n?.
Considere a seguinte codificacdo alternativa. Associe a cada vértice k o conjunto Ax =
P({{i,k} :i < k}), de todos os conjuntos possiveis de arestas entre k e algum vértice anterior.
Existe uma relagdo biunivoca entre x € [[ Ay e G, = G([n], E): basta tomar F = [Jz. Observe
que f(xz) = x(Gz) continua sendo uma fungao 1-lipschitz, uma vez que diferir em uma tnica
coordenada equivale a adicionar ou remover arestas todas vizinhas a um mesmo vértice. Por

McDiarmid, obtemos

2t?
P(Ix(G(n,p)) — ul=t) < 2exp {—n — } :

cujo lado direito tende a zero com ﬁ — 00.

3.4. Aula 14 de maio de 2018. '°
Problema bdsico: x(G(n,3)) =7

Fato 99. Sabemos (pelo método do 1° momento) que x(G(n,3)) > (3 + o(1))——
a(G(n, 3)) < (2+ o(1)) logy(n).

Teorema 100 (Grimmett & McDiarmid '75). x(G(n, 3)) < (1+ o(1))

logy(n)

16Notas produzidas por Rafael Zuolo e André Nakazawa
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Teorema 101 (Bollobés ’88).

X(@(n1/2) = (1/2+ o) s

938 Ademais, se 0 < p < 1 é constante, entdo

X(Gp)) = (/24 o)l

939 onde b= —.
I—p

940 Demonstragao. (Teorema 101): aplicacdo de martingais.

Objetivo: x(G(n,1/2)) < (1/2+ o(1))

logy(n) '
941 Basicamente, queremos provar que, para todo ¢ > 0,

240(1)

P(a(G(n,1/2)) < (2 —¢)logy(n)) < 27"

942 Seja X} o ntimero de conjuntos independentes de cardinalidade k em G(n,1/2). Temos pj =

us E(Xy) = (Z) 9-(3). Se k < 4/n, entdo, pela férmula de Stirling temos que

k—1 : F
e = 0P j—o(1—j/n) o—k(k-1)/2 1 i Po—(k-1)/2) _ k),
(1+ o(1))(k/e)kv/ 2k (2nk)z K

944 DOis H?;é(l —j/n) ~ 1. Suponha z € R tal que ji(x)'/* = 1. Entéo, como (27‘(1‘)% =1+o0(1),

945 segue que
_ iC (z—1)/2 _ (z—1)/24+logy(z/e) _ 1 z(140(1))
n = (1+0(1))62 =(14+0(1))2 = (22) .

946 Assim, x = (2 + o(1)) logy(n). Ademais, temos

i () p-(ge(yy o n ok 1

HE—1 (kﬁl) k F

947 Se k ~ (24 o(1))logy(n), entao

Mk n 2 n 2 _ n- o)

et " k2 2logy(n) 2o

—1+0(1) 3+o(1)

a8 Seja ko = ko(n) tal que pip,—1 > 1 > pg,. Terfamos pg, > n e, assim, pg,—4 >N

949 Definimos k = k(n) = kg — 4. Temos k ~ 2logy(n).
n2

0 Lema 102. P(X; = 0) = P(a(G(n,1/2)) <) < eap{~gz7-rg}-
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Demonstragio. Usando Janson: P(Xy, = 0) < exp{—u3/A} onde, tomando V = V(G(n,1/2)),

A= ZC:V > E(lalp)

A BCV
|Al=k  |Bl=k
(2)n(5)#e

em que, dado A C V, definimos I4 = {A é independente}. Seja

A:% > > E(alp).

ACV  A#£BCV
|A|=k  |B|=k

(2)n(5)#e

051 Temos A = iy, + 2A.

Fato 103.
1 k*
Demonstragao.
T () (" F)are®-0) — (M) @ar
2= > Y Pulg=1)= I P Al P PN
ACV  A#£BCV ACV i=2
|[Al=k |Bl=k |A|=k

(2)n(5)#2

952 tomando A* =30, (¥) (T];:]:)Z_(z)"r(;)

%

Assim, temos

$) G 5(2) A*

. Considere g(i) = , de modo que — = > 5,1 g(7). Temos
(n) m 2<i<k
k

GBGS . 6 G5 w

2(2) =

=T S e oy
(§] N -
glk—1) = (kl)((’;)(kl))Q(kzl) _ ’f(ﬂa k) 2;’“(;) _ e+ o(i))kfk_k.
953 Observe que ¢(i) é (:onvexolj€ '

954 Fato 104. max{g(i): 2 <i < k} = max{g(2),9(k — 1)}
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Demonstragcao. Temos que %, %, ggz:gg e ggz:%; sao O(%), sendo que % < 1 para n

suficientemente grande. Ademais, se 5 < i < k — 4, temos

g(i+1)g(i — 1) k—i \> i n—2k+i
=2 >17/16 > 1.
g(i)? Foitil) ixin—Zhyizi2 /16>

955 O

(2logy n)? (k1) n2—(2+o(1))logy n
n? ¢ 9 n3 +o(1)

957 Segue entao que ik = (1+0(1))g(2) tendo max{g(i) : 2 <i < k} = g(2) e (k/n?)g(2) = o(1),

956 Portanto, g(2) ~ — p—4+o(1)

1 4
958 donde concluimos A = (2 + 0(1)) ,u%% O
2
Por Janson, P(a(G(n.1/2)) < k) =P(X; =0) < exp{—ukisz} Como py, << 2A,
2 2 2 2
Y S G S S G ¢ S o1 €)) Cub S [
€£L’p{ ,Uk + QA} - e:rp{ (1 + 0(1))2A} - €£L’p{ k4 } — e:np{ 17<10g2 n)4}a
950 concluindo o Lema. O

Se m = {(IHT:”NJ? entdo k = k(m) = ko(m) —4 = (2+ o(1)logym) = (2 + o(1)) logy(n). Seja
By = {a(G(n,1/2)[W]) < k(m)}, W CV =V(G(n,1/2)) com |W|=m. Temos que

2
m —np2+o(1)

P(Bw) < eﬂﬁp{—m} =

Assim,

P(AW € V,|W|= m;a(G(n, 1/2)[W]) < k(m)) < (Z)wmm < 2ne Y = (1),
Seja G = G™ tal que para todo W C V(G) com |[W|= m, a(G[W]) > k(m). Vimos que

G(n,1/2) é um tal G com probabilidade 1 — o(1). Ademais, temos

MO = 3y T = @ o) logyn T logyn)? ~ 2+ o(1)) logy ()

960 O

961 3.5. Aula 16 de maio de 2018. !7

962 3.5.1. Prova do teorema de Bollobds via diferencas limitadas. A demonstracdo via diferencgas

963 limitadas faz uso do seguinte lema crucial:

1TNotas produzidas por Angelo Lovatto e Rodrigo Enju
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964 Lema 105. Para k = k(n), temos

P(a(G(n,1/2)) < k) < e ™
965 Demonstragao. (Lema 105)
966 Seja i = (2)2_(5) a esperanga do nimero de conjuntos independentes de G(n,1/2) com k

967 elementos. Seja Y, = # conjuntos independentes com k elementos. Queremos mostrar que
P(Yk _ 0) S e*’n2+0(1>7

968 ou seja, quase certamente a(G(n,1/2)) > k. Observe que juy, = E(Y},) > n3te),
969 Se Y}, fosse Lipchitz, a prova estaria concluida, porém, note que cada grafo em G = G™ é um

970 ponto de {0, 1}(3)’ que nao tem diferencas limitadas.

~

971 Bollobas entao considera a variavel aleatoéria
Zj, = max{|F|: Ffamilia de k-conjuntos independentes 2-a-2 pares disjuntos}.

or2  Esta variavel aleatéria é 1-Lipschitz.
973 Queremos mostrar que A = E(Z;) > n2te(M) Note que se isto vale, entdo por McDiarmid, o
974 lema 105 vale.

975 De fato, A = E(Z;) > en?/(logyn)?. O

Fato 106.
A=E(Z,) >c—r
) = Tiogynyt
976 Demonstragio. (Fato 106)

977 Pomos

1 1,k
A=) Y E(lalp) ~ -p°—,
2 2" n
Ak BE£A
|ANB|>2
or8 onde u = .
979 Seja 1 = 1* uma familia de k-conjuntos independentes em G/(n,1/2). Seja também

P={{A,B}: A, Bec1* A+ B,|AnB|>2}.

980 Seja 0 < ¢ < 1 e considere 1’ = 1, C 1. Seja

P'={{A,B}: A,Be 1, A+ B,|AnB|>2}.
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Para cada dois conjuntos de 1’ com 2 ou mais elementos em comum, podemos remover um

dos conjuntos, obtendo uma familia de conjuntos disjuntos. Portanto, temos

Zy > V=P

Temos que E(|1]) = prq. Ademais, E(|P’|) = Aq?, pois note que A = E(|P]), e cada elemento

sobrevive com probabilidade ¢, logo cada par sobrevive com probabilidade ¢%. Entao

1,k
1 =4

Ag® ~
g 27 n2

Assim, E(Zy) > E(I1']) — E(P']) = urg — A® = (i — Ag)g

Tomamos g = p/2A < 1. Concluimos que

E(Zy) = E(Zy) > gtk = Bk

"~ @uik?/n?)

1nr 1 n

2

T 2k2 7 32 (logy(n)*

3.5.2. Concentracdo de x e w.

(1) Concentracao de w.

Seja 0 < p < 1 fixo. Existe uma funcao inteira r = r,(n) tal que

nli_{lgolP’(r —1<w(G(n,p)) <r)=1.

Ou seja, w esta concentrado em dois valores.

Observacgao 107. r ~ 2logy(n),b = 1/p.

Vamos observar que provamos algo um pouco mais fraco. Seja k, tal que pp, —1> 12> py, e

k = ky — 4. Temos que

Isto é, w > k quase sempre. Por outro lado, pig,11 =n"

P(w < k) — 0(n — o0).

14o(1)

P(w > ko + 1) — 0(n — 00).

, logo g, < n 1o Assim,

Concluimos que ky — 4 < w < kg vale com probabilidade tendendo a 1, conforme n — oo.
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1016
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1018

1019

1020

1021

1022

1023

1024

(2) Concentracao de x.
Seja a VA X a concentrac¢ao com largura 1 = 1(n,p), se existe u = u(n,p) tal que

nlLr&P(u < X(G(n,p)) <u+s)=1.

Teorema 108. (Shamir e Spencer, 1987)

* onde 0 < a <1 é uma constante.

Suponha p = p(n) =n"
i) Se 0 < a < 1/2, entdo x(G(n,p)) estd concentrado em largura s = n~*/2w(n), para
(i)
uma funcio w que tende para oo quando n — oo.

(ii) Se 1/2 < a < 1, entao x(G(n,p)) estd concentrado em um intervalo com

s=|2a+1)/(2a —1)]| inteiros.

Observacao 109. Para o > 1/2, de fato x(G(n,p)) é concentrado em dois valores (Tuczale
(91), Alon e Krivelevich (97)).

Demonstragio. (Teorema 108) - Técnica de Frieze/Tuczale.

Seja w = w(n) — oo arbitrario. Seja u = u(n) o menor inteiro tal que P(x(G(n,p)) <u) > 1/w.
Dado G = G™, seja f(G) o tamanho minimo de um conjunto de vértices W C V(G) tal que
X(G — W) < u. Entao tomamos Z = f(G(n,p)).

Observe que f é 1-Lipschitz em relacao a codificacdo G <> x € kﬁ2 Ayg.

Assim,

P(|Z — E(Z)|> t) < 2e20°/7,

Temos

< P(X(G(n,p)) < u) < [P’(Z — 0) < 26_2“2/2’

€|~

onde p = E(Z). Assim, reordenando os termos, temos que p < wn'/? para n grande.
Portanto,

2(n!/2w)?

P(Z > 2wn'/?) <e n o =0,
pois w(n) — oo (n — 00). E assim, P(x(G(n,p) — W) < u para algum |W|< 2n'/2w) = 1—o(1).
Segue que P(u < x(G(n,p))) < u+ 2n'/%w) = 1+ o(1), pois podemos colorir cada vértice de W
com uma nova cor.

E o lema a seguir mostra W pode ser colorido com até s cores, logo P(u < x(G(n,p))) <u+s) =

1+o0(1). O

Lema 110. Quase certamente, G(n,p) € tal que para todo W C V(G(n,p)), com |W|< 2n'/?w,

temos que xX(G(n,p)[W]) <'s, onde s € tal como no teorema 108.
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3.6. Aula 05 de maio de 2018. '8

3.6.1. Lema da aula passada. Na tltima aula provamos que o nimero cromarico de G(n, p), com

p=n"a, 0 < a <1 constante, é concentrado com largura s, onde

1/2—«

® S=1n wse a < %

es=[2Hsea>]

com w — o0 e W CV(G(n,p)), |W|< wiy/n.

Para isso, ficou faltando provar o seguite lema, que provaremos agora:

Lema 111. Suponha p=n—"a, 0 < a < 1 constante e w — 0.

Quase todo G(n,p) tem a seguinte propriedade:

o YW CV =V (G(n,p)) com |W|< wy/n, 6(GIW]) <s—1, onde:

(1) Sea < 1, s=3n!2"%

(2) Sea> 1% ew < logn, s =394

Demonstragio. Vamos estimar a quantidade esperada de W C V com |W|< wy/n e 6(G[W]) > s

e mostrar que esse numero é o(1).

< = (b
. Z (en) <estt2//22 >5t/2

6nes/2t5/2 —as/2 t
g8/2

t
ene e5/2¢s/2 7043/2
t

Tal ntimero é:

§5/2
es/2 !
(6 nl= as/2ts/2 1>

Seja b( ) — ees/? l—as/24s/2—1
b(t) cresce com t, pois s > 3.

Para tg = w/4/n, temos:

18Notas produzidas por Gabriel Lasso e Rodrigo Enju
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1041 e Suponha que a > %

Temos
é—(a—%)g<0<:>
1 1 s
s Sl g)y =
1
1<(a—§)s<:>

2<(2a—1)s =

2

*7 2a-1)

Tomando o menor s € N tal que s > ﬁ, temos

2 20 4+ 1
1 =
2a—1+ J L20(—1

s=| ]

1042 Como w < flogn, para algum ¢ > 0 vale que b(wy/n) < n=° — 0.
Assim, como

b(s) <b(s+1) <...<blwyn)=n"°

Vale que
dTobt)yr < > nTT<2p(s)” <207 =o(1)
s<t<w\/n s<t<w+/n
1043 e Suponha agora que a < %
Temos
blto) = < (&) F ni+G-o3
Se s = 3nl/272yw, entdo

Tomando o fog dos dois lados:

3 1
Logb(tg) = EogE - fEog — | + =logn — —c0
w2 e 2
1044 Logo b(ty) — 0 e, pelo mesmo motivo do caso anterior, >, b(t)! = o(1).

1045

1046 3.6.2. Martingais. Preliminares

1047 Um espago de probabidade é uma tripla (2, 7, P) tal que:

1048 e () ¢ um conjunto chamado espaco amostral.

1049 e F & uma o-dlgebra sobre €2, isto é, F é uma colecdo de subconjuntos de €2 tal que:

2018/8/20, 3:54pm



1050 (1) o e F

1051 (2) Ae F=Q~ A e F (Fechado por complemento)

1052 (3) {Ei}ien € F = U E; € F para toda colegao enumerdvel de elementos de F {Ej }ien
1053 (Fechado por unizio enumeravel).

1054 Obs: E facil mostrar que o fecho por intersecio é equivalente ao fecho por unio.
1055 e P é uma fungdo F — R respeitando:

1056 (1) P(@) = 0.

1057 (2) P(UEi) = X P(E;) para toda colecdo enumeravel de elementos de F {E;}ien
1058 dis}untos doi; a dois.

1059 (3) P(Q) =1.

1060 Para nés, na vasta maioria dos casos, |Q|< co e F = 2.

1061 Vamos supor nessa segao que |Q|< oco.

1062 Se F é uma o-algebra, os membros nao vazios minimais de F formam uma particao de Q.

1063 Reciprocamente, dada uma particao de €2, podemos definir uma o-algebra F associada a essa
1064 particao.

1065 Portanto podemos identificar o-algebras sobre () com parti¢ées de ).

1066 Seja X uma variavel aleatéria e F uma o-algebra sobre (2. Dizemos que X é F mensuravel
1067 se X é constante nos blocos da particdo associada a F.

1068 Seja X uma variavel aleatéria e F uma o-dlgebra sobre €. Definimos a esperanca conficional
1060 E(X|F) como a varidvel aleatéria F mensuravel tal que

1070 E(X|F)(w) = esperanca de X no espago condicional By onde w € By e (Bjy)aea

1071 ¢é a particao associada a ).

1072 Note que E(X) = E(E(X|F)).

1073 Se Y é uma o-4lgebra, definimos o(Y’) como sendo a o-dlgebra associada a partigao (Y ~1(x)),er.
1074 Finalmente, E(X]Y) = E(X|o(Y))

1075 Um filtro é uma sequéncia (Fy, F1, Fo,...) tal que {&,Q} = Fy C F; C Fo C ...

1076 Se (P;)ien sao as partigoes associadas, entdo dizemos que P; refina P;_1.

1077 Fixe um filtro (Fy, Fi, Fa,-..).

1078 Um martingal é uma sequéncia de varidveis aleatérias (X;);en tal que E(X;|F—1) = X;-1.

1079 Uma sequéncia de diferencas de martingais (sdm) é uma sequéncia de varidveis aleatéria
1080 (Y;)ieN\{O} tal que Y; é F; mensuravel e E(Y;|F;—1) = 0.

1081 Observagao 112. Seja (Xo, X1, ...) um martingal. Entao (Y7 = X1 — Xo, Yo = Xo — X1,...) é

1082 uma sdm.
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1083  Demonstracdo. Fixe 1.
1084 Como X; e X;_1 sd@o F mensuraveis (X;_; é F;_1 mensuravel, o que é maus forte), entdo Y;

1085 também é F mensuravel.

E(Yi|Fi-1) =
E(X; — Xi-1|Fi-1) =
E(Xi|Fi-1) — E(Xi-1|Fi1) =
Xio1—X;21=0
1086 U

1087 Observagao 113. Se X é uma constante e (Y1, Y5, ...) é uma sdm, entao (Xo, Xo + Y7, Xo +

1088 Y7 + Ya,...) é um martingal.

1089 Demonstracdo. Fixe i.

E(X;|Fi—1) =
E(X; 1 + Yi|Fio1) =
E(X;-1|Fi—1) + E(Yi| Fio1) =
E(X;—1|Fic1) = Xi—1

1090 O
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1002 Parte 3. TOPICOS AVANCADOS
1003 3.7. Aula 6 de junho de 2018.

104 3.7.1. Clircuitos 0 (mod k).

1005 Defini¢do 114. Seja D = (V, E), com V # @, grafo dirigido (digrafo) e E C V x V. Vamos
1006 sempre considerar grafos dirigidos sem lagos nesta segdo, isto é, Vv € V, (v,v) € E. Definimos,
1007 para D digrafo e x € V:

+

1098 d™(z) = grau de saida de x = |{(z,y) €e E:y € V}|
1009 d~(z) = grau de entrada de x = |{(y,z) e E:y € V}|
1100 AT(D) = mazzey{d*(z)}

1101 A~ (D) = maxzey{dt(z)}
¥

}
1104 E dizemos que D € d-regqular para algum d € N se AT(D) = A~ (D) =4§1(D) =6 (D) =d.

1103

1102 5t(D) = mingey{d (x)
0~ (D) = mingey{d (x)

105 Teorema 115 (Alon & Linial. 1989). Seja D um digrafo e k > 2, inteiro. Se
e(A~(D)sT(D)+1)(1 = 1/k)° ) < 1
1106 entao D contém um circuito de comprimento = 0 mod k.

1107 Observagao 116. Fixe k = 2, e suponha D digrafo d-regular. Se d > 8, entdo, segue do
1108 Teorema 115 que D contém um circuito (de comprimento) par. Ademais, sabe-se que podemos
1100 impor restri¢des mais fracas a d. Friedland mostrou que d > 7 ¢é suficiente e, posteriormente,

1110 Thomassen conseguiu provar o mesmo resultado para d > 3.

1111 Observagao 117. Em 1975, Lovasz questionou a existéncia de um k tal que todo digrafo D
1112 com 6T (D) > k contivesse um circuito par. A inexisténcia de tal k foi provada por Thomassen
1113 em 1985, com a demonstragio de que para qualquer escolha de k existe um D com 67 (D) > k
1114 tal que D ndo contém circuito par. Todavia, também foi mostrado por Thomassen que, para

s D = D", se §T(D) > |loggn]| + 1 entdo podemos garantir que D contém circuito par.
1116 Corolario 118. Para todo digrafo D e k > 2, se
1 k +
A~(D) < ———((——)"" (D) _
(D)< o (g ™ =)

Notas produzidas por André Nakazawa e REVISOR?
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1138

entdo D contém um circuito de comprimento = 0 mod k.

Corolario 119. Todo digrafo D d-reqular contém circuito de comprimento = 0 mod k, para
todo k tal que

d
2<k< ————.
T 1+In(d®+1)

Lema 120. Seja D um grafo dirigido, e k > 2, inteiro. Suponha que existe uma fungdo
f: V(D) — Z/KZ tal que para todo vértice v € V =V (D) existe um vértice u € Tt (v) = {u €
V:(v,u) € E} com f(u) = f(v) +1 mod k. Entdo D contém um circuito de comprimento

= 0 mod k.

Demonstragio. Considere uma sequéncia de vértices s = (v;)i>0 tal que vg € V' é um vértice
qualquer e para todo i > 0 tem-se v; € 't (v;_1) e f(v;) = f(vi—1) +1 mod k. Como V é finito,
existem 0 < i < j tais que v; = vj, logo, tomando j minimo, temos que C = (v, Vi1, -+, v;) €
circuito em D. Além disso, o comprimento de C é = 0 mod k pois, caso contrario, teriamos

f(vi) # f(vj) mod k pela construgao de s. O

Demonstragio. (Teorema 115). Sem perda de generalidade, tomamos §* (D) = A1 (D). Escolhe-
mos f : V(D) — Z/kZ ao acaso, com f(v) €, Z/kZ independente entre todos os vértices v € V.
Para todo v € V considere o evento A, = {f(u) # f(v) +1 mod k,Vu € I'"(v)}, que impediria

a aplicacdo do Lema anterior. Pela uniformidade da escolha de f temos que
P(A,) = P(f(u) # f(v) +1 mod k)T @l = (1 = 1/k)"" (),

Seja G o grafo de dependéncia para os eventos A,,v € V. Como para todo v € V temos que A,

¢é independente de A, se u € U,, onde
Uy={ueV~{v}: {u}ulTt(u)nT*(v) =2},
segue que AT(G) < A~ (D)d* (D), pois para todo v € V

U D ()~ {0} < A~ (D)5 (D),

welt (v)

(VN {oP) U] < [PHw)|+

onde I'" (v) = {u € V : (u,v) € E}. Logo, pelo Corolario 2 do LLL conclui-se o resultado do

Teorema. U

§4. LEMA LOCAL DE LOVASZ
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4.1. Aula 11 de junho de 2018: Lema Local de Lovasz Algoritmico. °

4.1.1. Um fato importante.

Fato 121 (Principio da Independéncia Mutua). Seja P um conjunto finito de varidveis aleatdrias
mutuamente independentes num mesmo espaco de probabilidade. Suponha que todo evento de A
é determinado por um subconjunto dessas varidveis. Para cada evento A € A, denote por vbl(A)

um conjunto minimal das varidveis de P que determina A. Defina também
['(A) :={B € A:vbl(B)Nvbl(A) # o}.

Entao A é mutuamente independente de todos os eventos em A~ (I'(A) U {A}). Em outras
palavras, o digrafo D = (A, E) com conjunto de arestas E :={(A,B): A€ A,Be€T(A)} é um
digrafo de dependéncia para A. Note que nesse caso o digrafo é simétrico e, portanto, podemos

também falar de um grafo de dependéncia. O

4.1.2. Cendrio geral. Para conseguir uma versdo algoritmica do LLL, Moser e Tardos conside-
raram um cendario levemente modificado do Lema Local de Lovasz, mas que ainda é vilido na
maior parte das aplicagoes conhecidas.

Seja P um conjunto finito de variaveis aleatérias mutuamente independentes num mesmo
espaco de probabilidade. Suporemos que todo evento de A é determinado por um subconjunto
dessas variaveis. Diremos que uma atribuicao de valores para as variaveis de P wviola o evento
A € A se essa atribui¢ao faz com que A acontega. Para cada evento A € A, denote por vbl(A)

um conjunto minimal das varidaveis de P que determina A. Defina também
I'(A) :={B € A:vbl(B)Nvbl(A) # &},

el (A) :=T(A) UA.
Seja D o digrafo com conjunto de vértices A e tal que a vizinhanga de um evento A é I'(A).

Pelo Principio da Independéncia Miutua (Fato 121), temos que A é mutuamente independente de

20Notas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e Gabriel Ferreira Barros.
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todos os eventos em A\ (I'(A) U{A}) e D é um digrafo de dependéncia para A. O celebrado

algoritmo de Moser-Tardos é como segue.

Algoritmo 1: Algoritmo de Moser-Tardos

1 para todo P € P faca

2 vp < uma valoragao aleatéria de P (de acordo com sua distribuigdo);

3 enquanto 3A € A: A € violado quando (P = vp : VP € P) faga

4 escolha um evento violado A € A de acordo com alguma regra qualquer fixada;
5 para todo P € vbl(A) faca

6 vp < uma nova valoragao aleatéria de P (de acordo com sua distribuigdo);

7 devolva (vp)pep

Cada vez que um evento A é escolhido na linha 4 dizemos que ele foi reamostrado. Note que
a eficiéncia do método depende de que i) o nimero de reamostragens nao é muito grande; ii)
valores aleatdrios para cada varidvel P € P podem ser eficientemente amostrados; iii) verificar (e
encontrar) a ocorréncia de um evento também pode ser feito eficientemente. A versdo construtiva

do LLL de Moser e Tardos trata do primeiro problema.

Teorema 122 (Moser e Tardos [6]). Seja P um conjunto finito de varidveis aleatdrias
mutuamente independentes num mesmo espaco de probabilidade e A uma colegio finita de

eventos determinados por essas varidveis. Se existe uma fun¢io x : A — (0,1) tal que
P[A] < z(A) H (1 —x(B)) para todo A € A,
BET(A)
entdo existe uma atribuicao de valores as varidveis de P que nao viola nenhum dos eventos

de A. Além disso, o numero esperado de reamostragens do evento A € A que o algoritmo

aleatorio acima faz € no mdxrimo 1f5:(1,)4)' Portanto, o nimero total de amostragens esperado é
3 z(A)
A€eA T—x(A)-

4.1.3. A prova. Antes de provarmos o Teorema 122, precisaremos definir alguns conceitos.

Definicao 123. Seja C' : N — A uma funcdo que lista os eventos ma ordem em que SGo
reamostrados no algoritmo. Se o algoritmo termina, C' é parcialmente definido, apenas até o

numero total de reamostragens. Chamamos C' de registro do algoritmo.

Definicao 124. Uma arvore-testemunha 7 = (7', 0;) é uma drvore finita enraizada T juntamente

com um rotulamento o : V(T) — A tal que se u € filho de v em T entio o,(u) € I (0,(v)).
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Se filhos distintos de um mesmo vértice sempre recebem rétulos distintos dizemos que a drvore-

testemunha é prépria. Denotaremos V(1) := V(T') e para todo v € V(1) definimos [v] := o,(v).

Dado um registro C', associaremos com cada passo de reamostragem ¢ uma arvore-testemunha
Tc(t) que servird como “justificativa” para a necessidade desse passo. Definimos Tg) (t) como
uma arvore com apenas um vértice raiz isolado rotulado com C(t). Entao, “voltando no tempo”
pelo registro, para cada ¢ =t —1,t — 2,...,1 distinguimos dois casos:

(1) Se existe um vértice v € Tg+1)(t) tal que C(i) € Tt ([v]), entdo escolhemos entre todos
os tais vértices aquele que tem maior distdncia da raiz, e colocamos um novo filho u para
v que rotulamos C(i), obtendo a drvore Tg) (t).

(2) Caso contrario, definimos Tg) = Tngl)(t)-

Dizemos que uma arvore-testemunha 7 ocorre no registro C se existe t € N tal que 7 = 7¢(t).
Para todo vértice v € V(7), denotemos por d(v) a profundidade de v. Definamos também ¢(v)

como o maior g € N tal que v estd contido em Té?) (t). Note que, por construgao, C(g(v)) = [v].

Lema 125. Sejam C o registro produzido pelo algoritmo e T uma drvore-testemunha que ocorre
em C'. Vale que

(1) Se vértices u,v € V(1) sdo tais que d(u) = d(v), entdo vbl([u]) Nvbl([v]) = @.

(2) A drvore-testemunha T é prépria.

(3) As drvores-testemunha que ocorrem em C' sio duas-a-duas distintas.

Demonstragio. Primeiro, vamos provar os itens i) e ii). Seja 7 uma arvore testemunha que
ocorre em C. Para algum t € N, temos 7 = 7¢(t).

Sejam u,v € V(7). Note que se ¢(u) < g(v) e vbl([u]) Nvbl([v]) # @, entdo d(u) > d(v), pois
na construcao de 7¢(t) o vértice u é colocado como filho de v ou de algum outro vértice com
profundidade maior. Desse modo, se d(u) = d(v) entao vbl([u]) N vbl([v]) = &, o que prova
o item i). Disto temos que os rétulos dos filhos de um mesmo vértice formam um conjunto
independente no grafo de dependéncia. Em particular, segue que 7 é propria. Isso prova o
item ii).

Observe agora que, se duas arvores-testemunha tem raizes distintas, entdo elas sao obviamente
diferentes; caso contréario, basta notar que, se t; é o i-ésimo instante de tempo no qual C(t;) = A,

entdo 7o (t;) contém i vértices rotulados com o evento A. Isso prova o item iii). (]

Denotemos agora por N4 a varidvel aleatdria que conta o nimero de vezes que o evento A € A

foi reamostrado. Defina também 74 como o conjunto das arvores-testemunha préprias cujas
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raizes sao rotuladas com o evento A. Pelo Lema 125, temos que

Ny = Y 1[r ocorre em C,
TETA

pois a cada aparecimento do evento A no registro C esta associada uma tnica arvore-testemunha

distinta de T4 que ocorre em C. Logo,

E[Ny4] = Z P[r ocorre em C]. (12)
TETA

Deste modo, para limitar E[N4] basta limitar P[7 ocorre em C] para 7 € T4. E disso que trata

o préximo lema.

Lema 126. Seja 7 € T4 e C o registro (aleatdrio) produzido pelo algoritmo. Temos que

P[r ocorre em C] < H P[[v]].
veV(r)

Demonstragdo. Considere o seguinte algoritmo, que chamamos de 7-verificagio. Em ordem
de profundidade decrescente (na mesma profundidade a ordem pode ser arbitréaria), visitamos
todos os vértices de 7 e, para cada v € V(7), atribuimos uma nova valuagdo aleatéria as
varidveis em vbl([v]) (independentemente e de acordo com a distribuicdo de cada varidvel) e
verificamos se a valuacao resultante viola o evento [v]. Se todos os eventos forem violados, dizemos
que a T-verificagdo passou. Claramente, a 7-verificagdo passa com probabilidade exatamente
[Toev (- Pllv]]. Aqui argumentaremos que o evento de 7 ocorrer em C' estd contido no evento de
a 7-verificagdo passar. Claramente, isso é suficiente para provar o lema.

Para conseguirmos fazer essa andlise, consideramos uma leve modificacdo do algoritmo
que em nada altera o seu comportamento. Considere uma tabela cujas colunas sdo inde-
xadas pelas varidveis de P. Para cada P € P, a coluna P contém uma sequéncia infinita
e ft(P(O), pM) p@) ight) de amostras independentes de P, tomadas de acordo com sua distri-
buigdo. Toda vez que o algoritmo (o algoritmo de Moser-Tardos ou a 7-verificagdo) for reamostrar
a varidavel P, basta pegar o préximo valor da coluna P que ainda nao foi utilizado. O que
mostraremos ¢ que, quando a tabela é a mesma para os dois algoritmos, se 7 ocorre em C' entao
a T-verificagdo passa.

Suponhamos entdo que 7 ocorre em C, isto é, 7 = 7¢(t) para algum ¢ € N. Para todo P € P
e v € V(1) defina

S(P,v) :={w e V(r):d(w) > d(v), P € vbl(Jw])} .
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Fixemos agora v € V(7). Afirmamos que quando a 7-verificagao visita o vértice v e reamostra
as varidveis de vbl([v]), a tabela da o valor PUS(P0)) para P € vbl([v]). De fato, como a
T-verificagao visita os vértices em ordem decrescente de profundidade, antes de visitar o vértice v
cada P € vbl([v]) foi reamostrado exatamente quando os vértices de S(P,v) eram visitados.
Além disso, do item 1 do Lema 125 temos que o vértice v é o inico com profundidade d(v) que
depende das varidves em vbl([v]).

Observemos agora que, quando o algoritmo de Moser-Tardos escolhe o evento [v] no passo
q(v) para reamostrar suas variaveis, o evento [v] estd violado. Afirmamos que, logo antes dessa

IS(P)) | Note que, na

reamostragem, a cada P € vbl([v]) também esté atribuido o valor P!
T-verificagdo, depois de as varidveis em vbl([v]) serem reamostradas, a tabela d4 exatamente
esse valor para cada P € vbl([v]). Portanto, se a afirmacao é verdadeira, teremos que o evento
[v] estava violado depois da reamostragem da 7-verificagdo. Como v é arbitréario, isso é suficiente

para concluir que a 7-verificagido passou. Basta, portanto, provar a afirmacao.

Note agora que, pela prépria construgao de 7¢(t), temos que
S(P,v) ={w € V(1) : q(w) < q(v), P € vbl([w])}.

Portanto, antes do passo de reamostragem ¢(v) do algoritmo de Moser-Tardos, as varidveis
em vbl([v]) foram reamostradas nos passos ¢(w) com w € S(P,v). Como elas também foram

amostradas uma vez cada no passo inicial (linha 2), a afirmagao segue. Isso termina a prova. [

Falta agora relacionar as arvores-testemunha com as condi¢ées do LLL.

4.1.4. O processo de Galton-Watson e a prova do Teorema 122. Fixe um evento A € A e
considere o seguinte processo para gerar uma arvore-testemunha 7 € 74. No primeira iteracao,
construimos uma arvore com apenas um vértice raiz isolado rotulado com A. Nas iteragoes
subsequentes, consideramos cada vértice produzido na iteracido anterior independentemente e,
também independentemente, para cada evento B € I'*([v]) adicionamos a v um vértice filho u tal
que [u] = B com probabilidade x(B), e nao adicionamos com probabilidade 1 —z(B). O processo
continua até que uma iteragdo nao produza nenhum vértice (existe, é claro, a possibilidade de
que isso nunca acontega e o processo continue indefinidamente).

Para melhorar a apresentacgao, defina
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1263 Note que as hipdteses do LLL sdo equivalentes a

P[B] < 2/(B) para todo B € A.

1264 Apresentamos agora a probabilidade que o processo acima produza uma arvore T € T4 fixa.

125 Lema 127. Seja 7 € Ta. A probabilidade p; de que o processo acima produza a drvore-

1266 testemunha T €
1—x2(A
br = ( )
z(A)

1267 Demonstragdo. Para cada v € V(71), defina
W, :={B e Tt ([v]) : u € V() filho de v tal que [u] = B}.

1268 Seja s € V(1) a raiz da arvore enraizada de 7. Note que [s] = A. Temos que
p-= [ 0==(C) ]I (l‘([v]) IT a- :L“(B))> :
Cew, veV(r)~{s} BeW,
1269 Podemos reescrever essa expressao da seguinte forma:
z([v
o= I G-aen I (2000 T a-as)
Cel't(A) veV (r)N{s} BeT+([v])

1270 Podemos colocar o produtério de fora para dentro com um fator de correcao, obtendo:

_1-2(4) () |- 2(B
Ty I | B N | W)
S L N )
veV (r) BeT([v])

1—xz(A)

JJ(A) veV (1)

1271 Temos agora todos os elementos necessarios para completar a prova do Teorema 122.

1272 Prova do Teorema 122. Fixemos A € A. Usando a equacao (12), as hip6testes do Teorema 122

1273 e os lemas 126 e 127, obtemos que

E[N4] = Z P[7 ocorre em C] < Z H P[[v]] < Z H 7' ([v])
TETA TETA vEV (T) TETA vEV(T)
z(4) z(4)
= Ta@ = P ST A

TETA
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como queriamos demonstrar. O

§5. COMPLEXIDADE DE CIRCUITOS

5.1. Aula 13 de junho de 2018: Cotas inferiores para complexidade monétona. 2!

Circuitos Booleanos sdo um modelo ndo-uniforme de computacdo muito estudado em comple-
xidade computacional. Diferentemente do modelo uniforme da maquina de Turing, um circuito
permite que um algoritmo diferente seja usado para cada tamanho de entrada. Além disso,
todo algoritmo polinomial pode ser implementado por uma sequéncia de circuitos Booleanos de
tamanho polinomial. Deste modo, provar uma cota inferior superpolinomial para o tamanho de

um menor circuito que computa um problema de decisdo em NP é suficiente para provar que

P - NP.

Definicao 128. Para todo n € N, um circuito Booleano com n entradas e uma saida é um
grafo dirigido aciclico com n fontes e um sorvedouro. Todos os vértices que ndo sdo fonte sdo
chamados portas e sio rotulados com um dentre {\,V,—=}. Os vértices rotulados com V ou A
tem fan-in (isto é, grau de entrada) igual a 2 e os vértices rotulados com — tem fan-in 1. Quando
todas as portas tem fan-out (isto é, grau de saida) no mdaximo 1, o circuito é chamado férmula.
O tamanho de um circuito C, denotado por |C|, é o nimero de vértices que ele contém. Se C' é
um circuito Booleano e x € {0,1}" é uma entrada, entdo a saida de C' em x, denotada por C(z),
¢ definida da maneira natural. Para uma fungao f :{0,1}" — {0, 1}, dizemos que C computa f

se, para todo x € {0,1}", temos que f(z) = C(z).

Dado x € {0,1}", denotaremos o nimero de bits de valor 1 em x por |z|,. Equivalentemente,
|lzly = 32 @i

Uma motivacdo para estudar circuitos Booleanos é a esperanca de que, tratando-se de um
modelo finito, técnicas combinatorias possam ser bem-sucedidas em provar cotas inferiores.
Infelizmente, até o momento nenhuma cota inferior superlinear é conhecida para circuitos gerais.
A melhor cota inferior geral conhecida é 5n — o(n) [5]. Por outro lado, obteve-se até hoje
considerdvel sucesso em provar cotas inferiores para classes restritas de circuitos, como circuitos

monaotonos.

Defini¢ao 129. Circuitos mondtonos sdo circuitos sem portas —. Dados z,y € {0,1}", escreve-
mos x <y se x; < y; para todo i € [n]. Dizemos que uma fungao Booleana f:{0,1}" — {0,1} é
mondtona se f(x) < f(y) sempre que z < y.

2INotas produzidas por Bruno Pasqualotto Cavalar e REVISOR?.
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Observamos que a fun¢do computada por um circuito ménotono é sempre monotona, e que
toda funcdo mondtona é computavel por algum circuito mondtono.

Denote por CLIQUE,, : {0, 1}(;) — {0,1} a funcdo que, dada uma matriz de adjacéncia
de um grafo G de n vértices, vale 1 se, e somente se, G contém um k-clique. A primeira cota
inferior superpolinomial para circuitos mondtonos foi obtida por Razborov [8] para a fungao

CLIQUE ,,, e posteriormente melhorada por Andreev [2] e Alon e Boppana [1].

Teorema 130 ([1,2,8]). Eziste uma constante € > 0 tal que, para todo k < n'/*, néo existe um

circuito mondtono de tamanho menor que nevk que computa CLIQUE, .

Iremos provar o Teorema para o caso k = 3. Mais precisamente, vamos provar o seguinte.

Seja T := T, := CLIQUE, .
Teorema 131. A complezidade mondtona de T é Q(m?/In* m).

Para uma fungdo booleana f, seja A(f) := {x € {0,1}" : f(x) = 1}. Claramente, A(f V g) =
A(f)UA(g) e A(f ANg) = A(f) N A(g) Seja C' um circuito mondtono de tamanho s que computa
uma fungdo booleana f = f(z1,...,x,). E possivel descrever C' com um straight-line program,
isto é, uma sequéncia de fungoes x1,x9, ..., Tn, f1,..., fs, onde f = fsetodo f; (1 <i < s)éum
OR ou um AND de duas funcoes anteriores na sequéncia. Deste modo, aplicando A obtemos
a seguinte sequéncia A(C') de subconjuntos de {0,1}": A_,, = A(zy),..., A1 = A(x1), A1 =
A(f1),...,As = A(fs) = A(f), onde todo A; (1 < i < s) é uma unido ou intersecgdo de dois
conjuntos anteriores na sequéncia. Iremos substituir a sequéncia A(C') por uma sequéncia
aproximadora M(C) : M_, = A_,,...,M_y = A_y,M,..., M, definida substituindo as
operacdes de unido e interseccdo por operagoes “aproximadas” L e M. Essas operagoes serao

definidas adiante, de modo a assegurar que
MULDMUL e MNLCMnNL. (13)

Portanto, se para algum j € [s] vale que A; = A, U Ay, para £,k < j, entdao M; = My U My;
analogamente, se vale que A; = A, N Ay, entdo M; = M, 1 M. Quando M; = M, U My,
definimos 6& = M; ~ (MyUMy) e 5., = @; analogamente, quando M; = M, My, definimos
8 = (MyN M)~ M; e &, = 2.

Lema 132. Para todo M;, vale que

J<i Jj<i
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Demonstragdo. Faremos a prova por indugao em i. Quando ¢ < 0, M; = A; e o resultado vale.
Suponha entdo que o resultado vale para todo j < i. Iremos provar que o resultado vale para i.
Se A; = Ay U A, entdo, pela hipotese de inducao, vale que

M; =M, UM, U, C AU AU, =408,

J<i J<i

M; = Myl Mg O M, U M, O (AZ\U(S%)U (Ak\ U&%) QAZ\U(;%

J<t J<k J<i

Isso completa a prova no caso 4; = Ay U Ay, Quando A; = A, M A, a prova é analoga. O

O Lema 132 é valido para qualquer escolha das operacoes U e I que satisfaga (13). Iremos
definir essas operacoes da seguinte maneira. Seja r := 361n?m. Para todo conjunto R de no
maximo r arestas sobre V = [m], denote por [R] o conjunto de todos os grafos sobre V' que
contém pelo menos uma aresta de R. Observe que [&] = @. Denotamos por [*| o conjunto
de todos os grafos sobre V. Observe que M_; = [R], onde R é o conjunto unitério que contém
a aresta representada por z;. Para dois conjuntos R; e Ry de no maximo r arestas cada,
definimos [R;| M [Ry] = [R1 N R2], [R1] M [*] = [R1] e [*] M [*] = [*]. Analogamente,
se |R1 U Ry| < r, definimos [R;| U [Ra] = [R1 U Ra|, ao passo que, quando |R; U Ry| > r,
definimos [Ry] U [Ra] = [*]. Por fim, definimos [R;] U [*| = [*] U [«] = [*]. Estao assim

definidas as operagoes Ll e M na sequéncia M (C).

5.2. Aula 18 de junho de 2018: Complexidade mondétona e circuitos de profundidade

limitada. %2

Demonstracao do Teorema 131. Consideramos C' circuito com s < (?) /(2r?) portas, onde r =
36(logym)?. Note que A(T) = {familia de grafos sobre V que contém tridngulo}. Ademais,
tomamos o : {0, 1}(‘2/) — {0,1} tal que ag }(1) = Mg, isto é, as aproxima fs = T.

Vamos mostrar que existem muitos F', F' grafo sobre V', tais que T'(F') = 1 mas sua aproximagao
as(F) =0, ou tais que T(F') = 0 mas sua aproximagao as(F') = 1. Pelo Lema 132, para cobrir
tais diferencas s terd que ser grande pois os &'}, 0%, sdo pequenos.

Caso 1: M, = [R] para algum R com |R|< r. Neste caso, sorteamos F' como sendo ()3() onde

X CV, |X|=3, é escolhido uniformemente ao acaso. Claramente, T'(F') = 1. Ademais,

r(m —2)

(%)

P(FeM,)=P(FNR#2) < = o(1).

22Notas produzidas por Rodrigo Enju e André Nakazawa.
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Logo, existe myg tal que se m > my, entdo P(F' € M) < 1/2.

Afirmacao 133. Para cada j, com 1 < j < s, temos que

-1
P(F € 6%) < r? @)

Demonstragao. (Afirmagao 133) Se 8! = @, a afirmacio claramente vale. Entdo suponha que
8, # @. Neste caso, existem Rq, Ry C (‘2/) tais que |Rgy|, |Rp|< 1T e My = [R,|, My = [Ryp]. Logo
oh = (Mo 0 My) ~ (Mo 1 My) = ([Rq] N [Ry]) ~ ([Ra] M[Ry]). Entdo

B(F € 6h) = P(F € ([Ra] N [Ry])~ ([Ra] N [R]) < r2(5) . 0

Como s < (74) /2r?%, temos que P( U 62) < 1/2. Assim, temos que P((A(T)~ U 5%)\]\/[]-) > 0.
J<s J<s
Contradicao, pois como a probabilidade é positiva, ainda temos erros que nao sio cobertos.
Caso 2: M, = [«]. Escolhemos F' aleatoriamente como segue: sorteamos X C V uniformemente

ao acaso e tomamos F' = X x (V' \ X). Claramente, T'(F') = 0 pois F' é bipartido mas as(F) =1

dado que M, = [*] = a5 = 1.

Afirmacgao 134. Para cada j, com 1 < j < s, temos que
P(F ed) <2 V2

Demonstragio. (Afirmagao 134) Claramente, podemos supor 6& # @. Logo, segue que existem
Ry, Ry C (‘2/) tais que |Rg|, |Rp|< 7 com |Rq U Ry|> r e My, = [Rq], My = [Rp]. Considere
H = (V,R, U Ry). Pelo Teorema de Vizing, sabemos que x'(H) < A(H) + 1. Seja v(H) =
tamanho méximo de um emparelhamento de H. Entéo r < |R, U Rp|< (A(H) + 1)v(H), donde
segue que H contém uma estrela K Ld com d > \/5/ 2 ou um conjunto de d > \/2 /2 arestas

independentes. O

Sejam ey, - - -, e, k >+/7/2, as arestas nesse K¢ ou nesse emparelhamento com pelo menos
\/1/2 arestas.
Se F € &), entdo F ¢ [Ro] U [Ry| e assim FNR, # @ e FN Ry, # @ e portanto, cada e;,
1 <i <k, esté contido em X ou em V ~ X. Isto ocorre com probabilidade (1/2)¥ < (1/2)V"/2

Assim, temos que

j T m |- og om
P(g §) < s2V? < (3)2732 Blog 5m/2 — o(1).
JSSs

Contradigao. O

5.2.1. Clircuitos de profundidade limitada. Seja C um circuito. Definimos a profundidade de C

como o comprimento maximo de um caminho de uma variavel até a saida.
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Exemplo 135. A fungdo booleana @, : {0,1}" — {0, 1} que conta a paridade do # de bits 1,
definida como f((x;)" ;) = (3 j=; x;) mod 2, admite circuito com O(n) portas e profundidade

O(log n).

Observacgao 136. Circuitos com profundidade limitada para @, exigem # superpolinomial de

portas.

5.3. Aula 20 de Junho de 2018: Circuitos de profundidade limitada (continuacao).

23

5.3.1. Clircuitos de Profundidade Limitada. Seja C' um circuito. Definimos sua profundidade
prof C' como sendo o comprimento de um maior caminho entre uma de suas variaveis e uma de
suas saidas.

E possivel classificar funcdes booleanas pelo tamanho ou profundidade dos circuitos que
as computam. NC' é a classe das funcdes que podem ser computadas por algum circuito de
profundidade O(login) com nimero polinomial de portas, todas com exatamente duas entradas.
AC", por sua vez, é a classe definida de maneira andloga, na qual as portas possuem fan-in
ilimitado. Sabe-se que ACY C NC' C AC".

Nesta se¢ao, vamos considerar a funcao paridade de niimeros bindrios de n bits, que denotare-

mos por @,. Essa funcao é definida por

B {0,1}" = {0,1}

()] — (Z x;) mod 2.

i
Usando cépias do gadget ilustrado na figura 6, que implementa a funcio @9, podemos construir
um circuito com O(n) portas e profundidade O(log n) para @,. Em outras palavras, temos que

@, € ACL.

- ) T Y

FigurA 6. Circuito que implementa @o

23Notas produzidas por Felix Liu e Angelo Lovatto
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1402 Mostraremos adiante que se C' é um circuito para 9, com ntimero polinomial de portas, entao

lo . o , - ,

103 prof(C) = Q (ﬁ . Ou seja, ®, € NC!. Dito isso, é de se perguntar se @, nio esté
n

1404 também em ACP. Nesta secdo, vamos mostrar que nao: é impossivel construir um circuito para

1405 P, com nimero polinomial de portas e profundidade limitada i.e. @, & AC.

1406 Definigdo 137 (t-CNF e s-DNF). Um t-CNF é um circuito na forma normal conjuntiva, com
1407 a restrigdo de que cada cldusula tem no mdximo t literais.
1408 Analogamente, um s-DNF é um circuito na forma normal disjuntiva, com a restricio de que

1400 cada cldusula tem no mdximo s literais.

< t literais

Ficura 7. t-CNF

< s literais

Ficura 8. s-DNF

110 Definigao 138. Seja f uma férmula booleana f : {0,1}" — {0,1} e ¢ : [n] — {0, 1,%}.

1411 Definimos o suporte de o como sendo supp(o) = 0~ 1({0,1}).
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A fungio f restrita a o, fl,: {0, 1}9_1(*) —{0,1}, é dada por

0i se i € supp(o)
Flo(y) = f(x), com z; =
yi sei € o t(x)
Informalmente, fixamos através de o os valores de alguns literais de f, resultando em uma fung¢do

flo que depende dos demais literais. Neste contexto, dizemos que o € uma restri¢do.

Exemplo 139. Seja f = (1 Ax2) Vag e o(1) =0,0(2) = 0(3) = *. Entao f|,= (0 Ax2) V 3.

Observe que f|,= 3, mas ainda ¢ definida como uma fungao sobre z3 e x3.

Definicao 140. Dado 0 < p < 1, uma p-restricao aleatoria € uma restricio o em que para cada

posicao i, independentemente, temos

Definicao 141 (Minterm e Maxterm). Dada f(x1,...,x,) uma funcio bindria, uma restri¢io
o0 € um minterm de f se f|,= 1 e supp(o) é minimal. Se o € tal que f|,= 0 e supp(o) é minimal,

dizemos que o é um maxterm de f.
Fato 142. Se f ¢é tal que todo minterm p tem |supp(p)|< s, entao f é s-DNF.
Fato 143. Se f ¢ tal que todo maxterm p tem |supp(p)|< t, entdo f € t-CNF.

Para verificar ambos os fatos, basta observar que podemos tomar os minterms como clausulas

para um s-DNF', e os maxterms como clausulas para um t-CNF.

Lema 144 (Switching Lemma). Seja G : {0,1}" — {0,1} uma t—CNF e o uma p-restri¢io

aleatoria. Entdo
P(G|, nao € (s — 1)-DNF) < P(G|, tem minterm > s) < (5pt)*
Observagao 145. O Switching Lemma admite uma versao dual, na qual temos t—DNF em vez

de t—CNF e (s — 1)—CNF em vez de (s — 1)—DNF e maxterm em vez de minterm.

Demonstragdo. Dada uma t-DNF de G, podemos aplicar os teoremas de De Morgan para obter
uma t-CNF de =G em que possamos usar o Switching Lemma. Fixe um p arbitrario. Entao
aplicando De Morgan podemos constatar que =G|, é (s — 1)-DNF se e s6 se G|, é (s — 1)-DNF.

Além disso, nao ¢ dificil ver que =G|, tem minterm > s se e s6 se G|, tem maxterm >s. [
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Definicao 146 (Circuito alternante). Um circuito alternante C' € tal que

Seus literais estdo todos no nivel 1;

A porta de sua dnica saida estd no nivel d + 1;

Toda porta so tem saidas do nivel anterior como entradas;

As portas de um mesmo nivel sao todas do mesmo operador (A ou V); e

O operador de cada nivel é distinto dos niveis imediatamente adjacentes (N e V se

alternam a cada nivel).

Defini¢ao 147. Um C(s, s, d,t)-circuito é um circuito alternante em que

O total de portas do circuito € no mdximo s;

O total de portas do nivel 3 ao d+ 1 é no mdzimo s';

A profundidade do circuito é no mdximo d; e

O fan-in das portas do nivel 2 é no mdzximo t.

Denotaremos por C¢(s,s’,d,t), onde f € {A,V}, C(s,s,d,t)-circuitos cujas portas do nivel 2
sdo do tipo f.
Exemplo 148. Podemos obter um Cx (1 4 2771, 1,2, n)-circuito para @,, da seguinte maneira:
Para cada € € {0,1}" impar possivel, criamos uma cldusula conjuntiva com n literais, os quais
equivalem a x; @ ¢; & 1. Efetivamente, esse circuito limita-se a computar se a entrada é igual a

algum dos € impares possiveis e, portanto, é um circuito para @,.

Seja G uma das portas de um C(s, s, d, t)-circuito C'. Vamos nos referir por “circuito de G”
ao circuito formado por G e os literais na entrada de GG, se G estd no nivel 2; ou ao circuito
formado por G e pelos circuitos das portas na entrada de G, se G esta acima do nivel 2.

Dado um C(s, s, d, t)-circuito com d > 2, podemos sortear uma p-restri¢ao aleatéria e aplicar
o Switching Lemma aos circuitos das portas do nivel 3, para que seu operador seja 0 mesmo
que o do nivel 4. Entao, podemos remover as portas do nivel 3 e ligar as entradas do nivel 4
as saidas adequadas do nivel 2, obtendo um circuito de profundidade menor. Podemos entao
repetir esse procedimento até obter um Ch (00, 1,2, t)-circuito (se necessario, acrescente um nivel
d+ 2 e aplique o lema mais uma vez). No pior caso, aplicamos essa redugdo d — 1 vezes no total.
Tomando p = %Ot, podemos mostrar que com alta probabilidade o circuito obtido computa uma

restricdo da fungao original. Com esse raciocinio em mente, provamos o seguinte teorema.
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Teorema 149. Seja f : {0,1}" — {0,1} wma fungdo booleana que tem um C(oo,s’,d,t)-
circuito. Suponha que (s'+1)/2" <1/2 e n(35;)%"! > 12. Entdo f tem minterm de tamanho

<n—2(&) 4t

Demonstragdo. Tome p = %Ot e s = t no Switching Lemma. Cada aplicagdo do Switching Lemma

falha em gerar uma restrigdo do circuito original com probabilidade no maximo (5pt)* < %

Como aplicamos o Switching Lemma no méximo s’ + 1 vezes (uma vez para cada porta acima
do nivel 2, e talvez uma a mais) e (s’ + 1)/2¢ < 1/2, temos que as aplicagdes foram todas bem
sucedidas com probabilidade maior que 1/2. Obtemos entdo um Cx (o0, 1,2, t)-circuito que é uma
t-DNF de uma fungao g = f|,, para um certo p. Pelo Switching Lemma, com alta probabilidade
tal g tem minterm < ¢.

Seja X o nimero de varidveis cujos valores nao foram fixados no processo para se obter g.
Como em cada um dos d — 1 niveis sorteamos uma p-restri¢do aleatéria distinta, isso significa

que X ~ Bi(n,p? ). Assim, temos que

1

P(X <enp?™t) < ez

L
10¢

1

Tomando e = 1/2, como p = e supomos que n(l—olt)d*1 > 12, temos que —%52npd*1 < -—1.

Dessa forma, é verdade que

n, 1 1

PX < —(—) Y <el <,

(X < 2(1015) )< 2
Assim, com probabilidade maior que 1/2, g é uma fungdo sobre X > %(ﬁ)d I varigveis.
Logo, f tem minterm <n — %(%Ot)d_l + ¢, como queriamos. O

1
Corolario 150. Suponha 2 < d < (log n)/log 20. Nao existe C(co,2™*/10-2 4, %né) para Sn,.
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