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FUNDAMENTOS DE MATEMATICA PARA A COMPUTACAO
10. SEMESTRE DE 2018

EXERCICIOS

Entrega. Entregue suas solugoes no Paca. Solugoes entregues fora de prazo valerao menos.

Politica de colaboracao e uso de fontes. Todo trabalho entregue por vocé deve ser seu.
Vocé é encorajado a discutir com seus colegas o material visto em sala e os enunciados dos
exercicios, mas tome cuidado para nao compartilhar seu trabalho além do permitido. Nos
exercicios individuais, vocé nao pode compartilhar suas solugoes ou mesmo ideias de solucoes.
Nos ezercicios em grupo, vocé s6 pode compartilhar suas ideias e solugoes com membros de seu
grupo. Nos exercicios em grupo, cada membro do grupo deve escrever uma solugdo propria—
esta disciplina tem como um de seus objetivos estudar como escrever matematica e portanto o
processo de escrita sera enfatizado, mesmo nos exercicios em grupo. Ao entregar um exercicio
feito em grupo, nao esquega de escrever o nome de todos os membros do grupo em sua solugao.

Vocé nao deve procurar solucoes de terceiros (como de amigos ou na Web). Caso vocé
acidentalmente encontre a solugao de algum exercicio em algum lugar, vocé deve citar esta fonte
em sua solugao. Caso voceé acidentalmente acabe colaborando com colegas na descoberta de uma
solugao, voceé deve citar esta colaboragao em sua solugao. Seu desempenho nesta disciplina ficard

prejudicado caso vocé viole essas regras.

Fontes dos exercicios. Varios dos exercicios vém de nossa bibliografia. Usamos as seguin-
tes abreviaturas (outras abreviaturas poderao ser adicionadas posteriormente). MH: Michael
Hutchings, Introduction to mathematical arguments; KH: Kevin Houston, How to think like a

mathematician; DJV: Daniel J. Velleman, How to prove it.

Exercicios para entrega. Os exercicios para entrega estao marcados com uma data de entrega.
Nesses exercicios, ha também indicacdo se é um exercicio individual ou se pode ser feito em

grupo. No caso de exercicios em grupo, o nimero maximo de alunos por grupo estd especificado.

* ok %k % ok

E1 Faga os exercicios de 1 a 7, p. 27, de MH.

E2 Faga o Exercicio 1.34 de KH.

E3 A diferenca simétrica A /A B de dois conjuntos A e B é o conjunto (AU B) \ (AN B).
Prove que a operagao de diferenga simétrica é associativa, isto é, que A A (B A C) =
(A A B) A C para quaisquer conjuntos A, B e C. {Data de entrega: 14/3/2018;
exercicio individual}

E4 Faca o Exercicio 6.11(ii) de KH.

E5 Faga o Exercicio 6.11(iv) de KH.

E6 Faca os exercicios de 1 a 17 da Secao 1.2 de DJV.

Date: Versio de 2018/6/27, 7:06pm.
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ET7 Seja n um inteiro positivo. Sejam z1, ..., x, varidveis booleanas. Dado S C [n], definimos

as férmulas ¢g, g e vg como segue:
ps=\Va, vs= \/ m e y5=p5Vis (1)
i€S ieln)\S

Finalmente, seja

ScC[n]
Por exemplo, se n =2 e S = {2}, temos yg = -1 V z2. Ademais,
oy = (.%'1 V xg) A (.1‘1 V —|x2) A (‘%’1 V 562) A (—mcl V —|.1‘2). (3)
(i) Suponha que n =3 e S = {2,3}. Diga o que é pg.
(i)

(#ii) Mostre que ®,, é insatisfativel para qualquer valor de n

Diga o que é Ps.

[Observagdo. Vocé pode ficar na divida o que sdo ¢y e ¥p,. Vale que 7y = Vz‘e[n} T
€ V] = Ve @i-] {Data de entrega: 21/3/2018; exercicio individual}
E8 Facga o Exercicio 10.11 de KH.
E9 Faca os itens (i) a (iv) do Exercicio 11.12 de KH.
E10 Considere a afirmacao p dada abaixo:
p=FVz,yeR)(z<y= FzeR)(z < z<y)). (4)
(i) Determine a negagao —p de p.
(it) Diga em palavras (“em linguagem humana”) o significado de p e de —p.
(iit) A afirmagao p é verdadeira? A afirmagao —p é verdadeira? Justifique.
{Data de entrega: 28/3/2018; exercicio individual}
E11 Considere a afirmacao g dada abaixo:
g=(z,yeN)(z<y= (FzeN)(z <z <y)). (5)

(i) Determine a negagao —q de q.

(ii) Diga em palavras (“em linguagem humana”) o significado de ¢ e de —q.
(#ii) A afirmagao ¢ é verdadeira? A afirmagao —q é verdadeira? Justifique.
{Data de entrega: 28/3/2018; exercicio individual}

E12 Faca os itens (i), (ii) e (iii) do Exercicio 20.14 de KH. [Observagao. No item (i), basta
encontrar o erro na demonstragao proposta. |

E13 Faca o maior nimero possivel dos itens (iv) a (xi) do Exercicio 20.14 de KH.

E14 Faca os item (x) do Exercicio 20.14 de KH. {Data de entrega: 4/4/2018; exercicio
individual}

E15 Prove que a hipétese de n ser impar no Exercicio 20.14(x) de KH é necesséria.

E16 Faca o maior nimero possivel dos itens (i) a (ix) do Exercicio 22.10 de KH.

E17 Fixe um inteiro d > 1. Sabemos que, para todo inteiro n, exitem inteiros g e r com 0 < r <
d tais que n = dg + r. Ademais, sabemos que tais ¢ e r sdo tnicos. Para cada 0 < r < d,
seja

Ar={ne€Z:n=dg+rondeqgercZel<r<d}. (6)
Seja P = {Ay,...,Aq—1}. Prove que P é uma particao de Z.

2018/6/27, 7:06pm
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E18 Para todo inteiro n > 1, seja
Pn={{X,[n]\ X}: X C [n—1]}. (7)
Assim, Py = {{@, {1}}} e Py = {{@, {172}}7 {{1}7 {2}}}

(i) Diga o que é P3 explicitamente.
(ii) Qual é a cardinalidade de P,,?
(#1) Prove que P, é uma parti¢ao de P([n]).

E19 Seja X um conjunto e F C P(X). Dizemos que F é intersectante se, para quaisquer F'
e F' € F, temos FFNF' # (), isto é, quaisquer dois membros de F tem algum elemento
em comum. Suponha agora que X seja finito. Seja n a cardinalidade |X| de X e suponha
que F C P(X) seja tal que |F| > 2"~ Prove que F ndo é intersectante. {Data de
entrega: 4/4/2018; exercicio individual}

E20 Seja X um conjunto com n elementos. Determine a média das cardinalidades |A N B|

onde A e B variam sobre todos os subconjuntos de X. Isto é, determine

2% S S janBl. (8)

ACX BCX
[Sugestao. Use fungoes indicadoras.] {Data de entrega: 11/4/2018; exercicio
individual}
E21 Uma urna contém bolas azuis e vermelhas. Seja a o nimero de bolas azuis e b 0 niimero
de bolas vermelhas na urna. Seja n = a+b. Qual é o niimero médio de bolas azuis nos 2"

subconjuntos de bolas da urna? Isto é, determine

S IsnAl ()

ScU
onde U é conjunto das bolas na urna e A é o subconjunto das bolas azuis em U.
E22 Uma urna contém um total de 3n bolas, das quais n sao azuis e 2n sao vermelhas. Seja k
um inteiro com 0 < k < n. Qual é o nimero médio de bolas azuis nos (??;Z) subconjuntos
de 3k bolas da urna? Esta pergunta pode também ser formulada da seguinte forma.

Seja U o conjunto das 3n bolas na urna. Determine

@Z)_lZ\SmAL (10)

S
onde a soma sobre S estende-se sobre todos os S C U com |S| = 3k e A = {z €
U: z é azul}.

E23 Faca o maior numero possivel dos itens (i) a (xiii) do Exercicio 23.8 de KH.

E24 Prove que a equagio x2°'® — 223 4 24 = 0 ndo tem raizes racionais. {Data de entrega:

11/4/2018; exercicio individual}
E25 Dado = € R, definimos |z|, o0 mddulo de x, como sendo —z se z < 0 e x se z > 0. Prove

que, para todo z e y € R, temos
|z 4yl < [z] + [yl (11)

E26 Prove que, para todo z e y € R, temos

2] = |yl| < |z —yl. (12)

2018/6/27, 7:06pm 3
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E27 Faca o maior nimero possivel dos itens (i) a (xvi) do Exercicio 24.10 de KH.

E28

E29

E30

E31

E32
E33

Seja N um inteiro positivo. O N-ésimo numero Harmonico Hy é o ntimero

1 1 1
1;]#“ L+5+ 45 (13)
Prove que Hon > 1+ n/2 para todo inteiro n > 0. {Data de entrega: 25/4/2018;
exercicio individual}
Neste exercicio, consideramos torneios: o resultado de campeonatos em que todos os
jogadores jogam contra todos os outros jogadores, e tais que nao hé empates nos jogos.
Por exemplo, um torneio com n = 4 jogadores poderia ser tal que o jogador i venceu do

jogador j se e sé se o par ordenado (i, j) pertence ao conjunto

{3,1),(1,4),(4,2),(2,1),(2,3),(3,4)}- (14)

Note que, no torneio acima, o jogador 3 venceu do jogadores 1 e 4 e perdeu do jogador 2.
Vocé pode achar conveniente desenhar certos diagramas para representar torneios: re-
presente cada jogador por um ponto e se o jogador ¢ venceu do jogador j, desenhe uma
flecha de 7 para j. Desenhe um diagrama para representar o torneio dado acima.

Introduzimos agora uma defini¢ao: dizemos que um jogador ¢ em um torneio é um resg
se, para todo jogador j diferente de 7, vale que ¢ venceu de j ou i venceu de um jogador k
que venceu de j. Por exemplo, no exemplo acima, o jogador 3 é um rei. Prove que todo
torneio ndo-vazio tem um rei. [Sugestao. Tente fazer este exercicio seriamente sem ler essa
sugestao. Se nao sair, leia a sugestao :-). Use inducao em n, o nimero de jogadores no
torneio. Suponha que os jogadores sao 1,...,n. No passo de inducdo, aplique a hipdtese
de inducao duas vezes: uma vez no torneio restrito aos jogadores 1,...,n — 1 e outra vez
em um outro torneio com n — 1 jogadores.] { Data de entrega: 25/4/2018; exercicio
individual}
Sejam Aj,..., A, C X conjuntos. Para z € X, seja occ(x) o nimero de ocorréncias de x
nos A;, isto é,

occ(x) = Z I4,(x), (15)
1<k<n

onde 14, é a funcao caracteristica de A; (1 <i <n). Prove que

Al N Ay N AN A, ={z € X: oce(x) é impar}. (16)

Seja 7(x) o nimero de nimeros primos p com 0 < p < z. Prove que, para todo inteiro

positivo N, temos
1
w(N) > §log2 N. (17)

[Sugestdo. Sejam pq,...,p, 0s primos menores ou iguais a N. Assim, r = w(N). Usando
decomposicao em ntimeros primos, observe que todo inteiro positivo m < N pode ser
escrito na forma n2q, onde n é um inteiro positivo e ¢ é um produto dos p; (1 < i < r),
com cada p; ocorrendo no maximo uma vez em ¢. Quantos inteiros positivos m < N ha?
Quantos inteiros positivos m < z podem ser escritos na forma acima?|

Faca o maior nimero possivel dos itens (i) a (iii) do Exercicio 25.7 de KH.

Sejam Ay, ..., A, C [n] (n € N) conjuntos com |A;| > 3 para todo i. Prove que hé i, j
ekcoml<i<j<k<n taisque 4;NA; N A #0.

2018/6/27, 7:06pm



120 E34 Seja A(n) (n > 2) a afirmacao

para quaisquer z1,...,T, € R com x; > 0 para todo i, vale que

1
5($1+--.+:pn)Z(xl...$n)1/n.

130 A afirmagao A(n) é conhecida como a desigualdade das médias aritmética e geométrica
131 (desigualdade MAMG).
132 (i) Prove A(2).
133 (i) Seja n > 2. Prove que se A(2) e A(n) valem, entao A(2n) também vale.
134 (#ii) Seja m > 2. Prove que se A(n) vale, entdo A(n — 1) também vale. [Sugestao.
135 Tome z, = (x1 + -+ xp—1)/(n —1).]
136 (iv) Conclua que A(n) vale para todo n > 2.
137 {Data de entrega: 2/5/2018; exercicio individual}
138 E35 (i) Seja

X:{n—;:n,meNcomnzlemZI}. (18)
139 Prove que X é bem ordenado, isto é, prove que todo Y C X nao-vazio tem um
140 elemento minimo: um elemento y € Y tal que, para todo 3y’ € Y, vale que y < /.
141 (ii) Seja

Z—{n%—;:n,mENconglemzl}. (19)
142 Prove que Z nao é bem ordenado, isto é, prove que existe Y C Z nao-vazio sem
143 elemento minimo.
144 {Data de entrega: 2/5/2018; exercicio individual}
145 E36 Paratodox € R, definimos |z | como sendo o piso de x (ou chdo de x): o maior inteiro que
146 nao excede x. Por exemplo, |7| =3, |e] =2, |[—7| = —4 e |—e| = —3. Analogamente,
147 definimos [z] (z € R) como sendo o teto de z: o menor inteiro maior ou igual a x.
148 (i) Desenhe o grifico da fungao f: R — R dada por f(x) = |z]| (x € R).
149 (i) Prove que [x] = —|—z| para todo = € R.
150 (ii1) Prove ou dé contra-exemplo para as seguintes afirmagoes.
151 (a) Para qualquer x € R, nao existe k € Z tal que [z] < k < z.

) Se z e y s@o reais tais que |z] < |y/, entao existe k € Z tal que z < k < y.
¢) Sen €N, entao n = [n/2| + [n/2].
d) Para todo x real ndo-negativo, temos \/7
e)

)

vz .
[Vl

|. [Sugestao. Considere inicial-

154

(b
153 (
(
(

/]
155 Para todo x real nao-negativo, temos [/ |z]]
/8

156 (f) Para todo n € N, temos || |n/2]/2]|/2] = |n
157 mente a afirmacao |[z]|/2] = [z/2]]
158 K37 Este exercicio é uma continuacao do Exercicio E36. Prove ou dé contra-exemplo para as
159 seguintes afirmagoes.
160 (i) SeneNea+ =1, onde a e 3 sao reais nao-negativos, entdao n = |an| + [pn].
161 (i) Para todo x real ndo-negativo e todo inteiro k > 1, temos

NWLL LxJJ...JJJ:p%J:F/Q’“J. (20)

k vezes

2018/6/27, 7:06pm )



162

163

164

165

166

167

168

169

170

172

173

174

175

177

178

179

180

181

182

183

184

185

186

187

188

189

190

191

192

193

194

196

(ii) Para todon € Ne k> 1 (k € N), temos

L. Lln/2)/2] ... /2] = [n/2°). (21)

k vezes

{Data de entrega: 9/5/2018; este exercicio pode ser feito em grupos de 2}

E38 Para todo inteiro n, sabemos como escrever n na base 2. Seja s(n) a cadeia de bits que
representa n na base 2; aqui, por simplicidade, supomos n > 0. Por exemplo, se n = 22,
temos s(n) = 10110 e se n = 2018, entao s(n) = 11111100010. Seja £(n) o comprimento
de s(n), isto é, o numero de bits em s(n). Assim, £(22) =5 e £(2018) = 11.

(i) Monte uma tabela com n, s(n) e £(n) para 1 <n < 15.

(i) Prove por indugao que se n > 1, entao £(n) = [logyn| + 1.

E39 Dados inteiros positivos a e n, queremos obter a™ calculando apenas produtos. Natural-
mente, é possivel obter a” calculando a X - -+ x a (n — 1 produtos). E possivel calcular a™
com um nimero consideravelmente menor de produtos: de fato, (*) é possivel calcular a™
fazendo, no méaximo, 2logyn produtos. Por exemplo, é possivel calcular a?*'® fazendo
no méximo 2log, 2018 = 2 x 10.9--- = 21.9... produtos (o algoritmo ébvio faria 2017
produtos e a afirmagao (*) diz que basta fazer 21 produtos ou menos).

(i) Prove a afirmagdo (*) acima. [Sugestdo. Vocé pode achar mais conveniente de-
monstrar a seguinte afirmacao por indugao: é possivel calcular o™ fazendo no ma-
ximo 2(¢(n) — 1) produtos, onde £(n) é como definido no Exercicio E38. Dica: note
que, por exemplo, a® = (a?)?a e a®? = (((a2)2)2a2a)2.]

(i) A sugestao do item (i) acima dé a cota 2(¢(n) — 1) para o problema em questao.
Prove uma cota que é em geral melhor, envolvendo a quantidade ¢;(n), definido como
sendo o nimero de bits 1 na representagao bindria de n (por exemplo, ¢1(22) = 3

10242 esse

e ¢1(2018) = 7.) [Observagdo. A motivacao aqui sao exemplos como a
numero pode ser calculado com 10 produtos, enquanto que a cota sugerida em (%)
é2(f(n)—1)=20>10.]
{Data de entrega: 9/5/2018; este exercicio pode ser feito em grupos de 2}
E40 Os matemaéticos egipcios em 1800 A.C. expressavam fragoes racionais r entre 0 e 1 na
forma 1/a; + - -+ 1/ay, com os a; naturais distintos. Por exemplo, uma forma para eles
expressarem 2/5 era 1/3 4+ 1/15, e uma forma de eles expressarem 5/8 era 1/2 + 1/8.
(i) Escreva um programa que recebe como entrada um racional r com 0 < r < 1 e que
tem como saida uma ‘representacao egipcia’ de r. Para escrever seu programa, use
o seguinte processo indutivo, devido a Fibonacci (1202 D.C.): suponha r = m/n
com m e n naturais nao nulos. Seja entao g = [n/m] e use

1 1
m_z + <representagéo de I — > . (22)
n q n q

(ii) Use seu programa para obter uma representagao egipcia de 5/121.
(#ii) Prove que seu programa de (i) funciona :-). Isto é, prove que ele termina (nao entra

em um loop infinito) e que os denominadores que ele obtém para a representacao

1Um uso da identidade 5/8 =1/2+4 1/8 é o seguinte: suponha que temos 5 pizzas para dividir entre 8 pessoas.

Uma forma simples seria dividir cada pizza em 8 pedacos e cada um ficar com 5 pedacos. Uma forma alternativa
melhor (?) é dividir 4 pizzas em metades e uma pizza em 8 partes, e cada um ficar com uma metade e um pedago
de tamanho 1/8.

6 2018/6/27, 7:06pm
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E41

E42

E43

E44

egipcia sao todos distintos. [Sugestdo. Para provar que seu programa termina, prove
que os ‘valores de m’ que ocorrem em seu programa decrescem estritamente. Para
provar que os denominadores sao todos distintos, prove que os ‘valores de ¢’ sao
estritamente crescentes.|
{Data de entrega: 16/5/2018; este exercicio pode ser feito em grupos de 2}
Em nossa analise da busca binaria em listas ordenadas, ocorreram as arvores binarias B,
definidas a seguir. Para n = 0, a drvore B,, é uma arvore vazia (uma &rvore com um
unico né externo). Suponha agora que n > 1 e que B, ja esteja definida para valores
menores de n. Se n é impar, temos que B,, = (r, B ln/2)> Bln/2 J) (naturalmente, supomos
aqui que r é um noé novo, que nao ocorre nas subarvores direita e esquerda de B,, e que
essas subdrvores nao tém nés comuns). Se n é par, temos que B,, = (7, B, /2, B, /2_1).
Desenhe as arvores B,, para 0 <n <8.
Lembre que, dada uma &rvore bindria T, a profundidade prof(z) de um né = de T' é sua
distancia a raiz de T. Assim, a raiz de T tem profundidade 0 e se x é filho de p, entao
prof(z) = prof(p)+1. Definimos a altura h(7T") de uma drvore T como sendo max, prof(zx),
onde o maximo é tomado sobre todos os nés x de T. Seja h(n) = h(By,), onde B,, é a
arvore definida no Exercicio E41. Determine h(n) para todo n > 0. [Observa¢do. Por
exemplo, h(0) =0, h(1) =1 e h(2) = h(3) = 2.]
Lembre que, quando fazemos uma busca bindria em uma lista ordenada e essa busca é
sem sucesso, chegamos a um né externo da drvore B, (veja o Exercicio E41), onde n é
o numero de elementos em nossa lista. Fixe uma lista zg < --- < z,_1 e suponha, por
simplicidade, que todos os x; sdo distintos. Suponha que fazemos buscas sem sucesso
nessa lista. Cada busca sem sucesso b resulta em um certo nimero de perguntas do tipo
“r <y 7 sendo feitas. Seja p(b) o nimero de tais perguntas feitas para realizar a busca b.
Sejam a(n) = min p(b) e S(n) = max p(b), onde o minimo e o maximo sao tomados sobre
todas as buscas sem sucesso b. (Note que 5(n) é o nimero de tais perguntas “no pior
caso”, e a(n) é o nimero de perguntas “no melhor caso”.)
(i) Determine a(n).
(i) Determine 5(n).
(iii) E verdade que a(n) < B(n) < a(n) + 1?7 Justifique sua resposta.
{Data de entrega: 23/5/2018; exercicio individual}
Lembre que, quando fazemos uma busca bindria em uma lista ordenada e essa busca é
com sucesso, chegamos a um né interno da arvore B,, (veja o Exercicio E41), onde n é
o numero de elementos em nossa lista. Fixe uma lista zg < --- < x,_1 e suponha, por
simplicidade, que todos os z; sao distintos. Suponha que fazemos buscas com sucesso
nessa lista. Cada busca com sucesso b resulta em um certo nimero de perguntas do tipo
“r <y 7 sendo feitas. Seja p(b) o nimero de tais perguntas feitas para realizar a busca b.
Note que p(b) = prof(z;) + 1 quando buscamos z na lista e x = x;. Seja y(n) = max p(b),
onde o méximo é tomado sobre todas as buscas com sucesso b. (Note que y(n) é o niimero
de tais perguntas “no pior caso”.)
(i) Prove que y(n) = [loggn| + 1.
(ii) O nivel £ de By, é o conjunto dos nés internos y com prof(y) = ¢. Por exemplo, no
nivel 0 temos somente a raiz de B, se n > 0 (se n = 0, ndo hé nds internos). Prove

que o niimero de elementos no nivel £ de B, (n > 1) é 2° se £ < [logyn| — 1.

2018/6/27, 7:06pm 7
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(iii) Seja N1/2 o nimero de elementos z; da lista 9 < -+ < 1 tal que a busca com

sucesso de z; é tal que fazemos

< 57(n) (23)

perguntas “x < y?”. Isto é, para esses Ny, elementos x;, a busca com sucesso faz
metade ou menos perguntas “z < y?” comparado com o pior caso.

(a) Prove que Ny /2 < V2n. Assim, apenas para uma fracdo pequena dos x; (que
tende para 0 conforme n — o0) temos que a busca de x; “custa” < v(n)/2
perguntas.

(b) O que ocorre se trocamos 1/2 em (23) por algo como 3/4 ou 99/1007 Se-
jam N34 e Ngg 199 0s nimeros de x; correspondentes. E ainda verdade que

N
lim —/% = (24)
n—oo N
¢ N,
lim —221%0 _ g9 (25)
n—00 n

[Observagao. A conclusao é que, para a vasta maioria das buscas com sucesso,

o numero de perguntas que se faz nao ¢ significativamente diferente de log, n.]

E45 As seguintes arvores bindrias M,, (n > 0) ocorrem quando estuda-se o mergesort (orde-

nagao por intercalagio).? Para n = 0, temos que M, = (2) (isto é, My tem um tnico n6
externo). Para n = 1, temos que M,, = (r,(2), (2')) (assim, M; tem um né interno e dois
nés externos). Para n > 2, temos que M,, = (1, M|, /2|, M[p/27)-
(i) Desenhe M,, para 0 < n < 6.
(4) Quantos nds internos tem M,,? Quantos nds externos tem M,,?
(i12) Um né interno é uma folha se ele tem dois nds externos como filhos. Quantas folhas
tem M,,7
(iv) Seja h(M,,) a altura de M,,.
(a) Prove que se r < s, entao h(M,) < h(Mj).
(b) Prove que h(M,,) = [logyn] + 1 para todo n > 1.

E46 Faca o maior nimero possivel dos itens (i) a (xii) do Exercicio 27.23 de KH.

E47 Sejam a e b ntimeros naturais, com b > 0. Definimos sequéncias de naturais py,...,ps
e qi,...,q—o para um certo t > 3 da seguinte forma. Pomos p;1 = a e po = b. Seja
agora k > 3 e suponha que ja definimos ps,...,px—1 € q1,--.,qr—3. Se pr_1 = 0, entao
tomamos t = k — 1 e terminamos a definicdo de nossas sequéncias p1,...,P: € q1, ..., qt_2.

Por outro lado, se px_1 # 0, definimos pi e qr_o pela divisdo de pg_o por pg_1: isto €,

tomamos py e qp_s como sendo os Unicos naturais que satisfazem

Dk—2 = Qk—2Pk—1 + Dk» 0 <pr <pr-1- (26)

O procedimento acima define indutivamente a sequéncia dos p e a sequéncia dos gy.

2Veja https://introcs.cs.princeton.edu/python/42sort/ e https://introcs.cs.princeton.edu/python/
42sort/merge.py.html. Para executar merge.py, vocé precisard de https://introcs.cs.princeton.edu/
python/code/stdio.py e https://introcs.cs.princeton.edu/python/code/stdarray.py.
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E48

E49

E50
E51

E52

E53

E54

(i) Prove que
t—2
PIP2 = ) QP (27)
k=1

(#i) Faca um desenho que ilustra a identidade (27). [Sugestdo. Considere um retangulo
p1 X pa.

{Data de entrega: 23/5/2018; exercicio individual}

Um prédio tem duas escadarias, uma delas com 780 degraus e outra com 700 degraus.

Sabendo que os degraus das duas escadas estdo no mesmo nivel exatamente quando

conduzem a um mesmo andar, descubra quantos andares tem o prédio.

Para todo n € N, definimos o n-ésimo nimero de Fermat com sendo F,, = 22" +1. Assim,

Fy=3, F1 =5, Fo =17 etc.

(i) Prove que, para todo n € N, temos

Il Fo=For—2 (28)
0<k<n

(i) Prove que se k e £ sdo dois naturais distintos, entao mdc(Fy, Fy) = 1.
(iii) E verdade que todo os F,, (n € N) séo primos?
(iv) Deduza de (ii) acima que hé infinitos nimeros primos. [Observacao. Essa é a prova

de Goldbach para o fato de que hé infinitos niimeros primos.]

{Data de entrega: 30/5/2018; exercicio individual}

Faca o maior nimero possivel dos itens (i) a (xi) do Exercicio 28.19 de KH.

Sejam a e b inteiros com mdc(a,b) = 1.

(i) Prove que mdc(a + b,a —b) < 2. [Sugestao. Considere os nimeros 2a e 2b.]

(7i) Prove que mdc(a + b,a? + b?) < 2. [Sugestdo. Considere os nimeros 2ab, ab — a?

e ab— b2

{Data de entrega: 30/5/2018; exercicio individual}

Sejam x e y inteiros. Professor C (de “cento e cinco”) resolveu chamar de divisores
brilhantes de x e y os divisores comuns b > 0 de x e y que tém a seguinte propriedade:
se ¢ divide ambos x e y, entao c | b.

(i) Prove que para quaisquer x e y € Z, hd no maximo um divisor brilhante para x e y.
(ii) Prove que, para quaisquer x e y € Z, hd um divisor brilhante para x e y.
(ii1) Qual é o nome usual para esses divisores brilhantes?

{Data de entrega: 6/6/2018; exercicio individual}

Sejam a e b inteiros. Provamos em sala que existem inteiros k e ¢ tais que ka + ¢b =
mdc(a,b). A prova que vimos é indutiva: o caso b = 0 é claro e, se b # 0, entao
encontramos k' e ¢ para o par de inteiros b e 7, onde a = bg+r e 0 < r < |b] (g
er € Z), e produzimos k e £ a partir de k' e ¢'. Implemente este algoritmo: escreva um
programa que, dados a e b, encontra k, ¢ e mdc(a,b). [Observagao. A parte principal de
seu programa serd uma fungao recursiva, que implementa o algoritmo dado nessa prova.]
Sejam a e b inteiros. Queremos calcular mdc(a, b) e também encontrar inteiros « e (3 tais
que aa+ b = mdc(a,b). Considere o procedimento a seguir. Construimos uma sequéncia
de matrizes

MO M®, (29)
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336

para algum ¢ > 0, da seguinte forma. Tomamos

M(O): a 1 0 ‘
b 0 1

Suponha agora que k > 1 e que M@ ... M*=1D i3 estejam definidos. Sejam m;j as

(30)

entradas de M(kfl); isto é, suponha que ME=1) = (mij)o<i<2,0<j<3. Se mip = 0, entdo

tomamos t = k — 1 e terminamos a definicdo da sequéncia em (29). Caso contrario,

suponha mgy = mipq + r, onde ¢ e r sao inteiros e 0 < r < |mqg|. Seja

N:<O 1>7
I —q

(31)

e faca M*) = NM*=1 Isto define M*) e a sequéncia em (29) fica definida por inducéo.

Suponha que tdltima matriz M®) em (29) tenha a forma

(i) Prove que m = mdc(a,b).

(32)

(k)

(ii) Prove que aa + b = mdc(a,b). [Sugestdo. Suponha que m..’ sejam as entradas

de M®) (1 < k < t);isto &, M®) = ()

que ml(-g) = mgf)a + m(g)

)

]

b para ambos i =0 e ¢ = 1.]

v

Jo<i<2,0<j<3. Prove que, para todo k, vale

(77) Implemente este algoritmo. Vocé obterd assim uma versao nao-recursiva do algo-

ritmo de Euclides estendido

{Data de entrega: 6/6/2018; exercicio individual}

o).

E55 Dado um conjunto ndo-vazio de inteiros A, seja

DivA = {d € N: para todo a € A, vale que d | a}. (33)

Isto é, Div A é o conjunto dos divisores nao-negativos comuns dos elementos em A.

(i) Sejam ay,...,a, inteiros (n

Div{ai,...,an} =

> 2). Prove que

Div{ay,...,an—2, mdc(an—1,an)}. (34)

(i) Seja A um conjunto nao-vazio de inteiros, e suponha que A contenha um elemento

nao-nulo. Definimos o mdzimo diwwisor comum mdc A de A como sendo o elemento

méximo de Div A, isto é, mdc A = max Div A. Se A = {0}, entao pomos mdc A = 0.

Escreva um programa que, dado um conjunto A # () de inteiros, calcula mdc A.

E56 (i) Sejam A e B conjuntos nao-vazios de inteiros, com A C B. Prove que mdc A >

mdc B.

(ii) Seja A ={ai,as,...} um conjunto infinito de inteiros. Prove que, para algum n > 1,

vale que mdc A = mdc{ay, ...

,an}

E57 Seja A # () um conjunto de inteiros e seja d = mdc A. Prove que d é uma combinagao

10

linear inteira de elementos de A. Isto é, prove que existem aq, . .

tais que

d= Z ;.

1<i<n

Lan €EAear,...,an €L

(35)
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E58 Seja A um conjunto nao-vazio de inteiros. Professor C resolveu chamar de divisores

brilhantes de A os inteiros b € Div A com a seguinte propriedade: se ¢ € Div A, entdo ¢ | b.
(i) Prove que, para todo A C Z com A # (), hd no méximo um divisor brilhante para A.

(ii) Prove que, para todo A C Z com A # (), hd um divisor brilhante para A.
(4ii) Qual é o nome usual para esses divisores brilhantes?

E59 Faca o maior nimero possivel dos itens (i) a (xiv) do Exercicio 29.23 de KH.

E60 Faca os itens (ii), (iii) e (iv) do Exercicio 31.25 de KH.

E61 Seja p um primo com p =1 (mod 4).

nt1 (mod p).

(i) Sejam m e n naturais com m +n = p — 1. Prove que m!n! = (—1)
[Sugestao. Observe que —1 = p — 1 (mod p), —2 = p — 2 (mod p), etc e use o
teorema de Wilson, que diz que (p — 1)! = —1 (mod p) para todo primo p (veremos

a prova desse resultado na aula de 11/6/2018).]

(ii) Prove que 2
<<p;1) 1) = 1 (mod p). (36)

(i1i) Deduza que existe a inteiro com 1 < a < (p —1)/2 tal que a®> = —1 (mod p).

(iv) Considere a equacgao x>

= —1. Deduza que essa equacao tem solucao nos inteiros
médulo p (isto é, existe a € Z,, tal que a® = —1).

(v) Tome agora p = 11, de forma que p #Z 1 (mod 4). Verifique que 2> = —1 nio tem
solucao em Z, = Z11.

{Data de entrega: 13/6/2018; exercicio individual}

E62 Sejam a, b e n inteiros com n > 0. Considere a equacao
ar =b (mod n). (37)

(i) Prove que (37) tem solugao em Z se e s6 se mdc(a,n) | b.
(i) Seja
S=Supn={r€Z: ar=>b (modbd)} (38)
o conjunto solugao de (37). Suponha que zg € Z seja uma solucao de (37) e seja d =

mdc(a,n). Prove que
S={xo+tn/d: t € Z}. (39)

E63 Sejam p um primo e a um inteiro com p { a. Seja R C Z um sistema completo de residuos
médulo p. Prove que
aR = {ar:r € R} (40)

é também um sistema completo de residuos médulo p. {Data de entrega: 20/6/2018;
exercicio individual}
E64 Sejam p um primo e a um inteiro. Prove que
(i) a? 4+ (p—1)la =0 (mod p).
(i) a4+ (p—1)!a? =0 (mod p).
E65 Seja p > 3 um primo.
(i) Prove que p! e (p — 1)! — 1 sdo primos entre si.
(ii) Suponha que n = (p — 1)! — 1 (mod p!). Prove que os p inteiros que sucedem n sao
compostos. Prove que os p — 2 inteiros que precedem n sao compostos.

E66 Seja p um primo {fmpar.
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(i) Prove que 123%...(p —2)?2 =2242. .. (p —1)? (mod p).
(7i) Prove que se p=1 (mod 4), entdo 2242...(p — 1)2 = —1 (mod p).
1 (mod p).

(iii) Prove que se p =3 (mod 4), entdo 2242 ... (p —1)?
E67 Seja p um primo com p =3 (mod 4). Prove que

((7);1> !)2 — 1 (mod p). (41)

E68 Sejam m e n naturais positivos com mdc(m,n) = 1. Sejam R,, e R,, sistemas completos

de residuos médulo m e n, respectivamente. Prove que
R={rm+sm:r€ Ry escR,} (42)

é um sistema completo de residuos médulo mn. [Sugestio. Suponha nn’ =1 (mod m)
e mm' =1 (mod n). Dado a € Z, tome r = an’ e s = am’. Conclua que hd t € R tal
que t = a (mod mn). Por que tal ¢ é unico? (Note que |R| < mn.)].

E69 Sejam m e n naturais positivos com mdc(m,n) = 1. Sejam R}, e R} sistemas reduzidos

completos de residuos médulo m e n, respectivamente. Prove que
R*={rn+sm:re R, es€ Ry} (43)

¢ um sistema reduzido completo de residuos moédulo mn.

E70 Sejam m e n naturais positivos com mdc(m,n) = 1. Deduza de E68 e E69 que
p(mn) = @(m)e(n). (44)
E71 Seja n > 2 um natural. Seja
P =P, ={[a]: mdc(a,n) =1} C Zy. (45)
(i

) Prove que se b € [a] € P, entdao mdc(b,n) = 1.
(it) Sejam « e 3 elementos de P. Prove que aff € P.
(i#ii) Seja o um elemento de P. Prove que a~! € P.
(iv) Seja
P' ={a€Z,: 38 € Z, tal que aff = 1}. (46)
Prove que P = P'.
E72 Fixe n € N com n > 0. Seja R* um sistema reduzido completo de residuos médulo n e
seja a € Z com mdc(a,n) = 1.
(i) Prove que
aR* ={ar:r € R*} (47)
¢ também um sistema reduzido completo de residuos médulo n.
(7) Deduza o teorema de Euler de (i). [Sugestdo. Verifique que [[ cp« 7 = [[,cp-ar
(mod n).]

E73 Seja dado um inteiro £ > 1. Consideramos

NF =N x -+ x N = {(2i)1<i<r: i € N para todo i}, (48)
o conjunto das k-uplas ordenadas (x;)i<i<x = (21,...,2,) de naturais. No que segue,
quando conveniente, escrevemos X,y,... para elementos de N¥. Considere a relacio L
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de N* para N* (isto é, L ¢ N* x N¥) dada por
L= {((xi)lgigk, (yi)lgigk) S Nk X Nk: I, S Y; para tOdO Z} (49)

Se (x,y) € L (isto é, xLy), escrevemos x =< y (essa notagao é mais intuitiva, devido &
semelhanga entre os simbolos < e <). Note que, para k = 1, a relagdo < nada mais é que
a relacao de ordem < em N. Seja P a seguinte propriedade:
(Py) Se x1,X2,X3,... é uma sequéncia (infinita) de elementos de N¥, entéo existem a < b
tais que x4, <X Xp.
(i) Prove que Py é valida para k = 1. [Observagao. Vocé pode achar conveniente provar
a seguinte afirmagao: se x1,z2,23,... é uma sequéncia (infinita) de naturais, entao
existem i1 < iz < ... (com infinitos i;) tais que x;; < x4, < @y < ..
(ii) Prove que Py é valida para k = 2.
(iit) Prove que Py é valida para qualquer k > 1.
{Data de entrega: 27/6/2018; exercicio individual}
E74 Faga o maior nimero possivel dos exercicios do Capitulo 4 (Relagdes) de DJV.
E75 Faca o maior nimero possivel dos itens (i) a (vii) do Exercicio 30.28 de KH.
E76 Faca o maior nimero possivel dos exercicios do Capitulo 5 (Fungoes) de DJV.
E77 Faga o item (viii) do Exercicio 30.28 de KH.
E78 Estude o Capitulo 7 de DJV. Faga os exercicios daquele capitulo.
E79 Sejam a e b naturais positivos. Prove que existe um natural m que satisfaz as seguintes
duas propriedades:
(i) almeb|me
(i) sea|ceb|c, entdo m | c.
Prove que existe no maximo um tal natural m. Tal m é, em certos contextos, denotado
por a V b. Por qual nome vocé conhece a V b?
E80 Seja dado um inteiro £ > 1. Consideramos

N=Nx---xN= {(xi)1<i<k: x; € N para todo i}, (50)

o conjunto das k-uplas ordenadas (z;)1<i<kr = (21,...,2)) de naturais. Como no exerci-
cio E73, consideramos a relacdo L de N¥ para N¥ (isto é, L C NF x N*) dada por

L = {((zi)1<i<k (Yi)1<i<k) € NF x NF: 2, < y; para todo i}. (51)

Como antes, escrevemos x < y quando (x,y) € L. Sejam x e y elementos de N*. Prove
que existe z € NF tal que
(i) z=<xez=<ye
(ii) se w € NF é tal que w < x e w <y, entdo w < z.
Ademais, suponha que z’ € N* seja tal que
(i'Y 2 <xeZz <ye
(ii') se w € NF é tal que w <x e w <y, entdo w =< z'.
Prove que z' = z. Como vocé pode resolver o exercicio S11 (feito em sala) usando este
exercicio? {Data de entrega: 4/7/2018; exercicio individual}
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