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Instrucoes:

(1) Esta prova ¢ individual.
(2) A prova consiste de 4 questdes (contando a Questao 0 nesta pagina). Note que é possivel

tirar mais de 100 pontos nessa prova :-)

(3) Para ter nota integral em uma questao, a escrita de sua solugdo deve estar muito boa.
(4) As respostas devem estar nos locais indicados.
(5) Nao é permitido o uso de aparelhos eletronicos de qualquer natureza.
(6) Nao destaque as folhas deste caderno.
(7) Nao use folhas avulsas para rascunho. Nao é necessdrio apagar seus rascunhos.
(8) Nao é permitido consultar nenhum material ou consultar colegas.
Assinatura:

Sua assinatura acima atesta a autenticidade e originalidade de seu trabalho e que vocé com-

promete-se a sequir o codigo de ética da USP em todas as suas atividades, incluindo esta prova.

Boa sorte!

Q 0 1 2 3 Total
Nota

QO. [5 pontos]| Leia o contetdo desta pagina e preencha os itens requisitados. Assine acima,

e atente ao significado de sua assinatura.
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Q1. [25 pontos] Dado = € R, definimos |z|, 0 mddulo de x (ou o valor absoluto de x), como

sendo —x se x < 0 e x se x > 0. Prove que, para todo x e y € R, temos
[z +y| < |z + |yl (1)

Resposta:




Q2. [40 pontos| Nesta questao, consideramos férmulas booleanas p(z1, . . ., £, ) nas varidveis

Z1,...,ZTy. Por exemplo, poderiamos ter

(w1, 25) = (21 V (22 Aw3)) A (22 V (21 A 25)) A 23 (2)
Vamos usar 1 e 0 para indicar verdadeiro e falso (V e F). Dado a = (a1,...,an) €
{0,1}", podemos avaliar ¢(z1,...,x,) em a, isto é, podemos calcular ¢(a), e obtemos 0

ou 1 ao fazermos isso.

(1)

(i)

Calcule ¢(1,1,1,1,0) e ¢(1,0,0,1,0) para ¢ dado em (2). (Nao é necessario justi-
ficar sua resposta.)

Resposta:

Sea=(ai,...,a,) € {0,1}" e b= (by,...,by) € {0,1}", dizemos que a é dominado
por b se a; < b; para todo i. Nesse caso, escrevemos a < b. Por exemplo, se
a = (1,0,1,0,0), b = (1,1,1,0,1) e ¢ = (1,0,0,0,1), entdo a < b e a % ¢ (isto
é, a < ¢ nao vale). Dizemos que ¢(x1,...,z,) é mondtona se a < b implica
que p(a) < p(b). Prove que ¢ em (2) nao é mondtona.

Resposta:

Seja
Y(x1,...,x5) = (1 V(x2 Ax3)) A (2 V (21 Ax5)) A X3. (3)

Diga se 1 é ou nao é monétona. (Nao é necessario justificar sua resposta.)

Resposta:

Dizemos que uma férmula ¢(z1,...,x,) é livre de negagdes se ¢ s6 contém os ope-
radores V e A (em particular, ¢ nao contém —). Por exemplo, ¢ em (2) nao
¢ livre de negagoes, enquanto que ¥ em (3) é. Prove, por indugdo, que uma
férmula o(z1,...,x,) livre de negacoes é mondtona. [Sugestdo. Se ¢ é livre de
negacoes e ¢ contém ao menos um V ou ao menos um A, entao ¢ = 1 V @2 ou
© = p1 A 2 para 1 e @y livres de negagoes.]

Resposta:




Resposta (continuagao):




Q3. [50 pontos] Para A C P([n]) (n € N), pomos
A+ A={ANA:AcAe A € A} (4)

Por exemplo, se A = {{1,2},{1,3}} C P([3]), entdo A+ A= {0,{2,3}}.
(i) Sejam dados A, B e C C [n]. Suponha que AAB = AAC. Prove que B = C.
Resposta:

(7) Prove que, para todo A C P([n]), temos |A+ A| > |AJ.
Resposta:

(71) Sejam dados A e B C P([n]) tais que |A|+|B| > 2". Prove que existem A € A,
A€ Ae B € B tais que AN A’ = B.
Resposta:




Resposta (continuagao):

(iv) Sejam A = {A C [n]: |A| é par} e B = {B C [n]: |B| é impar}. Deter-
mine |A| + |B|. Existem A € A, A’ € Ae B € B tais que AA A" = B?
[Sugestao. Considere a paridade de |C| para C € A+ A\

Resposta:




