Aula 5. Processo de Poisson. Exemplos.
Exemplo 1. Processo de Poisson com diferentes tipos de eventos.

Consideramos um processo de Poisson com intensidade A. Suponha que em cada instante de ocorréncia de evento com
probabilidade p;,i = 1,...,n,(p1 +p2+- -+ pn = 1) vamos classificar o evento como o evento do tipo i. Por exemplo,
considere que as pessoas que entram numa loja formam um processo de Poisson com intensidade A\. Podemos supor
que a pessoa que entra na loja pode ser jovem com probabilidade 10%, pode ser adulto com probabilidade 70% e idoso
com probabilidae 20%. Neste caso p; = 0.1,pa = 0.7 e p3 = 0.2, notamos que p; + p2 + p3 = 1. Sejam N;(¢) o nimero
de eventos do tipo i que ocorreram até o tempo t.

O processo {N;(t),t > 0} é um processo de Poisson com intensidades p;\ para cada i = 1,...,n. Os processos
Ni(t), Na(t),...,Nyp(t) sdo independentes.

Ex. 1. Suponha que a chegada dos imigrantes em um pais formam um processo de Poisson com intensidade A = 1
pessoa por um dia. Sabe-se que 40% dos imigrantes sao europeus, 40% sao africanos e 20% sao asiaticos. Qual
é o tempo médio até que o décimo imigrante asiatico chegue?

Solucao. Imigrantes asiaticos formam um processo de Poisson com intensidade A,s = A - 0.2 = 0.2. Seja S19 o tempo de
espera do décimo imigrante asidtico. Temos que E[S1o] = 105 = 1055 = 50 dias. O
Exemplo 2. Distribui¢do condicional do tempo de chegada ([1], Chapter 5.3.5).

Sabe-se que exatamente um evento ocorreu durante o tempo (0, ¢]. Qual é a distribuicao de tempo da ocorréncia deste
evento? Devido a estacionaridade e independéncia dos incrementos, espera-se a distribui¢ao uniforme. Temos,

P{T1 <s,N(t) =1}  P{1 evento em [0, s];0 eventos em (s, ]}
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O que prova que a distribuigdo de tempo de ocorréncia condicional seja uniforme no intervalo [0, ¢].

Este resultado pode ser generalizado, mas para isso, temos que introduzir o conceito de estatisticas de ordem. Sejam
Y1,Ys,...,Y, varidveis aleatérias. Vamos dizer que Y(1),Y(2),...,Y(y) sdo estatisticas de ordem que correspondem
a Y1,Ys,...,Y,, se Y é o k-ésimo menor valor entre Y1,Ys,...,Y,, k = 1,2,...,n. Por exemplo, se n = 3 e
Y1 = 4,Ys = 5,Y3 = 1, entao Y1) = 1,Y9) = 4,Y(3) = 5. Se Y;,i = 1,...,n, sdo independentes identicamente
distribuidas com a densidade f, entao a densidade conjunta das estatisticas de ordem Y{y), Y2y, ..., Y(y) é dado pela
férmula,

Fry, o) =0 [[FWi), v <2 <+ <y (1)
=1

A inferéncia de (1) segue o seguinte raciocinio:

(i) Yy, Y(2),---,Ymy) € igual & (y1,92,...,¥yn) se (Y1,Ys,...,Y,) é igual a qualquer uma das n! permutagoes de
(y1’ Y2, -, yn)?

(ii) a densidade de que (Y1,Y2,...,Yy) éigual a (yi,, Yy, - -, ¥in) € [T7=) f(yi;) = [Tj=; f(yy), onde iy, ..., in é uma
permutacao dos indices 1,2,...,n.

Se a distribuigao de ¥; é uniforme no intervalo [0, ¢], entdo a densidade conjunta das estatisticas de ordem (1) é

n!
f(y17y2,~~-ayn):t71a O<y1 <y2<---<yn <t (2)
Ex.2 Sabe-se que N(t) = n. A distribuigdo conjunta de n tempos de ocorréncias Sy, ..., S, desses eventos é igual a

distribuicao de estatisticas de ordem para n variaveis independentes e uniformemente distribuidas no intervalo

[0,1].
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Figura 1: Instante 10 horas cobra-se com “mais chances”com um intervalo “largo- soma de duas varidveis indepen-
dentes T— + T e exponencialmente (com a intensidade \) distribuidas. Entdo, o intervalo que vai cobrir o instante
10hs tem distribuicdo gamma com os parametros 2 e X. Essa distribuicao mais “larga”de que uma exponencial com a
mesma intensidade \.

Solugao. Para obter a densidade conjunta condicional de Si,...,S, dado que N(t) = n notaremos que para 0 < s <
coe < 8y < t, 0 evento {S] = s1,52 = s9,...,5, = $p, N(t) = n} é equivalente ao evento que os n + 1 tempos
entre ocorréncias satisfazem T7 = s1,T5 = 89 — S1,..., T = Sp — Sp—1, Int1 >t — Sy,. Logo
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Compare com (2). O

Exemplo 3. Paradoxo de tempo de espera.

Suponha que as chegadas de 6nibus formam um processo de Poisson com intensidade A 6nibus por hora. Suponha que
um homem chega as 10:00hs no ponto de 6nibus. Seja T' o tempo que ele espera o préximo onibus. Qual é a média do
tempo de espera T

Um raciocinio pode ser o seguinte. O intervalo de tempo entre os ocorréncias tem distribui¢ao exponencial com
intensidade A. Logo, o tempo médio de intervalo é 1/A. Por isso, espera-se que o tempo de espera deveria ser menor do
que o tempo médio do intervalo entre as chegadas: E[T] < 1/A, mais precisamente, espera-se que a média E[T] seja
igual a 1/2)\, devido & ”uniformidade”do momento de chegada do homem num ponto de 6nibus dentro do intervalo
entre chegadas de 6nibus. Mas esse raciocinio esta errado.

O raciocinio certo neste caso é usar a propriedade de distribuicdo exponencial: no momento quando o homem
chega no ponto de 6nibus, o intervalo de tempo do 1ltimo 6nibus até o préximo, que tem a distribuicao exponencial,
ja 7esqueceu” quanto tempo passou depois do tltimo 6nibus. Por isso, o tempo até o préximo onibus tem distribuigao
exponencial com intensidade A, o que significa que o homem vai esperar em média o tempo 1/A : E[T] = 1/A, mas
nao 1/2A\.

O mesmo resultado vale para o tempo T_ que passou da partida do dltimo 6nibus até o momento da chegada do
homem no ponto do énibus (até as 10:00hs). A distribuigdo de T_ é exponencial com a mesma intensidade . Este
fato leva a seguinte conclusao: a distribuicao do intervalo entre os 6nibus cujo inicio é menor do que 10:00hs e o final
é maior do que 10:00hs nao tem distribuigao exponencial, mas sim a distribuigdo gamma com os parametros 2 e A
(soma das duas varidveis exponenciais independentes com o mesmo parametro A).

Exemplo 4. Colegao completa ([1], p.261).

Temos m diferentes tipos de cupons. Em cada instante, uma pessoa escolhe um cupom independentemente dos outros
. . . . . o1 m

tipos de cupons ja escolhidos. Supomos que ela escolhe um cupom do tipo j com probabilidade p;, em que ) j=1P; = 1.

Seja N o ntimero de cupons coletados necessarios para completar uma colecao que tem pelo menos um cupom de cada

tipo. Ache a média de N.

Solugao. Seja IN; o ndmero de tentativas para obter o primeiro cupom do tipo j. Para cada j, o nimero N; tem
distribuicao geométrica com probabilidade de sucesso p;. O nimero N pode ser representado agora pela formula

N = max N;.
1<j<m

Infelizmente, os N;’s ndo sao independentes. Mas o problema pode ser reduzido a achar a esperanca de uma varidvel
aleatdria que é o maximo de variaveis independentes. Para isso, supomos que a pessoa escolhe um cupom em instantes



de tempos que formam um processo de Poisson com taxa A = 1. O evento que ocorre no processo de contagem classifica-
se como evento do tipo j se foi escolhido um cupom do tipo j. Seja N;(t) o nimero do cupons escolhidos até o instante
t. Sabemos que N;(t), para qualquer j, forma um processo de Poisson com a taxa Ap; = p;. Seja X; o tempo da
primeira ocorréncia do evento do tipo j e seja

X = max X;
1<j<m

o tempo quando a colecao de cupons vai estar completa. Os tempos X;’s sao independentes e exponencialmente
distribuidos com intensidades p;, logo obtemos

P{X <t} = P{max X; <t} = P{X; <t, paraj=1,...,m} = [[(1—e").
j=1

Logo, obtemos a esperanca
oo o0 m
E[X] :/ P{X > t}dt:/ (1 -1l —e*pft))dt.
0 0 j=1

Falta achar a esperanga de N. Para isto, basta notar que

N
X=>1,
i=1

em que T; sao os intervalos de tempos entre sucessivas ocorréncias de eventos no processo de Poisson com taxa 1.
Logo,

E[X] = E[N]E[T\] = E[N].
O

Exemplo 5. Amostragem do processo de Poisson

Sabemos que quando marcamos os eventos em um processo de Poisson (com taxa A) como evento do tipo I com
probabilidade p e evento do tipo IT com probabilidade 1 —p, temos que as ocorréncias dos eventos do tipo I (II) formam
um processo de Poisson com taxa Ap (A(1 — p)). Supomos agora que temos k tipos de eventos e as probabilidades
de classificagdo dos eventos alteram-se durante o tempo (denotamos por p;(s)). Com probabilidade p;(s), um evento

ocorrido em instante s classifica-se como um evento do tipo i. Notamos que Zle pi(s) = 1 para qualquer s.

Theorem 1 ([1], p.266) Seja N;(t), i =1,...,k, nimero de eventos do tipo i ocorridos durante um tempo t. Entao,
N;(t) sdo varidveis aleatdrias independentes sequindo distribui¢do Poisson com médias

t
EIN,(8)] = A / pi(s)ds. 3)
0
Prova. Calcularemos a distribuigao conjunta P{N;(t) =n;, i =1,...,k}. Temos que
k k
P{N;(t) =ni, i=1,...,k} = P{Ni(t) = ns, i =1,...,k [ N(t) = Y _ni}P{N(t) = > _n;},
i=1 i=1

Consideramos um evento ocorrido no intervalo [0, t], que tem probabilidade p; de ser do tipo . No instante de ocorréncia
s, ele tem probabilidade p;(s) de ser do tipo i. O tempo de ocorréncia é uniforme em [0, ¢]. Logo, pela probabilidade

condicional
t 1 1 [t
pi= [ pito)yds =7 [ mits)ds
0 t t Jo
independentemente de outros eventos ocorridos. Assim, a probabilidade condicional P{N;(t) = n;, i = 1,...,k |
N(t) = Zle n;} é a probabilidade multinomial de n; ocorréncias do tipo ¢, ¢ = 1,..., k. Cada evento entre Zle n;
eventos ocorridos tem probabilidade p; de ser do tipo i. Segue que
E k
. (Zi:l n’b)' n s
P{Nz(t) = NG, 1 = 1,...,]€ ‘ N(t) :;nz} = mpllpk .

Consequentemente,

k

(E’?—l n;)! At (At)Zi " “atp; (Atp)™
PI{N;(t) = o Ne(t) = ==l e gtk 77|| P
(Vi) =, Ni(t) = e} nﬂ...nk!pl Pye (> ma)! ¢:1e n;l

o que completa a prova do teorema. []



Exemplo 6. An infinite server queue ([1], p.266)

Supomos que a chegada de clientes em uma loja forma um processo de Poisson com taxa A. A loja tem um nimero
infinito de funciondrios, por isso, cada cliente quando chega, ja tem um funcionario para atendé-lo. Supomos que o
tempo de atendimento de um cliente tem funcao de distribuigcao acumulada G.

1. Qual é a distribuicao do nuimero de clientes que ja foram atendidos até o instante ¢?7 Denotamos esse ntimero
X(t).

2. Qual é a distribui¢do do nimero Y (¢) de clientes que estao sendo atendidos no instante ¢?

3. Qual é a distribuicdo conjunta de Y (t) e Y (¢t + s)? Encontre a covaridncia cov(Y (t),Y (t + s)).

Solugao. Fixaremos um instante ¢. Cada cliente que chega em instante s, tem tempo ns; ~ G de atendimento.
Para cada cliente, vamos considerar que ele é do tipo 1 se o tempo de atendimento dele acaba até o instante ¢ e que
ele é do tipo 2 em caso contrario. Se o cliente chegou em instante s, a probabilidade dele ser

do tipo 1 éigual a P{n, <t —s},= G(t — s)

do tipo 2 é igual & P{ns >t —s} =1 -Gt —s) =: G(t — s).

Assim, usando o Teorema 1, obtemos que X (¢) e Y (¢) s@o independentes e tém distribuigdo de Poisson com as médias

E[X(t)] = /\/O G(t— s)ds = )\/O G(y)dy

E[Y(t)] = )\/O G(t —s)ds = )\/0 G(y)dy,

respectivamente.
Para responder a tultima questao, introduzimos outra classificacao de eventos. Se o cliente chegou em instante y,
entao ele vai ser classificado como o cliente

1. do tipo 1, se y < t e o tempo de atendimento dele acaba em intervalo [t, ¢ + s]; isto ocorre com probabilidade

)= { Clts—y)—Gl-y) ify<t
p1\y) = 0, em caso contrario

2. do tipo 2, se y < t e o tempo de atendimento dele acaba depois do ¢ + s; isto ocorre com probabilidade

() = Gt+s—y), ify<t
p2\Y) = 0, em caso contrario

3. do tipo 3, se y € [t,t + s] e o tempo de atendimento dele acaba depois do t + s; isto ocorre com probabilidade

S(y) = Gt+s—y), ift<y<t+s
p3\y) = 0, em caso contrario

4. do tipo 4, em caso contrario. Isto ocorre com a probabilidade
1 —pi(y) = p2(y) — ps(v)-

Denotando N; = N;(t 4+ s) o nimero de eventos do tipo ¢, para ¢ = 1,2,3, temos pelo Teorema 1 que N; s&o
independentes com distribuicao de Poisson com média

t+s
E[N;] = A/O pi(y)dy, i=1,2,3.

Vejamos que
Y(t)=N1+Noy, Y(t+s)= Ny+ Ns.



Agora podemos calcular a distribuigdo conjunta e covariancia. Segue que
cov(Y(t),Y(t+s)) = cov(Ny+ Noy No+ N3) = cov(Na, Na)
t t
= Var[Ny] = E[Ny] = )\/ Gt +s—y)dy = /\/ G(u+ s)du
0 0
e a distribuicao conjunta é dada por

P{Y(t)=4,Y(t+s)=j}

P{Ny + N3 =1i,Ny + N3 = j}
min(4,5)

> P{Ny=m,Ny =i—m,Ns=j—m}
m=0

min(z,5)
> P{Ny=m}P{N; =i—m}P{Ns =j —m}.0

m=0

Exemplo 7. Minimizando o nimero de encontros.

Supomos que entradas de carros em uma rodovia formam um processo de Poisson com taxa A. Carros entram em um
ponto A e saem em um ponto B. Cada carro que entra na rodovia escolhe ao acaso a sua velocidade e durante todo
percurso se mantém com essa velocidade. Supomos que um carro ultrapassa outro sem perda de velocidade e tempo.
Supomos que o seu carro entra nesse highway em tempo s e vocé pode escolher a sua velocidade. Qual velocidade
vocé escolhe para diminuir o nimero de encontros com outros carros. Encontro é quando um carro te ultrapassa ou
vocé ultrapassa um carro.

Solugao. Seja d = b—a distancia de highway. Se vocé escolhe a velocidade v, entao o tempo da viagem em highway
é igual a tg = d/v. Outros carros entram de acordo com o processo de Poisson com taxa A e escolhem a velocidade V'
de acordo com a distribuicdo G. O tempo de viagem é uma varidvel aleatéria T' = d/V. Seja F a distribuicao de T.
Temos
F(t) = P{T <t} = P{d/V <t} = P{V > d/t} = G(d/t).

O seu carro entra em instante s e vai sair em s + ty. Se vocé ultrapassa um carro, significa que ele entrou antes de s e
vai sair depois de s 4 £y. Se um carro vai ultrapassar o seu carro, significa que este carro entrou depois de s e vai sair
antes do s + tg. Seja t o tempo de entrada de um carro. Ele encontra o seu carro se o tempo da viagem dele T é tal
que

t+1T >s+ty, set<s,

t+T <s+tyg, ses<t<s+ip.

Um carro que entra em instante ¢ vai se encontrar com o seu carro com a probabilidade

P{t+T>s+tg}=F(s+ty—1t), set<s,
p(t) =< P{t+T <s+tog}=F(s+tg—1t), ses<t<s-+to,
0, set > s+ tg.

Usando o Teorema 1, o nimero total de carros que o seu carro encontra tem a distribuicao de Poisson com média

[e’s} s s+to
A/ pt)dt = )\/ F(s+to—t)dt+)\/ F(s+to — t)dt
0 0

s+to to ’
= /\/ F(y)dy + )\/ F(y)dy.
to 0

Para minimizar esta média, obtemos

c;fo{A/Omp(t)dt} = M(F(s + to) — F(to) + F(to)) = 0.

Usando que F(s + tp) ~ 0, teremos o tempo t( tal que

F(to) —F(to) =0— F(to) — (1 —F(to)) =0— F(to) = 1/2 — F(d/vo) = 1/2.

Sabendo que F(d/vg) = G(vg), vemos que a velocidade 6tima vy é a mediana da distribuigio de velocidades

G(v9) = 1/2. Resumindo, mostramos que o nimero de encontros com carros é uma varidvel aleatéria com distri-
buigao de Poisson e a média tem seu valor minimo quando a velocidade escolhida é a mediana de G.



Exercicios domésticos. Exercicios para Lista 5: 5,6,7,9.

1. Seja N(t) um processo de Poisson com intensidade A. Cada evento vai ser classificado como o evento do tipo I
com probabilidade p(t) = e~2t, t > 0.
(a) O numero de eventos do tipo I ocorridos durante o tempo [0, 00) vai ser infinito?

(b) Qual é a distribui¢do do numero de eventos classificados como eventos do tipo I que ocorrem durante todo
o tempo (no itervalo [0, 00))?

(¢) Qual é a média do nimero de eventos do tipo I?

2. Chegadas de e-mails em um distribuidor formam um processo de Poisson N(t) com a taxa A. Cada e-mail vai
ser classificado pesado se o tamanho dele maior de que 1Mg e leve se o tamanho dele menor de que 1 Mg. O
tamanho (em Mg) de um e-mail é independente e tem a distribuigdo exponencial com a intensidade 1.

(a) Qual é a distribui¢do de nimero de e-mails pesados chegados ate o tempo ¢, se nos sabemos que N (t) = n?
(b) Qual é a distribui¢ao de niimero de e-mails pesados chegados em em intervalo (¢,t + s)?
(c) Qual é a distribuicdo de nimero de e-mails pesados chegados em em intervalo (¢,t + s), sabendo que

N(t) =n?

3. Sejam X7 e X, variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com distribui¢ao exponencial com
intensidade A. Seja U; uma variavel independente de X7, Xo que assume dois valores 1 e 2 com probabilidades
1/2 e 1/2. Forme a seguinte varidvel Y = Xy, - com a probabilidade 1/2 dela ser igual a X; e com a mesma
probabilidade dela ser igual a X5. Qual é a média de Y7

4. (Exercicio 33, [1] ) Seja N(t) um Processo de Poisson com a taxa A. Seja S,, instante de ocorréncia de n-ésimo
evento. Achar

(a) E[S4]
(b) E[S:| N(1) =2]
(c) E[N(4) = N(2) [ N(1) =3
(d) B[Sy | N(2)=1]
(e) E[S1[N(3)=F

5. (Exercicio 9, [1] ) X tem a distribui¢do exponencial com a intensidade A.

)
)
)
)

k> 2.

(a) usando a definigdo de média condicional achar E[X | X < ¢] onde ¢ é uma constante positiva.

(b) agora, achar E[X | X < ¢] usando a igualdade
EX]|=EX | X <P{X <c}+EX|X >P{X >c}.
6. (Exercicio 13, [1] ) Sejam X e X, varidveis exponenciais independentes e identicamente distribuidas com a inten-
sidade M. Definimos X(l) = Inin(Xl,Xg) e X(Q) = HlaX(Xl,X2>. Achar E[X(l)], VCLT’[AX(U}7 E[X(Q)L VaT’[X(Q)}.

7. (Exercicio 47, [1]) A chegada de pessoas em um ponto de 6nibus é um processo de Poisson com a taxa A. 6nibus
vai sair em instante ¢t. Seja X o tempo total de espera — soma de tempos de espera de todas as pessoas até pegar
o 6nibus. Seja N (t) nimero de chegadas ate o tempo t.
(a) Achar E[X | N(t)]
(b) Mostrar que Var[X | N(t)] = N(t)t?/12.
(¢) Achar Var(X)
8. Seja N(t) um Processo de Poisson com taxa A > 0. Encontre a probabilidade condicional de que hajam m

realizacoes nas primeiras s unidades de tempo, dado que ocorreram n eventos nas primeiras ¢ unidades de
tempo, onde 0 <m<ne0<s<t.

9. Seja N (t) um Processo de Poisson com taxa A > 0. Seja T}, o tempo do m—ésimo evento. Encontre a Distribuicao
de T,,. Dica: {T,, <t} ={N(t) > m}.
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