Aula 2. Distribuigoes condicionais: Caso continuo.

Sejam X e Y varidveis aleatérias continuas com densidade conjunta dada por f(z,y). A densidade condicional de X
dado que Y =y é definida, para todos os valores de y tais que fy (y) > 0, pela seguinte férmula:

Fxiw(aly) = J;fg;’. (1)

Motivagao:

f(r,y)dedy P{z <X <z+dr,y<Y <y+dy}
x|y)dr = = =Plr <X <zx+dxly<Y <y-+dy}l.
Fxiv(@ty) Fr (y)dy Ply<Y <y+dy} ¢ v v dy}

Para memorizar a primeira igualdade acima, basta lembrarmos da definicao de probabilidade condicional:

P(AN B)

PAIB) = =55

A esperancga condicional de X dado que Y = y é definida, para todos os valores de y tais que fy(y) > 0, pela férmula:
BIX)Y =y = [ afayelpis )

— 00

Ex. 1. Suponha que a densidade conjunta de X e Y é :

_f bry2-—z—-y), O0<z<l0<y<l
Flz,y) = { 0, em caso contrario.
Calcule a esperanca condicional da variavel X dado Y =y, onde 0 <y < 1.

Solugao. Primeiro obtemos a densidade condicional pela férmula (1):

felaly) = L&Y __6m@-w—y) _ 6m@-z—y) _6z@2-z—y)
XY fy(y) fol 6xy(2 — x — y)dx y(4 — 3y) (4 —3y)

Agora, usando a férmula (2) obtemos a esperanga condicional:

Y6222 -z —y)de  22-y)—6/4 5-4y

E[X|Y = 4] = _ _ _
(XY =] /0 43y 43y 8 — 6y

|
Ex. 2. A densidade conjunta de X e Y é: dada por

1, —zy
flzy) = sye Y, 0<x<oo,0§.y<2
0, em caso contrario

Calcule E[eX/?|Y = 1].

Solugao. A densidade condicional pela férmula (1) é

_ Sy ez
Ixy(z|1) = ) e 2da =e "

Logo, a esperanca condicional fica dada por:

E[eX?ly =1] = / ™2 fxpy (z]1)dz = / e Pemdy = 2.
0 0



Denotamos por E[X|Y] uma funcdo da varidvel aleatéria Y cujo valor é E[X|Y = y|, quando Y = y. Note que E[X|Y]
é uma variavel aleatéria. Uma propriedade dessa varidvel é que para quaisquer X e Y, segue a igualdade

E[EX|Y]] = E[X], (3)

desde que a esperanga de X esteja bem definida. Para varidveis discretas, a férmula (3) pode ser representada da
seguinte forma:

E[X] =) BIX|Y = y|P{Y =y}, (4)

enquanto para o caso continuo:

Ex. 3.

Solugao.

Ex. 4.

Solugao.

Ex. 5.

Solugao.

HM=/ﬁEWW=Mh@@~ (5)

Sejam X e Y varidveis continuas e independentes com densidades fx(z) e fy(y), respectivamente. Calcule a
probabilidade P{X < Y}.

Usando a probabilidade condicional do evento dado o Y = y, obtemos:

oo

/OO PX <Y 1Y =hvits= [ PLX <Y = i}y

— 00 — 00

P{X <Y}

/fI%X<yH&@My=/:1&@H&@Mw
em que ,

Fx(y) = / fx(@)d.
O

Sejam X e Y varidveis aleatérias continuas e independentes. Encontre a funcgao de distribuigao da varidvel
Z=X+4Y.

Condicionando em Y = y, obtemos

PX+Y<z) = [ PXY <Y =i = [ PIXHy<zY = i)Wy
= [ P <i-nnwi= [ FeG- i
U
Sejam Uy, Us,, ... uma seqiiéncia de varidveis aleatorias independentes uniformemente distribuidas no intervalo
(0,1). Seja

N=min{n>2:U,>U,1}e M =min{n>1:U; +---+ U, > 1}.
Prove que N e M tém a mesma distribuicao e a média deles é igual a e.

Achamos a distribuicdo de N. Notamos que todas as ordenacoes das n primeiras varidveis tem a mesma chance
de ocorrer. Com isso, temos que

P{N>n}=P{U1 >U>--->U,} =1/nl
Agora, calcularemos a distribuigio da varidvel aleatéria M (z), em que
M(z) =min{n >1:Uy +---+U, >z}, onde0 <z <1.

Quando z = 1, temos M (x) = M. Provamos, usando indugéo, que P{M(z) > n} = 2™ /n!l. Para n = 1, temos
P{M(z) > 1} = P{U; < z} = x. Suponha que para qualquer z € (0,1], temos P{M(x) > n} = z"/nl.
Calculamos a probabilidade P{M (z) > n + 1} condicionando em U :

P{M(m)>n+1}:/0 P{M(x)>n+1|U1:y}dy:/0$P{M(x)>n+1|U1:y}dy

T, n n+1
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Logo, para qualquer x € (0,1] e n > 1, temos que P{M (z) > n} = z™/n!. Se x = 1, temos que as varidveis N e
M tém a mesma distribuicao. Finalmente,

EM]=E[N]=> P{N>n}=>Y 1/nl=e.
n=0 n=0
]
Exercicios domésticos.
1. [1] A distribuicao (densidade) conjunta de X e Y é:
e~ T/Ye—Y
f(z,y):T, 0<r<00,0<y <00

Mostre que E[X|Y =y] = y.
. [1] Sejam X e Y varidveis continuas independentes. Mostre que E[X | Y = y] = E[X].

. [1] A densidade conjunta de X e Y é:
2 _ g2

f(xvy) = u

3 eV 0<y<oo, —y<xz<y.

Mostre que E[X | Y = y] = 0.

. Um ponto é escolhido aleatoriamente no quadrado @ = {(z,y) : |z|+ |y| < 1}. Sejam (X,Y") as coordenadas
desse ponto.

(a) As varidveis aleatérias X e Y sado independentes?

(b) Encontre a densidade de X dado que Y = y.
. [1] O intervalo (0,1) é dividido por um ponto uniformemente distribuido no intervalo (0,1). Dado z € (0, 1), ache

a média do comprimento do subintervalo que contém o ponto x. Mostre que essa média atinge o valor maximo
quando x = 1/2.

. [2] Seja Q a drea no plano (drea igual a 1/2) composta de um poligono com vértices (0,0), (1,1),(0,1),(3,1) e
de um triangulo com vértices (%, 0),(1,0), (1, %) Seja o par (X,Y) distribuido uniformemente em 2. Prove que
as distribui¢oes marginais de X e de Y s@o uniformes. Além disso, calcule a distribuicao de X + Y.

. [2] Sejaa>0e:
_ [ [A+ax)d+ay) —ale™™ 07, sex>0,y>0
f(x,y) = { 0, caso contrario

(a) Prove que f(z,y) é uma densidade conjunta de um par (X,Y’). Encontre as densidades marginais.
(b) Encontre a densidade condicional de Y dado X =z, E[Y|X = z] e Var[Y|X].

. Um par (X,Y) é uniformemente distribuido em um retangulo:
Q=A(zy): 2] <2y <1}

(a) Ache a densidade condicional de X dado que Y = 1/2.
(b) Ache a distribuigdo de E[X|Y].
(c) Calcule a média condicional E[X|X +Y = a.
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