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EXERCICIO 1

(a) Temos que

PX=-1)=P(X=-1Y=-1)4+PX=-1Y =0+ P(X =-1,Y =1) =

6
1 1 1 1
PX=1)=PX=1Y=-1)4PX=1Y=04+PX=1Y=1)=—+-+ 3

11 3
PY=-1)=PX=-1Y =—1)+P(X=1Y =—1)= - + — =

11 1
PY=0)=P(X=-1Y=0+P(X=1Y=0)=c+5=c=;
PY=1)=P(X = 1Y—1)+P(X—1Y—1)—1+1—3—1

S S ST 6 12 12 47

Em suma, as distribui¢bes marginais de X e Y sdo dadas respectivamente por

P(Y=y)[1/4 1/2 1/4




(b) Por definigdo, o valor esperado da distribuigdo da variavel aleatéria X vale

1 1

Ademais, como

1 1
EXH)=1x-4+1x=-=1
(X =1xg+1xg=1

a variancia da distribui¢do da varidvel aleatéria X é igual a
Var(X) = BE(X?) - [E(X)? = 1.

De modo andlogo, temos que

1 1 1
EY)=-1x-40x=-41x==0.
¥) “p TV et
Como
1 1 1 1
EYH=1x= —4lx- =2
(Y?) X +0 x 5 +1x 1=
a variancia da distribuicdo da varidvel aleatéria Y é igual a
2 2 1
Var(Y)=E(Y*) - [E(Y)]" = 3

Agora, uma vez que

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY)

:(—1)><(—1)><%+(—1)><0><é+(—1)><1><%+

1 1 1
+1><(—1)><ﬁ+1><0><§+1><1><E

=0,

segue que p(X,Y) = 0.

(c) Nao, pois



(d) Para i = —1, temos

P(X =-1) 1/2 3
v o PY=0X=-1) 1/6 1
PO == - 1273

e, parat =1,

PY=-1,X=1 1/12 1
PY=-1X=1)= ( ) ): / _ .

P(X =1) 1/2 6’

PY=0,X=1) 1/3 2

P Y - X — 1 = = — = =

( 0] ) P(X =1) 1/2 3’

PY=1,X=1) 1/12 1

PY=1X=1) = = S

( | ) P(X =1) 1/2 6

De modo equivalente, a distribui¢ao condicional de Y dado X = —1 é dada por
u [ -1 0 1

PY=u|X=-1)[1/3 1/3 1/3

e a distribuicdo condicional de Y dado X =1 por

u [-1 0 1
PY=u|X=1)][1/6 2/3 1/6

Dai,

1 1 1
EY|X=-1)=-1x-4+0x-+1x-=0
(VX ==1) = =1 x 5 +0x 5 +1x 5 =0,

1 2 1
BEY|X=1)=-1x~ Zi1x==0.
(Y] ) X et 0XZ+1x =0



(e) Observe que Z e W assumem valores em {—2,—1,0, 1,2} e, para

(z,y) = (=1,-1), (z,w) = (0, =2);
(z,9) = (=1,0), (z,w) = (=1, =1);
(z,y) = (=1,1), (z,w) = (=2,0);
(z,y) = (1,-1), (z,w) = (2,0);

(z,y) = (1,0), (z,w) = (1,1);
(z,y) = (1,1), (z,w) = (0,2

Assim,

P(Z=0,W =2 X=1Y=1)=1/12;
P(Z=1W=1 X=1Y=0)=1/3;
P(Z=2,W=0 1LY =-1) =1/12.

>
I

) = P(

) = P(
P(Z=0,W=-2)=P(X =-1,Y =-1) = 1/6;

)= P(

)= P(

)= P(

ZwW|[| -2 -1 0 1 2
-2 /0 o0 1/6 0 0
-1 /0 1/6 0 0 0
o |16 0o 0 0 1/12
1 o 0 0 1/3 0
2 0 0 1/12 0 0

Por fim,

P(XY <0)=P(X =-1,Y =
1 1

1
T3 12

0)+P(X=-1Y=1)+P(X=1Y =



EXERCICIO 2

(a) Note que X assume valores em {1,2,3,4} e Y em {0, 1,2,3,4}. Pelo enunciado, sabemos que

z=1,...,4, (1)

e que, dado X = z, Y pode ser visto como o nimero de sucessos(o acordo gera um novo acordo)
em z ensaios de Bernoulli independentes com probabilidade de sucesso p = 1/2, isto é,

P(Y:yX:x):<m> G)z y=0,...,z. (2

Y

~—

Dai, para z € {1,2,3,4} e y € {0,1,2,3, 4},

PX=2xzY=y)=

(“’y”) (3) sevs= (3)

e zero caso contrario, isto é,

[an}
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1/1\ /71\! 1
PX=1Y=0)=- —) ==
( M O) 40 2 87

1/1\ /1\' 1
PX=1Y=1)=- —) ==
( ’ ) 4\1)\2 8’

1/2\ /1\%2 1
P(X=2Y=0)=-= Z) ==
( ’ 0) 4\0) \2 16’

1/2\ /1\2
PX=2Y=1)=-= Z) ==
( ’ ) 4\1)\2 16’

1 1
P(X=2Y =2)=- - :

4 2 6
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x=av=0=1{0) () <&
x=arn= 1) () < &
x=av=a=1{2) ()= &
o= (- &
rx=sr=0=1() () -2

e P(X =z,Y = y) = 0 em outros casos. Em suma, a distribui¢do conjunta de X e Y é dada por

X/Y] 0 1 2 3 4
1 [1/8 1/8 0 0 0
0
0

2 || 1/16 2/16 1/16 0
3 |[1/32 3/32 3/32 1/32
4 |[1/64 4/64 6/64 4/64 1/64

(b) Nao, pois

1
64

o
=
o
D~

(c) Denotemos por Z o ntimeero de acordo firmados ao cabo dos dois meses. Temos que Z = X +Y
com possiveis valores dados por 1,2,3,4,5,6,7 e 8 e tal que

PZ=1)=P(X =1,V =0) = :

P(Z=2)=P(X=1,Y = 1)+ P(X =2,V = 0) = —-.

16
5
P(Z=3)=P(X=2Y=1)+P(X=3Y =0)= :
1
64’

P(Z=4)=P(X=2Y=2)+P(X=3Y=1)+P(X=4Y =0)= —
P(Z=5=P(X=3Y =2)+ P(X =4,V = 1) = -~

P(Z=6)=P(X=3Y=3)+P(X=4Y=2)=
1.

16’

1

64’

P(Z=T)=P(X=4Y =3) =

P(Z=8)=P(X=4Y =4) =



isto é, a distribuicao de probabilidade de Z é dada por

= 1 2 3 4 5 6 71 8
P(Z==2) | 1/8 3/16 5/32 11/64 5/32 1/8 1/16 1/64

Agora, seja W o retorno final em reais. E claro que W = kZ. Logo, o retorno esperado ao término
dos dois meses é dado por

E(W) = kE(Z)
1 3 5 11 5 1 1 1
X | IX ot 2X o 48X b dX 45X 4 BX -+ TX — +8x —
KPR e g T N gy T g T N g T g T I T g

— 3,75k

EXERCICIO 3

Seja X; o ntimero de horas gastas por Jay na ¢—ésima tarefa, ¢ = 1,2. Pelo enunciado, sabemos
que

P(X;=x) =0 —p)% tp;, x€{1,2,3,...}, i=1,2,

e que
P(Xl = SCl,XQ = xz) = (1 — pl)ccl_lpl(]_ — p2)$2_1p2, T1,T2 S {1, 2, 3, .. .},

isto é, X1 e X5 sdo independentes. Agora, seja Y o nimero de horas gastas por Jay para concluir
as duas tarefas. E claro que Y = X; + X9, que assume valores em {2,3,4,...}. Nessas condigoes,
a probabilidade de que Jay leve mais do que 5 horas para concluir as duas tarefas é dada por

P(Y >5)=1—P(Y <5)=1—[P(Y =2)+ P(Y =3)+ P(Y =4) + P(Y = 5)].

Mas, para p;1 = 0,3 e p2 = 0,4,
PY=2)=P(X1=1,X2=1)=0,3x0,4=0,12;
PY=3)=PX1=1,X2=2)+P(X1=2,X2=1)=0,3x0,6%x0,4+0,7%x0,3x0,4=0,156;

P(Y:4):P(Xl:1,X2:3)+P(X1:2,X2:2)+P(X1:3,X2:1)
=0,3%0,6%x0,44+0,7%0,3%x0,6x0,44+0,7%x0,3x0,4=0,1524;

P(Y:5):P(X1:1,X2:4)+P(X1:2,X2:3)—|—P(X1:3,X2:2)—|—P(X1:4,X2:1>
=0,3%0,6%%x0,4+0,7%0,3%x0,6%x0,440,72%x0,3x%0,6x0,4+0,73x0,3x0,4
=0,1326;



e a probabilidade de interesse fica dada por

P(Y >5)=1-1[0,124 0,156 + 0,1524 + 0, 1326] = 0, 439.



