Jla 10. Variéveis AICStONES
idimensionais



Resumo de caso unidimensional

Definicao “formal”: Variavel aleatdria é qualquer funcdo
definida em espaco (). funcéo € uma regra que para cada
valor de dominio corresponde um
valor de R (um numero)

valores unidimensionais




Resumo de caso unidimensional

Definicao “formal”: Variavel aleatdria é qualquer funcdo
definida em espaco (). funcéo € uma regra que para cada
valor de dominio corresponde um
valor de R (um numero)
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Variavel aleatoria X € numero de
“caras” em experimento de duas
jogadas de uma moeda



Resumo de caso unidimensional

Junto com elementos w; de espacgo () vamos “transferir” para R
a probabilidade (ou peso) de cada elemento p(w;)

fungé@o € uma regra que para cada
q| valor de dominio corresponde um
wi=(cara,cara) p(w;)=0.25 = valor de R (um numero)

w,=(cara, coroa) p(w,)=0.25 =

w3=(coroa, cara) p(w3)=0.25 =

P(X =2)=0.25
w4 =(coroa, coroa) p(w,)=0.25 l/_\F = ( ) >

P(X=0)=025 0 1 2
P(X=1)=05

Variavel aleatoria X € numero de
“caras” em experimento de duas
jogadas de uma moeda



Resumo de caso unidimensional

Junto com elementos w; de espacgo () vamos “transferir” para R
a probabilidade (ou peso) de cada elemento p(w;)

fungé@o € uma regra que para cada
q| valor de dominio corresponde um
wi=(cara,cara) p(w;)=0.25 = valor de R (um numero)

w,=(cara, coroa) p(w,)=0.25 =
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P(X=1) =05

Variavel aleatdria X, € numero de
“caras” na primeira jogadas de uma moeda



Resumo de caso unidimensional

Junto com elementos w; de espacgo () vamos “transferir” para R
a probabilidade (ou peso) de cada elemento p(w;)

fungé@o € uma regra que para cada
q| valor de dominio corresponde um
wi=(cara,cara) p(w;)=0.25 = valor de R (um numero)

w,=(cara, coroa) p(w,)=0.25 =

w3=(coroa, cara) p(w3)=0.25 =

N
w,=(coroa, coroa) p(w,)=0.25 = = >

P(X=1) =05

Variavel aleatdria X, é numero de
“caras” na segunda jogadas de uma moeda



Caso bidimensional
Variavel aleatdria conjunta de duas variaveis X; e X,?
Queremos observar conjunto de par de variaveis (X{,X5) -
- numero de “caras” na primeira e na segunda jogadas de uma moeda

Q X,
w1 =(cara, cara) p(w,)=0.25 = —

w-,=(cara, coroa) w,)=0.25 W|—wnou = e 2 TR
2 p(w2) 514!(0’1) T(l,l)
w3=(coroa, cara) p(w3)=0.25 m|— \
(0,00 ™ (1,0)
w4 =(coroa, coroa) p(w,)=0.25 = . 0
\/ 1 Y
1

P((X1,X,) = (0,0)) = 0.25; P((X;,X5) = (1,0)) = 0.25
P((X1,X,) = (0,1)) = 0.25; P((X1,X,) = (1,1)) = 0.25

IRZ

A\ 4




Variavel aleatoria bidimensional (ou conjunta)
é uma funcdo bidimensional X: Q - R?

X, 1 2
& 0 1 2 "
X, |
Po1 - P11
] W R
0 Poo pOl (011) i (111)
1 | po | Pu Poo [(0,0) P10 (1,0) .
Poo+Po1+P10+P11=1 1 X,

0 0,25 0,25

1 0,25 0,25




Distribuicao conjunta de variaveis aleatorias X e Y pode
ser representada pela seguinte tabela

Y
X N1 V2 Ym

X1 P11 P12 P1im
X2 P21 P22 P2m
Xn Pn1 Pn2 Pnm




Exemplo 1: Consideramos o experimento com duas jogadas de moeda.
Seja como antes X; e X, sao numeros de caras em primeira e segunda
jogada respectivamente. Observamos duas variaveis: X =X; — X, e
Y = X; + X,. Construir a tabela de distribui¢gao conjuntade v.a.s X, Y.

Y

X2 0 1 2
X, 0 1 X

_1 2
0 0,25 | 0,25 0,25
1 0,25 | 0,25 0 70,25 /_)o,zs

\ —
1 0,25
A




Exemplo 1: Consideramos o experimento com duas jogadas de moeda.
Seja como antes X; e X, sao numeros de caras em primeira e segunda
jogada respectivamente. Observamos duas variaveis: X =X; — X, e
Y = X; + X,. Construir a tabela de distribui¢gao conjuntade v.a.s X, Y.

-1 0 0,25 0

0 0,25 0 0,25

1 0 0,25 0

2) 2 ipij =1



Distribuicdes marginais

Vi | Y2 Ym
X1 | P11| P12 Pim | P1-
X2 | P21 D22 Pom | DPy.
Xn | Pn1l Pn2 Pnm| Pn
Pa| P2 Pm| 1

Pj= Epij

=1




Distribuicdes marginais

yl y2 ym
X1 | P11| P12 Pim | P1-
X2 | P21| P22 Pom | D2.
Xn | Pn1| Pn2 Pnm| Pn
P11 | D2 Pm| 1

Distribuicao X

X1 xz xn

P1.| P2 Pn.
Distribuicao Y

Vi| Y2 Yn

p-l p-Z p-m




Exemplo 2: A distribuicao conjunta de duas variaveis X e Y é dada pela

tabela abaixo. Achar as distribuicdes (marginais) dev.a.s X e Y.

Y

X 0 1 2
1| 0 0,25 0
0 | 025 0 0,25
1 0 0,25 0
0,25 0,5 0,25

0,25

0,5

0,25

Distribuicao X

-1

0,25

0,5

0,25

Distribuicao Y

0,25

0,5

0,25




Y
X V1

y2 ym
f(x1,y1)f (x1,¥2) f (X1, Ym)
X1 | P11 | P12 |-+ | P1m
f (2, y1)f (x2,¥2) f(x2, Ym)
X2 | P21 | P22 |+ | D2m
f(xn;J’ﬂf(xn;J’z: f(anYm)
Xn | Pn1| Pn2 Pnm

Distribuicdode Z = f (X,Y)

P(Z =k) =

xi,yj:
flxuyj)=k

Dij



Exemplo 2: Dada distribui¢ao conjunta de variaveis X; e X, achar a

distribuicdo de variavel Y = X; + X,, e a sua esperanga E(Y).

X
X4 0) 1,5 2
15 | 1/27 | 1/27 | 1/27
-1,5 0 0,5 _115 _015 0 0;5 1 1,5 2
1 6 6
0,5 | 1/27 | 6/27 | 5/27 % % % = | > % =
~0,5 1 1,5 T+ i
1 5
0 | 1/27 | s5/27 | 6/27 > -
0 1,5 2
_1/5 '015 0) 0,5 1 1,5 2
1 | 1| 2| 1 6 10 6
27 | 27| 27 | 27 | 27 | 27 | 27




Exemplo 2: Dada distribui¢ao conjunta de variaveis X; e X, achar a

distribuicdo de variavel Y = X; + X,, e a sua esperanga E(Y).

X,
X4 0 1,5 2 Y -15-05 0|05 1 15 2
P 1 1 2 1 10 6
-1,5 | 1/27 1/27 1/27 27 | 27| 27 | 27 | 27 | 27 | 27
-1,5 0 0,5
E(Y) =-1,5 1 0,5 1+0 2+05 1+
-0,5 | 1/27 6/27 5/27 =—157 =057 o7 055
-0,5 1 1,5 +1 6 +15 1 49 6 _31,5
27 27 27
O 1/27 5/27 6/27
0 1,5 2

E¥)=-1,5-—+ 0--+0,5—+
1 6 6
-0,5- -+ 1:>+15 >+

1 5 6
+0- -+ 1,52+ 2--=2

31,5
27

E(f(x,7)) = Zf(xi;)’j)l?ij
i,j



Independéncia de variaveis aleatorias

Independéncia de eventos: dois eventos A e B sao independentes, se a
probabilidade de ocorréncia de A e a probabilidade de ocorréncia de A

dado ocorréncia de B sdoiguais P(A| B) = P(A),P(B | A) = P(B)

P(A|B) =

P(A N B)

P(B) P(4)

—

P(AN B) = P(A)P(B)

Definicao “oficial” de independéncia: dois eventos 4 e B sao

independentesse P(AN B) = P(A)P(B)




Independéncia de variaveis aleatorias

O que significa a independéncia de v.a.s com a distribuicao conjunta

dada?
Y
X Vi | Y2 Ym
X1 | P11 P12 Pim | P1-
X2 | P21 D22 Pom | D2
Xn | Pn1| Pn2 Pnm| Pn
p-l P-z p-m 1

independéncia:P(ANB) = P(A)P(B)

A B

\ \
| |

(
pij=PX =x,Y =y;)
=PX =x)P(Y =y;)
= Pi- D-j




Independéncia de variaveis aleatorias

Dij

D;.

duas variaveis aleatorias
sao independentes se

Pij = Pi- P-j
para i, j quaisquetr.



Exemplo 3: Dada distribui¢ao conjunta de variaveis X; e X, responder

se elas sao independentes ou nao.

X
X4 0 1,5 2

P

Q O
1,5 | 1/27 1/27 1/27 3/27
-0,5 | 1/27 6/27 5/27 | 12/27
0 | 1/27 5/27 6/27 12/27

N

12/27

@ 12/27

1. Achamos as distribuicoes
marginais

2. Verificamos se p;; = p;. p.j
para i,j quaisquer.

Ja para caso py; a equagao

3 3

1
nao satisfaz: — # —--—
27 7 27 27

Resposta: as varidveis aleatorias X; e X, ndao sao independentes




Distribuicao condicional

Exemplo 4: Dada distribuicdo conjunta de variaveis X; e X, achar
a distribuicao de X; dado X, = 2.

X, X
X, 0 1,5 2 X, 0 1,5 2
1/27
15 | 1/27 | 1/27 | 1/27 | 3/27 -1,5 0 12T 12T e
5/27
-0,5 | 1/27 6/27 5/27 12/27 -0,5 | 1/27 6/27 | 12727
6/27
0 | 1/27 5/27 6/27 | 12/27 0 | 1/27 >/27 12/27
3/27  12/27  12/27 3/27  12/27 12/27
P(Xl — xi,Xz — 2)
P(X; =x;1X, =2) =
( 1 l | 2 ) P(Xz — 2)
Resposta: XX, =2 | -5 |05 | 0 |

1/12 5/12 | 1/2




Distribuicao condicional

X|X,=2 | -15 | 05 | 0 |
p 1/12 | 5/12 | 1/2 |

A esperanca e variancia dessa distribuicao chamaremos como
a esperanca e a variancia condicionais e denotamos
E(X;1X, = 2),Var(X,|X, = 2)

E(X|Y =y;) =zxiP(X = x;|Y = y;)
;

Var(X|Y = yj) = E(X2|Y = J’j) _E(le = yj)z



Covariancia e coeficiente de correlacao

Covariancia entre duas v.a.s cov(X,Y) é, pela defini¢ao, a esperanc¢a
cov(X,Y)=EX —EX))(Y —E(Y))

Outra forma alternativa de calcular a covariancia cov(X,Y) é
cov(X,Y) = EXY) — E(X)E(Y)

EXY) = ) xiypy

L,J

E() = ) xpy

EW) =) v,
J



Covariancia e coeficiente de correlacao
Se duas variaveis X e Y sdo independentes, entdo cov(X,Y) = 0.

Para ver isso basta observar que neste caso E(XY) = E(X)E(Y):

E(XY) = z XiYiPij = zxinpi-p-j

i, L,J
= Z XiD;. z yip.; = E(X)E(Y)
L,J L,J

entao

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
=EX)E(Y) —EX)E(Y) =0



Covariancia e coeficiente de correlacao

Coeficiente de correlagao entre duas v.a.s p(X,Y) é dado pela formula
cov(X,Y)
p(X,Y) =

JVar(X)\/Var(Y)

—

. —1<plX,Y)<1
2. p(X,Y) = 1seesomenteseexisteb > 0eataisqueY =a+ bX

3. p(X,Y) =—1seesomenteseexisteb < 0eataisqueY =a+ bX

Coeficiente p(X,Y) as vezes chamam de medida de dependencia
linear.



Exemplo 5: Dada distribui¢ao conjunta de variaveis X; e X, achar a

covariancia cov(X4, X,) e coeficiente de correlagao p(X4, X,).

X7

X4 0 1,5 2

1,5 | 1/27 1/27 1/27
0 -2,25 -3

-0,5 | 1/27 6/27 5/27
0| -0,75 -1

0 | 1/27 5/27 6/27
0 0 0
(3/27 12/2712/27

|

—0.2 12 :

E(X,) =0 273+ 15~ +2
2\ — Nn2.

E(X}) =02~ +15

5
Var(X,) = 2 —(

2,12
27

)2 ~ 0,36

+ 2

3/27

12/27

Obs: ja sabemos que nao sao
independentes cov(X,Y) # 0

3 12 12 10,5

E(Xl) — —1,5 '?— 0,5 %724‘ 0 2—712— —E

2\ — 2,2 2, 2- 2,22 _ D72

_ E(X{) =15 27+0,5 27+0 =

Var(Xy) = EX?) — (E(X,))” =

2

9,75 (10,5

= — ( ) = (0,21
27 27

12/27

1 1 6

12 42 14

27 27 9
2,12_75

27 27

p

=

27
14,75

27

cov(Xy, Xo) = E(X1X,) — E(X)E(X,) =

14,75 10,5\ 14 14,25 _
175 (10514 1425 oce
27 27

9 ~ 243
(X, X,) = cov(Xy,Xp) _ 0059 _
LA22 ™ [varX)Jvar(X,) ~ 0,2130,36

0,22




