Exercicio 1
Supor que (X,Y) tem funcdo densidade de probabilidade conjunta dada por

3.2
_ [ 3%y ye€(0,2,xe(0,1)
fley) = { 0 caso contrario

a) Verifique se f(x,y) é realmente a fun¢do da densidade.

b) Encontre as fun¢des de densidade de probabilidade marginais de X e Y e verifique se X e Y
sdo independentes.

¢) Calcule P(X >1/2,Y <1).
d) Obtenha as fungdes de densidade de probabilidade condicionais X|ye Y]x.

e) Calcule E(X|Y = y) e E(Y|X = x).

Solugao

a) Observe inicialmente que para x € (0,1),y € (0,2) temos,
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fx,y) = Exzy > 0.

E caso contrario, f(x,y)=0.

Portanto, f(x, y) > 0. E note que,
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Concluimos que f(x,y) é realmente a fun¢do da densidade.



b) A funcdo de densidade de probabilidade marginal de X é dada por,
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A funcédo de densidade de probabilidade marginal de Y é dada por,
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Logo,

F@fi() = 3¢ X 3y = 22y = f(x, ), y € 0,2),x€ O,1)
e fx(x)fy(y) =0,sey ¢ (0,2)oux ¢ (0,1) . Portanto,

%xzy y€(0,2),x€(0,1)

Sxfry) = { 0 caso contrario fey

para todo par (x,y). Entdo, as varidveis X e Y sdo ditas independentes.
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c) Temos que
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d) Como X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes entdo as fun¢des de densidade de proba-
bilidade condicionais X|ye Y|x sdo iguais a fx(x) e fy(y) respectivamente.



Com efeito, do item b temos que fx(x)fy(y) = f(x,y) para todo par (x,y) logo, a funcdo de
densidade de probabilidade condicional de X dado Y = yg é dada por,

f(x, yo0) _ fx(x) fr(vo)
fr(vo) fr(vo)

Analogamente provamos que, f(Y|xo) = fy(v).

fXlyo) = = fx(x).

e) Vamos agora determinar E(X|Y = y). Usando o item d temos que,
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Vamos determinar E(Y|X = x). Usando o item d temos que,
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Exercicio 2

Supor que a distribui¢do conjunta do tempo de duragdo (X,Y) de dois componentes eletrénicos é
dada por
—(x+y)
_Je se x,y>0
feoy) = { 0 caso contrario

a) Encontre as fun¢des densidade de probabilidade marginais de X e Y.
b) Calcule PO< X <1;1 <Y <2).
c) Obtenha p(X,Y).

Solucgao

a) A fungdo densidade de probabilidade marginal de X é dada por,
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A funcdo densidade de probabilidade marginal de Y é dada por,
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eV[0+1]=¢eY, y>0.

b) Temos que,
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Solugdo alternativa: Do item (a) temos; fx(x) =e™, x> 0e fy(y) =¥, y > 0logo,

fx(X) fy(y) = e eV =e Y = f(x,y), x,y > 0.

Portanto, X e Y sdo independentes. Note ainda que X~Exp(1) e Y~Exp(1). Logo,

PO<X<1,1<Y<2)
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¢) Como vimos no item anterior X e Y sdo varidveis independentes logo, Cov(X,Y) = 0 e
p(X,Y) =0.

Solugdo alternativa: Do item a) segue que
fx(x) =e*, x> 0.
Logo, X~Exp(1) de onde segue que

E(X) = fooo xe Ydx = % =1. (1)

Analogamente temos que, Y~Exp(1) e

E(Y) = fo ye Ydy = % =1. )



Temos que,

E(XY)

f f xyf(x, y)dxdy = f f xye" W dxdy
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Aplicando 1 em 3 segue que,

E(XY) = j:o ye ¥1dy. 4)

Aplicando 2 em 4 segue que,
E(XY) = 1. (5)
Logo, usando 1, 2 e 5 temos,
Cov(X,Y)=E(XY)-EX)E(Y)=1-1x1=0
Portanto, p(X,Y) = 0.

Exercicio 3

Supomos que (X,Y) uniformemente distribuido em retangulo Q = (x,y) : x € [0, 1],y € [0,2], 0 que
significa que a fungdo densidade de probabilidade conjunta de (X,Y) é dada por

[ ¢ sexe[0,1],y€]0,2]
floy) = { 0 caso contrario

a) Encontre c.
b) Encontre as fun¢des densidade de probabilidade marginais de X e Y.
c) Obtenha as funcdes densidade de probabilidade condicionais X—y e Y—x.

d Como ficam E(X|y) e E(Y|x)?

Solucao

a) Queremos determinar c de tal forma que,
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Temos que,
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Queremos 2c=1 logo, ¢=1/2



b) A fungdo marginal de X é dada por,
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A funcdo marginal de Y é dada por,
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c) Note que
1 1
f@fey) =51 =5 y€(0,2,xe 0.

e fx(x)fy(y) =0,sey ¢ (0,2)oux ¢ (0,1) . Portanto,

sex€[0,1],y €[0,2
caso contrario

1
fx@) fy(y) = { 5 I flx,y)

para todo par (x,y). Entdo, as varidveis X e Y sdo ditas independentes. Portanto, as fungdes
densidade de probabilidade condicionais X|y e Y|x sdo dadas respectivamente por, fx(x) =
1, sexe[0,1]e fy(y) = %, sey €[0,2].

d) Do fato que X e Y sdo independentes segue que E(X|Y = y) = E(X). Do item (a) temos,
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Do fato que X e Y sdo independentes segue que E(Y|X = x) = E(Y). Do item (a) temos,

fr(y) = 3, se y € [0,2]. logo, Y~U[0,2] e portanto, E(X) = &0 = 1.

Solucao alternativa: Vamos agora determinar E(X|Y = y). Usando o item ¢ temos que,
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Vamos determinar E(Y|X = x). Usando o item c temos que,
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