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Exerćıcio 1 Supondo que (X,Y ) tem função densidade de probabilidade conjunta dada por

f(x, y) =
1

64
(x+ y), 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 4.

(a) Para verificar se f(x, y) é uma função densidade de probabilidade devemos ter

• f(x, y) ≥ 0 para todo 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 4.

•
∫ 4
0

∫ 4
0 f(x, y)dxdy = 1.

Assim, note que

0 ≤ x ≤ 4 e 0 ≤ y ≤ 4⇒

x+ y ≥ 0⇒
1

64
(x+ y) ≥ 0⇒

f(x, y) ≥ 0.

E, também temos que∫ 4

0

∫ 4

0
f(x, y)dxdy =

∫ 4

0

∫ 4

0

1

64
(x+ y)dxdy

=
1

64

∫ 4

0

[(
x2

2
+ yx

) ∣∣∣x=4

x=0

]
dy

=
1

64

∫ 4

0

[(
42

2
+ 4y

)
−
(

02

2
+ y × 0

)]
dy

=
1

64

∫ 4

0
[(8 + 4y)] dy

=
1

64

[(
8y + 4

y2

2

) ∣∣∣y=4

y=0

]
=

1

64

[(
8× 4 + 2× 42

)
−
(
8× 0 + 2× 02

)]
=

32 + 32

64

= 1.

Portanto, f(x, y) é uma função densidade de probabilidade.



(b) A função densidade marginal de X é obtida de

fX(x) =

∫ 4

0
f(x, y)dy

=

∫ 4

0

1

64
(x+ y)dy

=
1

64

[(
xy +

y2

2

) ∣∣∣y=4

y=0

]
=

1

64

[(
x× 4 +

42

2

)
−
(
x× 0 +

02

2

)]
=

1

64
(4x+ 8)

=
1

16
(x+ 2), 0 ≤ x ≤ 4.

Analogamente, a função densidade marginal de Y é obtida de

fY (y) =

∫ 4

0
f(x, y)dx

=

∫ 4

0

1

64
(x+ y)dx

=
1

64

[(
x2

2
+ yx

) ∣∣∣x=4

x=0

]
=

1

64

[(
42

2
+ y × 4

)
−
(

02

2
+ y × 0

)]
=

1

64
(8 + 4y)

=
1

16
(y + 2), 0 ≤ y ≤ 4.

Por fim, se X e Y fossem independentes deveŕıamos ter f(x, y) = fX(x)fY (y), 0 ≤ x ≤

4, 0 ≤ y ≤ 4. Mas veja que

fX(x)fY (y) =
1

16
(x+ 2)

1

16
(y + 2)

=
1

256
(xy + 2(x+ y) + 4)

6= 1

64
(x+ y), para todo 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 4.

Logo, X e Y não são independentes.

(c) A função densidade de probabilidade condicional de X|Y = y é obtida de

fX|Y=y(x|y) =
f(x, y)

fY (y)

=
(1/64)(x+ y)

(1/16)(y + 2)

=
1

4

(
x+ y

y + 2

)
, y fixo e 0 ≤ x ≤ 4.



Analogamente, a função densidade de probabilidade condicional de Y |X = x é obtida de

fY |X=x(y|x) =
f(x, y)

fX(x)

=
(1/64)(x+ y)

(1/16)(x+ 2)

=
1

4

(
x+ y

x+ 2

)
, x fixo e 0 ≤ y ≤ 4.

Exerćıcio 2 Supondo que X e Y sejam variáveis aleatórias com Var(X) = 1, Var(Y ) = 2 e

ρ(X,Y ) = 1/2. Obtemos Var(X − 2Y ) a partir de

Var(X − 2Y ) = Var(X) + Var(−2Y ) + 2Cov(X,−2Y )

= Var(X) + (−2)2Var(Y )− 4Cov(X,Y )

= Var(X) + 4Var(Y )− 4Cov(X,Y ).

Além disso, sabemos que ρ(X,Y ) = Cov(X,Y )/[
√

Var(X)Var(Y )], o que implica que

Cov(X,Y ) = ρ(X,Y )
√

Var(X)Var(Y ) = (1/2)
√

1× 2 =
√

2/2 = 1/
√

2 ∼= 0, 7071. Assim,

temos

Var(X − 2Y ) = 1 + 4× 2− 4× 0, 7071

= 6, 1716.

Exerćıcio 3 Supor que a distribuição conjunta do tempo de duração (X,Y ) de dois com-

ponentes eletrônicos é dada por

f(x, y) = exp{−(x+ y)}, x > 0, y > 0.

(a) A função densidade de probabilidade marginal de X é obtida de

fX(x) =

∫ ∞
0

f(x, y)dy

=

∫ ∞
0

exp{−(x+ y)}dy

= (−1) exp{−(x+ y)}
∣∣∣y=∞
y=0

= −0− [− exp{−(x+ 0)}]

= exp{−x}, x > 0.



Vale ressaltar que essa integral também poderia ter sido calculada da seguinte forma:

fX(x) =

∫ ∞
0

f(x, y)dy

=

∫ ∞
0

exp{−(x+ y)}dy

= e−x
∫ ∞
0

e−ydy

= e−x, x > 0,

em que
∫∞
0 e−ydy = 1 pois esta é a integral de uma densidade exponencial de parâmetro 1.

Note que X ∼ Exp(1). Analogamente, a função densidade de probabilidade marginal de Y

é obtida de

fY (y) =

∫ ∞
0

f(x, y)dx

=

∫ ∞
0

exp{−(x+ y)}dx

= (−1) exp{−(x+ y)}
∣∣∣x=∞
x=0

= −0− [− exp{−(0 + y)}]

= exp{−y}, y > 0.

Note que Y ∼ Exp(1). Observe que f(x, y) = exp{−(x + y)} = exp{−x} exp{−y} =

fX(x)fY (y), x > 0, y > 0, isto é, X e Y são independentes.

(b) Temos que

P(0 < X < 1, 1 < Y < 2) =

∫ 2

1

∫ 1

0
f(x, y)dxdy

=

∫ 2

1

∫ 1

0
exp{−(x+ y)}dxdy

=

∫ 2

1

[
(−1) exp{−(x+ y)}

∣∣x=1

x=0

]
dy

=

∫ 2

1
[− exp{−(1 + y)}+ exp{−y}] dy

=

[
exp{−(1 + y)} − exp{−y}

∣∣∣y=2

y=1

]
= [exp{−(1 + 2)} − exp{−2}]− [exp{−(1 + 1)} − exp{−1}]

= e−3 − 2e−2 + e−1

= 0, 1470.



Também podeŕıamos ter calculado essa probabilidade usando a independencia entre X e Y

pois

P(0 < X < 1, 1 < Y < 2) = P(0 < X < 1)P(1 < Y < 2)

= [FX(1)− FX(0)][FY (2)− FY (1)]

= [1− e−1 − 1 + e−0][1− e−2 − 1 + e−1]

= [1− e−1][−e−2 + e−1]

= e−3 − 2e−2 + e−1

= 0, 1470.

(c) Como X ∼ Exp(1) e Y ∼ Exp(1)⇒ E(X) = E(Y ) = 1 e Var(X) = Var(Y ) = 1. Também,

usando o fato que X e Y são independentes, já temos diretamente que ρ(X,Y ) = 0.

Outra forma ainda usando a independência, é usar o fato de que E(XY )
ind
= E(X)E(Y ) =

1× 1 = 1 e aplicando na fórmula da correlação

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√

Var(X)Var(Y )

=
E(XY )− E(X)E(Y )√

Var(X)Var(Y )

=
1− 1× 1√

1× 1

= 0.

Sem usar o fato da independência, temos que

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√

Var(X)Var(Y )

=
E(XY )− E(X)E(Y )√

Var(X)Var(Y )
,



com

E(XY ) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

xy exp{−(x+ y)}dxdy

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

xye−xe−ydxdy

=

∫ ∞
0

ye−y
[∫ ∞

0
xe−xdx

]
dy

=

∫ ∞
0

ye−y [E(X)] dy

=

∫ ∞
0

ye−y [1] dy

= E(Y )

= 1.

Dáı, aplicando na fórmula obtemos ρ(X,Y ) = 0.

(d) Sim, X e Y são independentes como mostrado no item (a).

Exerćıcio 4 Supondo que (X,Y ) tem função densidade de probabilidade conjunta normal

bivariada com µX = 0, µY = −1, σ2X = 1, σ2Y = 4 e ρ = −1/2.

(a) Temos diretamente que as distribuições marginais de X e Y são normais, isto é, X ∼

N(µX , σ
2
X) = N(0, 1) e Y ∼ N(µY , σ

2
Y ) = N(−1, 4), em que

fX(x) =
1√

2πσ2X

exp

{
−(x− µX)2

2σ2X

}

=
1√
2π

exp

{
−x2

2

}
,−∞ < x <∞.

fY (y) =
1√

2πσ2Y

exp

{
−(y − µY )2

2σ2Y

}

=
1√

2π × 4
exp

{
−(y − (−1))2

2× 4

}
=

1√
8π

exp

{
−(y + 1)2

8

}
,−∞ < y <∞.

(b) Veja que

P(X > 0) = P(Z > 0)

= 0, 5.



com Z ∼ N(0, 1). Também,

P(Y > −1) = P

(
Y − (−1)

2
>
−1− (−1)

2

)
= P(Z > 0)

= 0, 5.

(c) Como (X,Y ) tem função densidade de probabilidade conjunta normal bivariada, temos

diretamente as expressões das distribuições condicionais de X|Y = y0 e Y |X = x0. Sabemos

que X|Y = 0, 5 ∼ N(µx + ρσXσY (0, 5 − µY ), σ2X(1 − ρ2)) e Y |X = 0, 2 ∼ N(µY + ρ σYσX (0, 2 −

µX), σ2Y (1− ρ2)). Dessa forma,

E(X|Y = 0, 5) = µx + ρ
σX
σY

(0, 5− µY )

= 0− 1

2

1

2
(0, 5− (−1))

= −0, 375.

E,

Var(X|Y = 0, 5) = σ2X(1− ρ2)

= 1(1− (−0.5)2)

= 0, 75.

Logo, X|Y = 0, 5 ∼ N(−0, 375; 0, 75) em que a função densidade de probabilidade é dada

por

fX|Y=0,5(x|y = 0, 5) =
1√

2π × 0, 75
exp

{
−(x− (−0, 375))2

2× 0, 75

}
=

1√
1, 5π

exp

{
−(x+ 0, 375)2

1, 5

}
,−∞ < x <∞.

Também,

E(Y |X = 0, 2) = µY + ρ
σY
σX

(0, 2− µX)

= −1− 1

2

2

1
(0, 2− 0)

= −1, 2.



E,

Var(Y |X = 0, 2) = σ2Y (1− ρ2)

= 4(1− (−0.5)2)

= 3.

Logo, Y |X = 0, 2 ∼ N(−1, 2; 3) em que a função densidade de probabilidade é dada por

fY |X=0,2(y|x = 0, 2) =
1√

2π × 3
exp

{
−(y − (−1, 2))2

2× 3

}
=

1√
6π

exp

{
−(y + 1, 2)2

6

}
,−∞ < y <∞.


