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Gabarito da Lista de Exercicios 10 - Modelos Bidimensionais IT - CASA

Exercicio 1 Supondo que (X, Y’) tem funcao densidade de probabilidade conjunta dada por

1
—(x4y),0<xr<4,0<y<4.

flz,y) = ol

(a) Para verificar se f(z,y) é uma fungdo densidade de probabilidade devemos ter
e f(z,y) >0 paratodo 0 <z <4,0<y<A4.
. fo fo x,y)dxdy = 1.

Assim, note que
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Portanto, f(x,y) é uma fungao densidade de probabilidade.



(b) A fungao densidade marginal de X é obtida de

4
fx(@) = /O F(y)dy
4

= /064(:U—I—y)dy
- i)

2 2
= 614[<x><4+42>—<x><0+02>]

1
- @4
64( x +8)

1
= @+2), 0<e<4

Analogamente, a funcéo densidade marginal de Y é obtida de

4
fry) = /0 f (o y)da
4

= /Om(x—i—y)dx
= al(z )]
(RN

Por fim, se X e Y fossem independentes deveriamos ter f(z,y) = fx(z)fy(y),0 < z <
4,0 <y < 4. Mas veja que

fx@frly) = 6o+

1
= %(azy+2(x+y)+4)

1
%+ 6—4(x+y), para todo 0 <z < 4,0 <y < 4.

(y+2)

Logo, X e Y nao sao independentes.

(¢) A funcao densidade de probabilidade condicional de X|Y =y é obtida de

Ixyy=y(zly) =




Analogamente, a funcdo densidade de probabilidade condicional de Y| X = x é obtida de

fY\X:x(y‘x) =

Exercicio 2 Supondo que X e Y sejam varidveis aleatérias com Var(X) =1, Var(Y) =2 e

p(X,Y) =1/2. Obtemos Var(X — 2Y) a partir de

Var(X —2Y) = Var(X)+ Var(-2Y) 4 2Cov(X, -2Y)
= Var(X) + (=2)*Var(Y) — 4Cov(X,Y)

= Var(X) +4Var(Y) —4Cov(X,Y).

Além disso, sabemos que p(X,Y) = Cov(X,Y)/[\/Var(X)Var(Y)], o que implica que
Cov(X,Y) = p(X,Y)/Var(X)Var(Y) = (1/2)vIx2 = v/2/2 = 1//2 = 0,7071. Assim,

temos

Var(X —2Y) = 1+4x2—4x0,7071

= 6,1716.

Exercicio 3 Supor que a distribui¢do conjunta do tempo de duragao (X,Y’) de dois com-

ponentes eletronicos é dada por

f(z,y) =exp{—(z+y)},z >0,y > 0.

(a) A funcao densidade de probabilidade marginal de X é obtida de

(@) = /0°°f<x,y>dy
- /O”exp{_@w)}dy

= (Desp{~(+u)|

= —0—[—exp{—(z +0)}]

= exp{—z},z > 0.



Vale ressaltar que essa integral também poderia ter sido calculada da seguinte forma:

fx(e) = /Ooof@c,y)dy
- /Omexp{—<w+y>}dy

o
= e_x / e_ydy
0

= e % x>0,

em que fooo e Ydy = 1 pois esta ¢é a integral de uma densidade exponencial de parametro 1.

Note que X ~ Exp(1). Analogamente, a funcao densidade de probabilidade marginal de Y

é obtida de

fr(y) = /Ooof(w,y)dw
= /Oooexp{—(x—l-y)}dx

T=00

— (Dep{-@+p)

= —0—[—exp{—-(0+v)}]

= exp{—-y},y>0.

Note que Y ~ Exp(1). Observe que f(z,y) = exp{—(z + y)} = exp{—z}exp{—y} =

fx(@)fy(y),z >0,y >0, isto é, X e Y s@o independentes.

(b) Temos que

2 1
f(z,y)dzdy
0

2 1
= / exp{—(z +y)}dxdy
1 Jo

PO<X<1,1<Y<2) =

—

(=D exp{—(z + )} dy
" = exp{—(1 + 1)} + exp{—y}] dy

I
—

y=2
exp(~(1+ ) - exp{-)][_
= fexp{~(1 +2)} — exp{~2}] ~ [exp{~(1 + 1)} — exp{ -1}
= e 32 24¢!

= 0,1470.



Também poderiamos ter calculado essa probabilidade usando a independencia entre X e Y

pois

PO<X<1,1<Y<2) = PO<X<1P(1l<Y <2
= [Fx(1) = Fx(0)][Fy(2) — Fy(1)]
= l—e!'—1+ef1-e?2—-1+e]
= [l-el[-e?+e]
= e? 22 pe!

= 0,1470.

(¢c) Como X ~ Exp(l)eY ~ Exp(l) = E(X)=E(Y) =1e Var(X) = Var(Y) = 1. Também,

usando o fato que X e Y sao independentes, ja temos diretamente que p(X,Y) = 0.

Outra forma ainda usando a independéncia, é usar o fato de que E(XY") ind E(X)E(Y) =

1 x 1 =1 e aplicando na férmula da correlagao

Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)
E(XY) — E(X)E(Y)
Var(X)Var(Y)
1-1x1
VIx1
= 0.

p(X,Y) =

Sem usar o fato da independéncia, temos que

Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y')
E(XY) — E(X)E(Y)
Var(X)Var(Y')

p(X,Y) =




com
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/ ryexp{—(z + y) }dxdy
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Dai, aplicando na férmula obtemos p(X,Y’) = 0.
(d) Sim, X e Y sao independentes como mostrado no item (a).

Exercicio 4 Supondo que (X,Y) tem funcao densidade de probabilidade conjunta normal

bivariada com px =0, uy = -1, 0% =1, 0% =4ep=—1/2.

(a) Temos diretamente que as distribuigdes marginais de X e Y sdo normais, isto é, X ~

N(ux,0%) =N(0,1) e Y ~ N(uy,0%) = N(—1,4), em que

o) = —— eXp{_(x_QMX)Q}

\/ 27T0§( 20%
1

2
= exp{},—oo<:1c<oo.

V2 2
—(y = )’
—(y—(=1))°
- 273><46Xp y2><41 }
= \/lg?exp{_(yg_ly} o<y < oo

(b) Veja que

P(X>0) = P(Z>0)



com Z ~ N(0,1). Também,

P(Y >-1) = P (Y_;_l) it (—1))

(¢) Como (X,Y) tem func@o densidade de probabilidade conjunta normal bivariada, temos
diretamente as expressoes das distribuigoes condicionais de X |Y = yg e Y| X = x(. Sabemos
que X|Y = 0,5 ~ N(uz + pZ2(0,5 — py), 0% (1 = p*)) e Y[X = 0,2 ~ N(uy + p22(0,2 —

px), 0% (1 — p?)). Dessa forma,

ag
E(X|Y =0,5) = g+ pﬁ(o,&s ~ py)

Var(X|Y =0,5) = o%(1—p%
= 1(1-(=0.5)%)

= 0,75.

Logo, X|Y = 0,5 ~ N(-0,375;0,75) em que a fungao densidade de probabilidade é dada

por
o 1 —(z —(=0,375))?
fxpy=o5(zly =0,5) = WGXP{ 2x0,75
- /1o 1,5 ’ '
Também,
E(Y|X =0,2) = py+p2(0,2— px)
ox
12
- —1--2(0,2-0
51(0:2=0)

= —1,2.



Var(Y|X =0,2) = o3(1-p?)

Logo, Y|X = 0,2 ~ N(—1,2;3) em que a funcdo densidade de probabilidade é dada por

(g — (— 2

fyix=o02(ylz=0,2) = \/ﬁexp{ (y 21;,2))}
_ —(y+1,2)°
- ﬁeXp{G

}a—OO<y<oo.



