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Resumo de caso unidimensional

Caso Discreto Caso Continuo
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Caso bidimensional

Caso Discreto

X\Y | » Y2
X1 | P11 | P12
X2 | P21 | P22
X3 | P31 | P32

Caso Continuo




Exemplo 1: Um banco resolveu apostar num servico “Van Gogh”, além

do atendimento convencional. Em um dia seja X a propor¢ao de tempo
do servigo “Van Gogh”, e Y de caixa convencional. Assim, X € (0,1) e
Y € (0,1). Sabe-se que a distribuigdao conjunta de X,Y é

6
flx,y) = {E (x +y%), sex€][0,1],y € [0,1]

0

caso contrario

Verificamos de o volume debaixo desse superficie é igual 1:
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jj f(x,y)dxdy = Ug(x+y2)dxdy
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Calculo de probabilidade

Caso unidimensional:

b
Pla<X<bh)= ff(x)dx P(XeA) = ff(x)dx
Caso bidimensional: bd b !

P(a < X < b; c<Y<d)—fff(xy)dxdy f ff(x,y)dy dx

d

- | ff(x y)dx | dy

C

P(X€A; YEB) = f f(x,y)dxdy




Exemplo 1: Um banco resolveu apostar num servico “Van Gogh”, além
do atendimento convencional. Em um dia seja X a propor¢ao de tempo
do servigo “Van Gogh”, e Y de caixa convencional. Assim, X € (0,1) e
Y € (0,1). Sabe-se que a distribuigdao conjunta de X,Y é

6
Flry) = {g (+y?), sex€[01]y € [01]
0 caso contrario

Calcule a probabilidade de nenhum dos servicos estar ocupados em
mais de um quarto de tempo.
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Distribuicoes marginais

Caso discreto

Caso continuo

pi. = i py P f(x) = ) F(x,)
j=1 y
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Exemplo 1: Um banco resolveu apostar num servico “Van Gogh”, além
do atendimento convencional. Em um dia seja X a propor¢ao de tempo
do servigo “Van Gogh”, e Y de caixa convencional. Assim, X € (0,1) e
Y € (0,1). Sabe-se que a distribuigdao conjunta de X,Y é

6
Flry) = {g (+y?), sex€[01]y € [01]
0 caso contrario

Calcule a distribuicao de proporcao do servico de “Van Gogh”. Calcule
a distribuicao de proporcao do servico de caixa convencional.

Distribuicao marginal de proporcao do servico de “Van Gogh”:
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Distribuicao marginal de proporcao do servico de “Van Gogh”:
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Distribuicao marginal de proporcao do servico de caixas
convencionais:
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Independéncia de variaveis aleatdrias

Caso discreto

duas variaveis aleatorias
discretas sao independentes
5€ Dij = Pi- D-j

para i, j quaisquetr.

Caso continuo

duas variaveis aleatorias
continuas sao independentes

se f(x,y) = fx()fy ()

para x,y quaisquer.



Independéncia de variaveis aleatdrias

Exemplo 1

6
flxy) = {E (x +y%), sex€][0,1],y € [0,1]
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0 caso contrario
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Exemplo 2: Uma mulher e um homem decidem se encontrar num
lugar. Se cada um deles independentemente um de outro chega no
local em um instante uniformemente distribuido entre 12hs e 13hs
Qual é a probabilidade de que o primeiro a chegar nao vai esperar
0 outro mais de que 10 min?

Seja X, Y tempo de chegada de mulher e de homem respectivamente.
A probabilidade de interesse é P(|X — Y| < %). X,Y~U(0,1).

1 —_
P (IX —Y| < E) = f f(x,y)dxdy =

|lx—y|<1/6
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|lx-y|<1/6

— ff I(x,y €10,1]) dxdy

|lx-yl<1/6



Exemplo 2
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Exemplo 2

1
P (lX —Y| < E) = jf I(x,y € [0,1]) dxdy

|Ix-yl<1/6

€ [0,1]
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Esperancade Z = g(X,Y)

Caso discreto

Y
X V1

Y2 Ym
9 (x1,¥1)19 (X1,Y2) 9 (X1, Ym)
X1 | P11 | P12 P1im
9 (%2, y1)l9 (X2, y2) 9 (X2, Ym)
X2 | P21 | P22 Pam
9 (Xn, ¥1)9 (Xn, Y2) 9 (Xn, Ym)
Xn | Pn1 | Pn2 Pnm

E(Z) = z g(x,y)pij
L,j

Caso continuo

E(Z) = f j 9Gf (x,y) dx dy



Covariancia e coeficiente de correlagao

Covariancia entre duas v.a.s cov(X,Y) é, pela definicdao, a esperanga
cov(X,Y) =EX —EX))(Y —E(Y))

Outra forma alternativa de calcular a covariancia cov(X,Y) é

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Caso discreto Caso continuo
E(XY) = z XiYjDij E(XY) = f J xyf (x,y) dx dy
L,J
E(X) szipi. E(X) — Jr fo(x) dx

E(Y) = Zyjp-j E(Y) =
j

J

r yviy(y)dy



Covariancia e coeficiente de correlagao
Se duas variaveis X e Y sdo independentes, entdo cov(X,Y) = 0.

Para ver isso basta observar que neste caso E(XY) = E(X)E(Y):
B = || xf oy drdy = [[ xvh@f o) dxdy

= ffo(x) dxfyfy(y) dy = E(X)E(Y)

entao

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
=EX)E(Y) —EX)E(Y)=0



Covariancia e coeficiente de correlacao

Coeficiente de correlagao entre duas v.a.s p(X,Y) é dado pela formula
cov(X,Y)
p(X,Y) =

JVar(X)/Var(Y)

[EY

. —1<pX,Y)<1
2. p(X,Y) =1seesomenteseexisteb >0eataisqueY =a+ bX

3. p(X,Y) =—1seesomenteseexisteb < 0eataisqueY =a+ bX

Coeficiente p(X,Y) as vezes chamam de medida de dependencia
linear.



Exemplo 1
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Achar covariancia entre essas duas variaveis

Para isso temos que achar E(X), E(Y) e E(XY)



Achamos E (X):
1

E(X) = fxfx(x) dx = jxg
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Achamos E(XY):

11
6
E(XY)=fxyf(x,y)dx= ﬂ xyg(x+y2)dxdy=

1 00




Achamos coeficiente de correlagao p(X,Y):

1
E(X?) =jx2fx(X)dx=fx2§<x+%)dx=
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Achamos coeficiente de correlagao p(X,Y):

Coeficiente de correlagao entre duas v.a.s p(X,Y) é dado pela formula
cov(X,Y)
p(X,Y) =

JVar(X)/Var(Y)

cov(X,Y) —0.01

JVar(X)JVar(¥) 0.14v0.04 —0-134

p(X,Y) =



Densidade condicional

Pela defini¢ao a densidade de X dado Y =y, é

" F (o)
Jriv=yo () =720 S

Verificamos se isso € realmente uma fungéo da densidade

T Tree)
fleY:yo(x)dx_ fY(J’o) fY()’o)

fr(yo) = 1.

j £, yo)dx =

fY ()’0)
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Exemplo 3. Distribuicao conjunta normal

Definicao: Variaveis (X, Y) tem a distribuigcdao bi-dimensional normal se a
sua densidade conjunta for dada por

1
fy) = X
21050,/ 1 — 0

1 X — Uy ‘ Y — Hy ’ (y_.uy)(x_.ux)
Xexp{_Z(l—Qz)K Oy ) +< gy ) —2p Oy Ty

Distribuicdes marginais: X~N (i, 0.2), Y ~N(uy, 02)
Coeficiente de correlagdo: p(X,Y) = p



Exemplo 3. Distribuicao conjunta normal

‘ux:‘uy:()’o'}?:gjgz]_,

independéncia

p=0




Exemplo 3. Distribuicao conjunta normal

Uy =1, =0,0f =05 =1,p=0.7
dependéncia positiva




Exemplo 3. Distribuicao conjunta normal

Uy =p, =0,0f =05 =1,p=—-0.7
dependéncia negativa




Exemplo 3. Distribuicao conjunta normal

As distribuicdes conjuntas sao normais, com densidades

Oy 2 2
frix(xly)~N (uy + pa—(x — ly); 0y (1—p ))

X

fxiy[x)~N (ux + p? (y —uy); 021 — pz))
y



