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Prefacio

Este texto tem como publico alvo alunos de bacharelado em matematica,
licenciatura em matematica, ciéncia da computacao e filosofia, alunos de
pos graduacao cujas areas de interesses necessitem logica, algebra, teoria
dos conjuntos como ferramenta de trabalho.

Visamos, neste texto, formar uma ponte entre textos ingénuos, voltados
apenas a divulgacgao cientifica e os textos mais elaborados, voltados especi-
ficamente ao publico da &rea.

De posse desta versao, LEMBRE-SE: Como toda versao preliminar, e
esta versao certamente nao serd uma excecao, possivelmente o leitor encon-
trard erros. Estes sao de nossa responsabilidade e podem ser comunicados
via e-mail (agchalom@ime.usp.br ou weiss@ime.usp.br).

Este texto nao deve ser divulgado sem a permissao dos autores, citado
em referéncias ou usado como material didatico sem a expressa autorizagao
dos autores.

Trataremos dos seguintes tépicos:

e Introdugao, alguns paradoxos matematicos visando motivar o leitor ao

estudo dos fundamentos da matemaética;

e Os axiomas de teoria dos conjuntos de Zermelo—Fraenkel, seguidos de

uma discussao de seu significado;

e A construcao de R e Q a partir de N. Algumas defini¢cbes de Numero
Natural.

e Introducdo da nocao de cardinalidade e a prova de que Q e N tem

a mesma cardinalidade, mas a cardinalidade de R é maior do que a
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cardinalidade de N. O teorema de Cantor—Bernstein;

e Algumas nogoes de logica matemética elementar (lgica de primeira

ordem);

e Algumas teorias axiomaticas dos conjuntos: ZF e KM: unido, inter-

secgao.

Recomendamos, como leitura suplementar em teoria dos conjuntos [?].
Um livro excelente para acompanhar o curso é [?]. Professores Fitting e
Smullyan s@o sempre 6timas recomendagoes. Vale a pena verificar em [?].

Sugerimos também, que leia um pouco da histéria dessas dreas no livro [?].



Chapter 1

Introducao a Ldégica

1.1 Uma Digressao Sobre Ldgicas

Para que um livro de Teoria dos Conjuntos? Para que um curso de Teo-
ria dos Conjuntos? Todos nds temos uma nocao intuitiva de conjunto,
e comecamos a pensar em “conjuntos de alunos”, “conjuntos de carteiras”,
etc. Houve uma época, ha alguns anos atras, em que a teoria dos conjuntos
esteve na moda entre as correntes didaticas e era o foco das transformagoes
da matematica moderna, onde “ensinavamos” conjuntos a criancas do en-
sino fundamental. Uma das razoes para isso é que a Teoria dos Conjuntos
pode ser vista como uma “linguagem”, linguagem essa que se presta a descr-
ever de forma absolutamente axiomaética os modelos que normalmente sao
usados para descrever problemas matematicos.

Muito do que nds criamos recebe inspiracao em problemas de nosso dia—
a—dia. Se formos pensar, muito do calculo diferencial e integral que apren-
demos se originou em problemas de balistica. Temos tecnologias de CD’s,
originadas da experiéncia das naves Voyager que levavam mensagens em
CD’s e muitos outros exemplos dessa natureza. A matemética, por ser a
linguagem comum de todas as ciéncias, deve receber inspiracao, mesmo em
seus fundamentos, de outras fontes.

Em qualquer campo cientifico, em qualquer interacao enquanto seres
que vivem em uma coletividade, estamos preocupados em saber quando, ou
se, uma afirmagao é correta relativemente a um certo contexto, e portanto

uma “linguagem matematica” apropriada e boa de se trabalhar deve poder
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determinar isso para pelo menos algumas afirmagoes.

Veja por exemplo

e 1) Existem unicdrnios ou nao existem unicérnios.

e 2) O numero de alunos em certa sala de aula é divisivel por 7.

e 3) Todos os l6gicos sdo malucos e alguns légicos nao sdo malucos.

Estes exemplos sao do livro James MacCauley, [?].

Nao é necessério uma teoria especial para saber que 1 é verdadeira (aliés,
nao diz nada....), a afirmacdo 2 pode ou nao ser verdadeira, dependendo do
dia, e a afirmacao 3 é sempre falsa, pois contém uma contradicao.

Mas, antes mesmo de decidir se as afirmacGes s@o ou nao verdadeiras,
devemos nos perguntar se mesmo que a gramatica esteja correta, a afirmacao

faz ou nao sentido. Veja os exemplos:

e 1) Uma velha formiga levou seu cao para passear.
e 2) Um elefante morto dorme ruidosamente a sombra das flores.

e 3) Almogamos os axiomas vermelhos da teoria.

Exemplos tirados do Chomsky park, em

http : / Jwww.learnenglish.org.uk/games_frame.html

Naturalmente, esta questao das afirmacoes fazerem ou nao sentido, nao
existe dentro de certas “linguagens poéticas”, e assim vemos que existem
“sramaticas” e “sentidos” diferentes em diferentes contextos. Assim, dentro
do contexto da matematica, novamente nos perguntamos para que todo esse
formalismo, e se nao é natural quais as coisas corretas e quais nao sao.

Em muitas circunstancias, em outras ciéncias, é facil mostrar um ex-
emplo, para ilustrar uma definicdo, como uma ponte, um edificio, ou um
animal, mas como “explicar” o que é um grupo abeliano, sem uma definicao
clara?

Historicamente, foi isso o que ocorreu, ou seja, a teoria foi se desen-
volvendo sem muita preocupacao formal, até que foram encontrados para-

doxos na teoria. Como funciona uma teoria que contém contradigoes?
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Da necessidade de poder decidir o que é verdadeiro ou nao, e de livrar a
teoria das contradicOes, surgiu um “conjunto” de axiomas e um “conjunto”
de regras (como a légica formal) que permitem deduzir “verdades” (como
teoremas) das nossas hipéteses originais.

Pois bem, nés nao estamos interessados fazer a formulacdo matematica
de conceito Platonico de verdade universal. Isso nao existe, nem em fisica,
biologia, psicologia ou qualquer ciécia. A Ciéncia procura paradigmas, isto €,
um conjunto de “fundamentos basicos” que, tomados como a base do conhec-
imento, expliquem razoavelmente os fatos observados. Como, por exemplo,
o paradigma da Fisica Newtoniana foi reformulado, depois das experiéncias
sobre as medidas da velocidade da luz, que comprovavam que a luz tinha
sua velocidade constante, independentemente da velocidade do referencial.
O paradigma da fisica moderna é dado pela equacoes da teoria da relativi-
dade de Einstein. Mas usamos os modelos e equagoes da Mecanica Newto-
niana para célculos de engenharia. Afinal, usar outro tipo de abordagem,
como teoria da relatividade, levaria a cdlculo muito mais complexos, mais
custosos, com resultados deveras semelhantes aos obtidos usando mecéanica
classica. O paradigma natural da Engenharia é a Mecanica Newtoniana.

Vejamos mais alguns exemplos, de padroes 16gicos:

Exemplo 1.1 Tudo pode ser decidido com repostas simples: Sim ou Nao.

Entao responda, sim ou ndo, vocé jd parou de roubar?

A frase acima, atribuida a Sir Winston Churchill, em resposta a um re-
porter que o entrevistava, insistindo em respostas mais objetivas, demonstra
uma falha na decidibilidade de certas frases em relagao ao critério: “Se a
sentenga S ndo € verdadeira, entdo sua negacao € verdadeira”.

Como outro exemplo, considere a frase:
Exemplo 1.2 Decida, verdadeiro ou falso: Chove?

A resposta acima depende do contexto de tempo e lugar. Por exemplo,
hoje, dia 12 de maio de 2222, em Sao Paulo, capital, chove.
Nossa melhor abordagem é que podemos ter modelos para “simular”

certos raciocineos. Por exemplo, légica intuicionista serve perfeitamente
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para a ciécia da computacao. Logica cldssica, de primeira ordem, modela
muito de nosso raciocineo em matematica. Falar sobre a “diferenca” entre os
nimeros reais e os nimeros racionais, fora o fato de serem corpos linearmente
ordenados e densos, exige algo mais forte do que légica de primeira ordem.
Além da nossa teoria dos conjuntos bésicas, em dlgebra, precisamos de teoria
das categorias.

Nosso objetivo é discutir uma proposta de axiomatizacao para os funda-
mentos da matemaética.

1.2 Axiomas, Formalismo, Conceitos Primitivos?

Vamos passar Isso a Limpo?

Bem vindo, leitor! Agora vocé estd abrindo uma porta nova em seus
horizontes de conhecimento.

Essa base provavelmente nao serd usada diretamente em seu trabalho,
mas o conhecimento da “pedra fundamental” da matemadtica certamente
fard do leitor, seja ele um professor, um computélogo, um matemaético, um
profissional mais seguro dos seus caminhos de atuagao.

Possuir conhecimentos da base dos fundamentos de uma ciéncia significa
saber lidar com seguranca, e sem medo de errar, com problemas pertinentes
a sua drea especifica de atuagdo. Devemos sempre, para nao pecar pela
omissao gerada pela insegurancga, nos calcar nos fundamentos.

A moral de nossa estéria é: ninguém reforma uma casa sem ter conhec-
imento de suas fundagoes, ninguém é fluente em uma lingua sem saber sua
gramatica.

Nossa linguagem deve ter regras basicas e rigidas. Essa regras sao os
axiomas. Axiomas s&o o cddigo de regras do que é permitido ou nao de se
fazer. Note que esses cddigos serao sempre rigidos: Faca o que diz o axioma

e nada mais. Por exemplo:
Exemplo 1.3 Vamos estipular as sequintes regras:
1. vogais: a, e, 1, 0, U;

2. consoantes b, ¢, d, f, g, h, 7, k, I, m, n, p, q, 7, s, t, v, w, x, Y, 2z
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3. palavras: conjunc¢ao de uma consoante com uma vogal € uma palavra.

Isto € uma consoante segquida por vogal;

4. palavras: conjuncdo de duas palavras é uma palavra.

No nosso exemplo, bu é uma palavra (conjuncao de uma consoante com
uma vogal). Como conjuncao de duas palavras é uma palavra, temos que
bubu é uma palavra, assim como bububu e bubububu. Mas ub ndo
é uma palavra pois nao satisfaz os quesitos para ser palavra. Nao é uma

consoante seguida por vogal.

Palavras | Nao Palavras
danimope | epominad

gadi gladys
lexenadere || alexandre

gabile gabriel

Num outro exemplo, poderiamos ter:
Exemplo 1.4 Vamos estipular as segquintes regras:
1. vogais: a, e, 1, 0, U;
2. consoantes b, ¢, d, f, g, h, 5, k, I, m, n, p, q, v, s, t, v, w, x, Y, 2z
3. palavras: conjuncdo de uma consoante com uma vogal € uma palavra;
4. palavras: conjuncdo de duas palavras é uma palavra;
5. toda palavra comeca por uma vogal.

Bem, nesse caso, as condigoes sao contraditorias e nao existem palavras.

As seguintes perguntas serao questoes centrais de nosso texto:

1. Nosso sistema de axiomas é consistente? Os axiomas do Exemplo 1.4

nao formam um sistema de axiomas consistente.

2. Nosso sistema de axiomas estabelece 0 modelo (no nosso caso teoria

dos conjuntos) desejado?
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A partir da leitura leitura dos pardgrafos anteriores, comecamos a ques-
tionar se matematica é ciéncia ou filosofia. Bem, na pratica estamos também
perguntando se pessoas fazem psicologia ou biologia, filosofia ou teologia,
medicina ou matemaética e a resposta mais pragmatica pode ser “FAZEM”.
Nessa mesma linha, podemos formular, de véarios pontos de vista, alguns
modelos de teoria dos conjuntos.

Sem barreiras em nossos julgamentos, vamos propor a observacao dos
fundamentos de matematica sob varios angulos. Vamos a essa tarefa.

Nosso proposito é, em em primeiro lugar, olhar para a teoria dos con-
juntos como o tijolo inicial, isto é, como formadora ou como gramatica da
linguagem matematica, como fundamentacao para varios ramos da ciéncia,
como computacao, filosofia, lingiiistica, ensino de matematica.

Vamos discutir os paradoxos de Russel (1902), e de Euclides.

Vamos nos colocar mais formalmente nesse exemplo e discorrer sobre
como “definir bem conjuntos”. Bem ilustrativos nesse caso sao os contra—
exemplos. Neste caso, de certa forma comegamos com exemplos de como

em nao bem definir conjuntos.

Exemplo 1.5 A lista de todas listas que jamais seriam listadas. FEziste
uma lista para tudo: suas compras da semana, suas roupas, aquilo que vocé
levaria em uma viagem para o Alasca ou para Salvador. Se existe uma lista
para tudo, eriste uma lista para as coisas que ndo podem ser listadas. De
fato, um conjunto universo — um conjunto de todos os possiveis conjuntos —
implicaria na exristéncia de todos seus possiveis subconjuntos, dai qualquer
conjunto possivel, em nosso caso especifico, o conjunto de todas as listas que
ndo podem ser listadas existiria. Pois bem, neste caso, a lista das coisas que
ndo pode listada estaria nesta lista?

Exemplo 1.6 Considere dois “tipos” de conjuntos:
e 0 conjunto das idéias abstratas € uma idéia abstrata,
e 0 conjunto dos homens ndao ¢ um homem,

e 0 conjunto de todos os conjuntos € um conjunto
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Veremos que as contradi¢cdo. Provaremos que o conjunto de todos os
conjuntos nao existe.

Represente por M o conjunto de todos os conjuntos que pertencem a si
mesmos, como no caso o conjunto das idéias abstratas, e por N, o conjunto
dos conjuntos que nao pertencem a si mesmos, como por exemplo, o conjunto
dos homens nao pertence ao conjunto dos homens. Agora, pense bem, N
pertence a N¢ Se N pertence a N, entdo € verdade que N ndo pertence a

N. Logo, N pertence a M, o que novamente, é uma contradi¢do .

Exemplo 1.7 Considere o sequinte conjunto: {n € N|ndo mais do que 30
palavras da lingua portuguesa sao suficientes para definir n}.

Pois bem, estamos agora com dois problemas: Ndo € grave que esse con-
junto, chamemo—lo de S, seja N, mas nao € um exercicio fdcil, ou sequer
possivel de ser resolvido, mostrar essa coincidéncia. Se S # N, entdo pode-

mos considerar o numero natural p, definido como:
Def p p € o primeiro numero natural que nao pertence a S.

Se sim, p pode ser definido em menos do que 30 palavras? Veja Def p

acima, que usa menos do que 30 palavras para definir p!

Exemplos dessa natureza ilustram a necessidade do uso de linguagem
formal.

Até agora temos vérios conceitos a discutir e algumas perguntas que,
acreditamos, devem ter deixado o leitor curioso. Um bom método para
obter alguma respostas é organizar nossas perguntas.

Vejamos:
Q1 Como definir precisamente um conjunto?
Q2 Como definir um ndmero natural?
Q3 Como definir o conjunto de todos nimeros naturais?
Q4 Como definir alguns conjuntos infinitos?

Fagamos uma analogia:
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Exemplo 1.8 Ana visita a cidade de Zwrtztkzz, no leste Europeu. FEla de-
seja tomar uma conducao que a leve do seu hotel a determinado museu bem
perto do hotel. Ana tem a sua disposicdo quatro guias turisticos e pergunta
a cada um deles qual € o melhor modo de chegar ao museu. As respostas de

cada guia $Go
1. “vd a nado”;
2. “ande até o museu”;

3. “tome o onibus 61C. Um onibus € facilmente reconhecivel por ser um
veiculo automotor com uma a duas portas, situadas do lado oposto ao
motorista. Esse, por sua vez, € facilmente reconhecivel por usar um
kepe azul. A propdsito, o que € um kepe....” Ana, preocupada que a

paciéncia do leitor se acabe, dirige—se ao guia numero quatro;

4. “tome o omibus 61C. Desc¢a no terceiro ponto. A sua direita, vocé verd
um sinal escrito ‘Metro’. Ande até o sinal, vire para a direita e olhe

a placa indicando Museu”.

Analisando a proposta 1, vemos que ela é contraditéria. Possivelmente
nao existe caminho por dgua até o museu e, se existir, Ana nao desejaria
nadar até o museu. Vocé desejaria?

A resposta 2 é correta, mas faltam informagoes para Ana fazer seu cam-
inho.

A resposta 3 tem muito mais informacgoes do que Ana precisa. A melhor
escolha seria a resposta 4.

Facamos uma teoria dos conjuntos nos moldes do item 4: Sem con-
tradigoes, sem omitir informagcdes, sem colocar muitas informacoes que nao
serao usadas.

Comecemos definindo quesitos minimos de existéncia de conjuntos. Fare-
mos uma critica ao que seria um conjunto infinito, introduzindo dai o con-
ceito de niimero natural. Vamos discutir essas duas idéias em nossa in-
troducgao ao curso.

Objetivamos justificar a definicao ingénua abaixo. Vamos colocar

formalismos e justificar nossas operagoes com conjuntos.
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Um conjunto serd uma colegdo de objetos bem definido por satisfazer
certos axiomas. Cada um desses objetos é chamado de elemento do conjunto.

Conjuntos estarao listados com seus elementos entre paréntesis, por exemplo:
Def 11 P é o conjunto dos 11 primeiros multiplos naturais de 3.

Neste caso P é o conjunto {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33}. Dado um
conjunto, existe uma relacdo, € entre os elementos do conjunto e o conjunto.

Denotaremos p € P essa relagao, que é lida como p pertence a P.

1.3 Um Guia Rapido Para Andar Nesta Floresta

Neste capitulo tratamos de uma introducdo deveras ingénua a légica de
primeira ordem, abreviada, neste texto, f.o.l.. Légica de Primeira Ordem é
o apoio a quase tudo aquilo que escrevemos na matematica de nosso dia-a-
dia. O leitor que ja tem alguma base em matematica devera omitir a leitura
desse capitulo sem perda de pré-requisitos para a compreensao do texto.

Iremos introduzir, por meio de exemplos, o uso de sentencas tautologicas
(sentencas de valor verdade sempre igual a Verdadeiro). O leitor serd ap-
resentado, de uma maneira bem informal aos conectivos (sinais que ligam
duas sentengas ou modificam o valor de uma sentenca) A, V, =, V, 3, =-.

A leitura deste capitulo cobre a linguagem usada em um primeiro ano
de graduacao em ciéncias exatas.

Usaremos os simbolos a seguir, interpretados em sua expressao corre-

spondente em portugués
V Para todo;
J Existe;
- Nao;
AN E;
V Ou;

— Implica (Se A, entao B);
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+> Se e somente se, abreviado como see.

Os simbolos acima terao as seguintes interpretacgoes:

Conectivo E: Se sabemos que duas sentencas A e B sao ambas ver-
dadeiras. Entdo A A B serd verdadeira.

Exemplo: Pedro é brasileiro é uma sentenga verdadeira. Pablo é
espanhol é uma sentenca verdadeira. Deste modo, Pedro é brasileiro
A Pablo é espanhol é uma sentenca verdadeira.

Caso contrério, pelo menos uma das sentencas é falsa, entao a sentenca
é falsa.

Deste modo, se Pablo é espanhol é uma sentencga falsa, entdo Pedro é
brasileiro A Pablo é espanhol é uma sentenga falsa, independetemente
do valor (falso ou verdadeiro) de Pedro é brasileiro.

Conectivo OU: Tem valor falso se ambas sentencas forem falsas.

Exemplo: Se ambos Pedro é brasileiro é e Pablo é espanhol sao
sentencas falsas, entdo Pedro é brasileiro V Pablo é espanhol é uma
sentenca falsa.

Caso contrario, pelo menos uma das sentencas é verdadeira, entdo a
disjuncdo das sentencas é verdadeira.

Desse modo, se Pablo é espanhol é uma sentenca verdadeira, entao
Pedro é brasileiro V Pablo é espanhol é verdadeira, ndo importa qual
é o valor (falso ou verdadeiro) da sentenca Pedro é brasileiro.

Na linguagem coloquial, o connectivo OU tem uma conotagao de ex-
clusao, que nao tem na matematica. Dizemos : vou ao cinema OU ao su-
permercado, do ponto de vista da matemaética, a frase também é verdadeira
se formos a ambos .

Conectivo Nao: Modifica o valor de uma sentenca.

Por exemplo, se (Pedro é brasileiro) é uma sentenga verdadeira.
Entdo, Nao (Pedro é brasileiro) é uma sentenca falsa.

Por outro lado, se (Pedro é brasileiro) é uma sentenca falsa. Na
verdade, (Pedro é francés), entdo, Nao (Pedro é brasileiro) é uma
sentenca verdadeira.

Conectivo Implica: Este conectivo tem a seguinte interpretacao:

e Se a sentenca A é falsa, entdo A — B serd verdadeira, independeme-
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tente do valor, falso ou verdadeiro, de B. Se A é verdadeira, A — B
serd verdadeira se e somente se B for verdadeira. A interpretacdo’ do
conectivo implica causa alguma polemica nas salas de aula com alunos

de primeiro ano. Mas, vejamos algo:

Exemplo: Pedro é brasileiro é uma sentenca falsa. Nao importa

se Pablo é espanhol é uma sentenga verdadeira ou falsa,
— Pedro é brasileiro — Pablo é espanhol.

é uma sentenca verdadeira, pois nds nao estamos julgando nossa pre-
missa A, mas A — B como um todo e, de uma premissa falsa, inferir
qualquer sentenca B é, de fato, muito plausivel. Dai para A falsa,

A — B sempre sera verdadeira.
Se A é verdadeira, entdo A — B sera falsa se e somente se B for falsa.
— Ouro é um metal — Pav&o é um mamifero.

E uma sentenca falsa. A partir de uma sentenca verdadeira ndo se

pode inferir algo falso.

E importante notar que o conectivo — julga toda a sentenca e nao
a sua premissa ou a sua consequéncia. Esse conectivo sequer da um

valor ao contexto dessa conexao. Por exemplo

— Em S3o0 Paulo, SP, Brasil, ha uma rua chamada Direita -

— Galinhas s3o aves.

As duas sentencas sao verdadeiras. Sua conexao via implica é
verdadeira. Nao importa o fato de eventualmente nao haver,
como no nosso exemplo, conexao entre as sentencas. Uma outra
interpretagdo poderd dar o julgamento falso, visto que o conec-
tivo — julga algo sobre ruas, nao sobre aves. Mas esse tipo de

interpretagao nao pertence ao campo da f.o.l. cléssica.

— Em S3o0 Paulo, Brasil, nenhuma rua tem nome — Galinhas

sdo aves.

Wamos decidir se uma sentenca é verdadeira ou néo.
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A primeira das sentencas é falsa. O que for inferido a partir de

uma sentenca falsa torna toda a sentenca A — B verdadeira.

Se vocé acha que quer brigar com essa definicao de A implica B, vocé ja
estd pronto para estudar Légicas Modais e dar incrementada no simbolo

implica.

Simbolo Para Todo: Uma sentenca do tipo VzA(z) tem a seguinte
interpretagao, ingénua, sem formalismos: Ao se substituir « por todo valor
possivel a torna a sentenca verdadeira, entdo VzA(z) é verdadeira. Sendo
VxA(z) é falsa.

Exemplos:

Vi Fotossintese(x)

Ora, se nossa substiticao for feita usando um compéndio de botéanica que

trata de arvores, teremos,
Fotossintese(Ype) Fotossintese(Jacaranda) Fotossintese(Mogno)

Toda substituicao pelo nome de uma arvore fard com que verifiquemos
que essa arvore faz fotossintese. Ora, nesse caso VzFotossintese(x) é ver-
dadeira.

Vejamos esse exemplo:
Va(Ave(z) — Voa(z))

Nosso exemplo admite substituicao usando um livro de ornitologia cana-
dense. Toda substituido de x por uma ave canadense, resulta que essa ave

voa. A sentenca é verdadeira. Agora vamos usar um guia de ornitologia

brasileiro:
Ave(tiriba) — Voa(tiriba) Verdadeiro
Ave(tucano) — Voa(tucano) Verdadeiro
Ave(urubu — rei) — Voa(urubu — rei) Verdadeiro
Ave(carcara) — Voa(carcard) Verdadeiro
Ave(ema) — Voa(ema) Falso

Apesar de termos muito exemplos positivos, uma substituicdo de x por

ema resultou falso. Nesse contexto, Vz(Ave(z) — Voa(x)) é falso. Em
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conclusao, VxA(z) é falso se em pelo menos uma substitui¢ao de z por um

valor a resultar falso.

Simbolo Existe: Uma sentenca do tipo drxA(z) tem a seguinte inter-
pretacao: Se substituirmos z por algum valor possivel a torna a sentenca
verdadeira, entao JrA(z) é verdadeira. Senao JzA(z) é falsa.

Exemplos:

Jz—Fotossintese(x)

Ora, se nossa substiti¢ao for feita usando um compéndio de botanica que

trata de vegetais em geral, teremos,

Fotossintese(Musgo) Fotossintese(Jacaranda) Fotossintese(Mogno)
Fotossintese(Bambu) Fotossintese(Y pe) Fotossintese(cogumelo) ...

Uma substituicao pelo nome de um vegetal fara com que verifiquemos

que esse vegetal, cogumelo, nao faz fotossintese. Dai, JzA(z) é verdadeira.

O leitor certamente ird discutir e, em muitos casos, contestar as inter-
pretacoes de f.o.l., tentando fazer suas préprias interpretacées usando os
simbolos da f.0.l.. Uma boa tentativa, ja em voga no campo da matematica
héa certo tempo e um campo vasto para pesquisa cientifica é trazer inter-
pretacoes mais préximas da linguagem natural. Principalmente tratando—se
do conectivo —. Vamos, primeiramente discutir valoragoes de uma forma
sintética, fazendo o uso de um nimero minimo de conectivos e simbolos e
fazendo com que os demais conectivos e simbolos possam ser derivados, isto
é, possam ser deduzidos a partir desse conjunto minimo. A partir dai, vamos

discutir outras interpretacées ndao cldssicas pra os simbolos de f.0.1..

Exemplo 1.9 A seguinte sentenca € falsa:
e Ana ou Bené usam dculos.
Ora, essa frase, sendo falsa, nos leva ao sequinte cendrio:
1. Nao € esperado que Ana esteja com dculos e Bené sem dculos;

2. Nao € esperado que Bené esteja com dculos e Ana sem dculos;
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3. Nao € esperado que Ana e Bené estejam com dculos;
4. Pode ser que Ana e Bené estejam ambos sem dculos.
A frase 4 € verdadeira e pode ser representada por:
(=O(A) A=0(B))
lida como néao éculos em Ana e nao éculos em Bené, negacdo de
O(A) Vv O(B)

a sentenca original.

Em outras palavras
—(=0(A) A=O(B)) < (O(A) v O(B))
Vamos usar, motivados pelo exemplo acima,
AV B =-(-AN-B)

Da mesma forma, observe que A — B é verdadeira see A e B sao ver-
dadeiras ou se A é falsa , o que é equivalente a interpretacdo de —A V B,
que é, do mesmo modo verdadeira see A e B sao verdadeiras ou se A é falsa.
Temos, entao

A—-B=—-AVB

Dos exemplos do uso dos simbolos V e 3, vemos que
-V-A=dA

Desta forma, temos, por exemplo

e Nao € verdade que todo homem € careca. Equivalentemente, Eziste

pelo menos um homem que tem cabelos.

e Ndo ¢ verdade que existe vida em outros planetas Equivalentemente,

Para todo planeta (que nao a Terra), esse planeta ndao possui vida.
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O que a gente entende por construir algo recursivamente? Essa fronteira
deve ficar clara aqui. Vamos dar ao leitor o sabor de diferencial a parte
intuicionista da matematica da parte puramente sintdtica, encontrada, por
exemplo em “Set Theoretic Topology. Nao iremos nos apronfudar, mas quer-
emos deixar clara as linhas de fronteira de cada lado.

Vamos colocar a nossa matemdica construtivel em uma aparéncia mais
clara.

Lembre-se da discusso de alfabeto e férmulas e o Bla todo do cap 1. Um
pouco mais formalmente, teremos o seguinte “jogo” de montar com as suas

regras (o lado da sintax),

Definicao 1.10 (Linguagem) Temos um alfabeto, A = {p1,...,pn}, um
conjunto de conectivos de certa ordem, undrios, agem sobre A, bindrios,

agem sobre A x A, trindrios, etc.

A essa altura, nao ambicionamos ganhar uma medalha Field e temos

certeza de que o personagem mitico Nicolas Borbarki nos daria um golpe

mortal por nossa absoluta falta de bases, mas acreditamos que o entendi-

mento dos fundamentos de Matematica se fortalece nas contextualizagoes e

na no enciclopedismo de construir sem as contextualizazoes. Idéias e dis-

cussoes em todos os niveis sao muito bem-vindas pela revolugao de gerar o

novo e nao se congelar eternamente o ja estabelecido. Caminhamos em dois

lados: escrever com muita clareza o que ja existe. Essa divulgacao é
0.0:0.6.0.0.0.6.0.0.0.6.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.6.0.0.0.6.6.0.0

Definicao 1.11 Indutivo, etc
Exemplos de linguagens contruidas recursivamente:
Exemplo 1.12 Alphabeto: as fungdes basicas
1, z, sinz, exp(z)

Conectivos undrios

inversa,
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Conectivos bindrios

Funcoes elementares:
1. Todas as fungoes basicas sao funcdes elementares;

2. Se f e g sao funcdes elementares, entdo f+g, f Xg, f+g e fog sdo

funcdes elementares;

3. Se f € func¢ao elementar entao inversa(f) € fungdo elementar.

Desse modo, ja que 1, sinz e exp(x), sdo fungoes elementares, entéo, por

exemplo

1+sinz, 1+exp(x), sinz+exp(z), 1 xsinz, 1 X exp(x), sinz X exp(z)
sao funcoes elementares. E, recursivamente,

(1+sinz)+exp(x), (1+sinx) x exp(z), ,exp(l+sinx), exp(sinz x exp(x))

Definimos a fungao cos x = sin(z + 7/2).

Enfim, nés aumentamos a complexidade das fungoes que escrevemos,
recursivamente construindo novas fungoes a partir das func¢es anteriores
com o uso dos conectivos undrio e binarios.

Essas funcGes estdo s@o apenas as sentencas que recursivamente con-
struimos. Dentro, por exemplo, do contexto Andlise Real, damos o contexto
de associar a cada niumero real x um valor f(x) e nos preocupamos com
dominio de fung¢do. Por exemplo, % é uma funcao elementar definida em
todos reais excepto o 0.

Ora, podemos definir derivadas de modo igualmente indutivo, sobre a
complexidade de construcdo de uma fincao. Abstraimos a nocao geométrica
de derivada, que se originou do limite

Fan) — tim L@ = F0)

T—x0 Tr — X0

Definimos derivada recursivamente como

Definicao 1.13 Funcgdes bdsicas:



e sinz’ = cosx;
e exp(z) = exp(x).

Conectivos undrios

1

. ! __
e inversa(f(z)) = Flanversa(f(z)) *

Conectivos bindrios
e (f+9)=(f+4d);

o (fxg) =" xg)+(fxg)
o (f+g) = (f'x9)=(fxg') .

- g2 )

e (fog)=1f(9) xg"

Desse modo, a funcao ", definida, recursivamente como

° kxr = zk;
e (mx)+ (nx) = (m+n)zx.

Tem a sua derivada dada por
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Vemos, entao que derivamos o valor de
(2%) = (zxz) = (&' xx)+(zxz’) = (Ixz)+(zx1) = (Ixz)+(Ixz) = (1+1)z = 2z

Donde, suppondo provado que (z") = nz"~!, temos

(2"t = (z x ™) = (' x 2") + (z x (2™)") = (1 x 2") + (z x (nz"" 1))
(1 x 2™+ (no x 2" ) = (I x 2") + (n x 2" ) = (1 x 2") + (n x 2")
(I+n)xa™

Finalmente, note que Derivacao foi descontextualizada da idéia Newto-

niana de Fisica tornando-se apenas idéia algébrica.

1.5 Exercicios

Exercicio 1.14 Escreva de modo equivalente:
1. Nao € verdade que vocé anda ou de moto ou de bicicleta.
2. Nao € verdade que Ana canta e danca.
3. Nao € verdade que toda cobra tem peconha.
4. Nao € verdade que todo homem mente.
5. Nao € verdade que existem elefantes rosa-choque.

6. Nao € verdade que existem ladrées de bicicleta em Nova Iorque.



Chapter 2

Axiomas Basicos

Por que Axiomas Bésicos? Porque estes axiomas, em si ja justificam matematica
finitista, intuicionista, construtivista - a Matemadtica que se preocupa em
gerar, por meio de um algoritmo, uma resposta e se preocupa em analisar a
Compleridade ao se calcular essa resposta. Isso é um bocado de coisa! Senéo,
vejamos: Estamos falando do que pode ser medido, calculado, computado.

Estamos falando sobre problemas de decisao.

Teoria dos conjuntos ndo encerram todo o cédigo matematico e, sur-
preendentemente, um pedaco de teoria dos conjuntos, que é a base para a
justificativa dos conjuntos hereditariamente finitos, sdo o objeto de toda a
matematica concreta, que envolve provar, decidir, construir um algoritmo

ou codificar provas.

A partir da leitura das paginas que antecedem, percebemos que devemos
nos calcar em bases sélidas de linguagem, senao nosso objeto de estudos
fica ou muito banal (falamos de uma linguagem trivial, dai nao temos mod-
elos interessantes ou uteis) ou falamos de algo inconsistente e nao temos
nada de util pra falar. Deste modo, primeiramente, precisaremos de alguns
postulados basicos para a existéncia de conjuntos, caso contrario estaremos
lidando com definicdo contraditérias. Devemos procurar consisténcia, i.e.,
nao derivar, nao provar, uma contradicao. Deste modo, essa teoria pode
ser proposta como ferramenta para modelagem de problemas que envolvam

matematica.

Vamos introduzir, discutir e analisar o sistema de axiomas de Zermelo—

19
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Frankel, ZFC. A partir desses postulados, vamos descrever um Modelo
Canonico da Teoria dos Conjuntos.

Procuremos agora postulados consistentes para definir conjuntos.

A abordagem axiomdtica de ZFC wvai justificar a abordagem ingénua
que temos a partir de nosso conhecimento de ensino médio. A linguagem
formal que vamos introduzir aqui usard como particulas atdmicas o sinal
pertence, €, que é uma relagao bindria, e um atomo inicial, o conjunto vazio,
denotado ). Vamos, recursivamente, nesse estdgio construir conjuntos e dar
valor Falso ou Verdade a sentencas x € y, para conjuntos z e y.

Um dos axiomas de existéncia que deve estabelecer a existéncia de um
conjunto inicial. Este conjunto, o conjunto vazio, serd o minimo necessario,
j& que todos os conjuntos serdo obtidos a partir de operagoes vélidas (i.e.,

usando os axiomas de ZFC), onde o conjunto vazio é o “tijolo inicial”.

2.1 Axiomas e um Modelo

Vamos enunciar os trés primeiros axiomas bdsicos e, a partir dele, fazer o

nosso modelo (semantico da Teoria dos Conjuntos).

Axioma 2.1 (Existéncia do Conjunto Vazio) FEriste um conjunto, de-

notado por () e chamado de vazio, que ndo possui elementos.
30 Vo —=(z € 0)

Axioma 2.2 (Formacao de Pares) Para todo x ey, eziste z tal que x €

z ey € z. Em simbolos,
VaVy3z(z € z Ay € z)

Axioma 2.3 (Extensionalidade) Se A e B sdo dois conjuntos tais que

x € A se e somente se x € B, entdo A = B.

Queremos um modelo matematico em conformidade com os axiomas
acima. Assuma um ente (). Vamos, entdo dar um modelo para o axioma
da existécia do vazio criando um ente () e a correspondéncia (a valoragao)

que manda o (), que pertence a parte de sintaxe de teoria dos conjuntos ao
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elemento (), que pertence a parte semantica de teoria dos conjuntos. Mais
ainda, criamos a relacao bindria:

e Se x é um conjunto, a sentenca x € ) recebe sempre o valor Falso.

Ora, nosso modelo consiste apenas de um conjunto, o vazio, () e apenas uma
sentenca relacional () € (), cujo valor é Falso.

Nosso modelo nao pode ser limitada a uma sé palavra. Vamos usar os
Axiomas de Extensionalidade e pares para justificar a construcio a seguir:

A formacao de pares, em nosso modelo é dada por
Definicao 2.4 Se x e y sao conjuntos, entio {x,y} é um conjunto e vale

x € {x,y} = Verdade y € {x,y} = Verdade

Escrevemos o par formado pelo vazio, () como {0,(} e temos a pro-

priedade de que () € {(),0}. Usaremos a abreviatura

{0,0} = {0}

em geral,

Notagao 2.5 Dado um conjunto x mo modelo, o conjunto correspondente

ao par formado por x, {x,z} em nosso modelo é denotado por {x}.

O Azioma da Extensionalidade a ser definido para o nosso modelo de
Teoria dos Conjuntos nos permitird definir a relagao binaria de Igualdade
em nossos modelos. O leitor, que estd aprendendo fundamentos decerto estd
questionando o porque da igualdade nao ser um conceito ébvio, primitivo.

Vejamos um exemplo para ilustrar a idéia de igualdade.

Exemplo 2.6 Vamos considerar trés criancas: André, Gabriel e Luisa.
André € igual a André. Claro! Mas André € igual a Luisa e diferente de
Gabriel, se o critério de igualdade é “Todos membros de uma mesma familia
sao iguais”. André e Luisa sdo irmaos, dai sdo da mesma familia. Gabriel
ndo € parente dos dois. Ora, nosso critério poderia ser altura. Dai podemos
ter que André € igual a Gabriel, ambos diferentes de Luisa, que poderia ser
mais alta.
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Poderiamos ter um critério onde André € igual a Gabriel e André € igual
a Luisa. Nesse caso, Gabriel € igual a Luisa e, tanto faz dizer que Gabriel

€ igual a Luisa ou Luisa é iqual a Gabriel.

A nocao de igualdade precisa ser bem definada. Isto é, queremos que todos
sejam bem informados, e com o uso de regras claras, o que entendemos por
igual. Igual é ter o mesmo nome? A mesma altura? Ter nascido na mesma
cidade?

Um critério claro para a relacao de igualdade deve ser estabelecido e

deve satisfazer

Definicao 2.7 Propriedades de equivaléncia:
o © =z (reflexividade);
o x =y implica y = x (simetria);
e x =y ey =z implica x = z (transitividade).
Usando o jargao matematico, igualdade é uma relacdo de equivaléncia.

Definicao 2.8 Dados dois conjuntos A e B, diremos que A € igual a B,
denotamos A = B se todo elemento t de A também pertence a B e vice-

versa. Em outras palavras,
A=B=(tec A+ te€B)

Analogamente a nocao de igualdade, outra nocao derivada da relagao de

pertinéncia é a relacao (binéria) de subconjunto:

Definicao 2.9 Dados dois conjuntos A e B, diremos que A é subconjunto
de B, denotamos A C B se todo elemento t de A também pertence a B.

Em outras palavras,
ACB=(tec A—teB)

Voltemos ao conjunto dado pela formagao de pares, {z} = {z,z}. Esse
conjunto possui a propriedade que x é o unico elemento de {z}. Isto é, a
sentenca

x € {z}
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é Verdade e qualquer outra sentenca
z € {x}

Para x # z é Falsa.

Entao, o conjunto denotado por {#} pertence a nosso modelo, é o onjunto
tal que 0 € {0},

Usando pares, dados dois conjuntos = e y, temos os conjuntos {x,y} e

{y,x}. E til notar que
Lema 2.10 Dados dois conjuntos = ey, entao {z,y} = {y,z}.

Prova: Por propriedade de pares, temos que = € {z,y} e y € {z,y}. Pela
mesma propriedade aplicada a {y,z}, temos = € {z,y} e y € {z,y}.

Usando a definigao de igualdade, temos que {z,y} = {y,z}. B

Na verdade, estabelecemos como nossos tijolos de construcao um sistema
de regras consistente, os axiomas, ou postulados, de uma teoria e, a partir
desse conjunto de regras, e s6 usando essas regras, obtemos nossos modelos.

Note que apresentamos também, o simbolo €, de natureza relacional,
estabelecendo a verdade da frase: Se x é um conjunto, entao nao é verdade
que z € 0.

Estamos, a medida que formamos as regras (indutivas, no momento) para
construir conjuntos, na verdade decidindo pelo valor Falso ou Verdade para
uma relacao binédria € entre conjuntos, definida a medida que enunciamos
os axiomas de teoria dos conjuntos. Podemos até com o uso de uns poucos
axiomas fazer uma teoria dos conjuntos recursiva (algo que pode ser descrito
em um algoritmo) onde vamos, recursivamente consruir nosso modelo. Os
demais conceitos aos quais o leitor estd acostumado e, muitas vezes “guarda
no bai” dos conceitos primitivos”, quer seja: subconjunto e contém serao
derivados (definidos a partir) da relagao de pertinéncia.

Trataremos da decisao pelo valor T, para verdadeiro, ou L, falso, para
sentencas da forma

x €y ou ~(rE€y)

para x e y conjuntos em funcao da complexidade da formagcao dos conjuntos

xeuy.
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Temos, para nosso modelo de teoria dos conjuntos e para modelos matematicos
em geral, que se a sentega P(a) é Falsa, entao sua negacao —P(a) é Ver-
dade. Temos que P(a) e =—P(a) sdo equivalentes.

Elementos de conjunto sao conjuntos e as relagoes C de subconjunto e
=, de igualdade, sao nocodes derivadas da relacao bindria €.

No momento, sé com nossos axiomas, ja podemos ver que os conjuntos

foram (até o momento) recursivamente construidos:

e Existe um conjunto: O conjunto vazio é um atomo de nossa teoria e
sua valoracao em nosso modelo fez com que, pelo menos, o conjunto ()
pertenca a esse modelo e a propriedade de que algum conjunto petence

ao () é falsa;

e Recursivamente, defina, se x e y sao conjuntos em nosso modelo,

entdo {z,y} é um conjunto, = € {z,y} e y € {z,y}.

Mais conjuntos poderao ser recursivamente construidos: Temos, por ex-

emplo, os conjuntos
e (). Decorre do axioma de existéncia;
e {0}. Decorre do fato que §) é um conjunto. Dai, pela formacao de
pares, {(),0} é um conjunto. Mais ainda, () € {0,0} = {0}.

Em conclusdo, {0} é um conjunto e § € {(}.

e () e {0} sdo conjuntos. dai, usando pares e identidade, temos que

— {{0},{0}} é um conjunto e {0} € {{0},{0}} = {{0}}.
— {0,{0}} é um conjunto, O € {0,{0}} e {0} € {0, {0}}.

Vamos continuar a brincadeira de armar feita acima. J4 temos no nosso

modelo os conjuntos
0, {0}, {{0}}, {0,{0}}

e as propriedades:
0 para todo conjunto z, x € () = Falso
{0} 0 € {0} = Verdade
{{0}} {0} € {{0}} = Verdade
{0,{0}} | 0 € {0,{0}} = Verdade, {0} € {0,{0}} = Verdade
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Note que a relacao de pertinéncia foi deduzida como verdadeira ou falsa
a partir de nosso construcgao de novos conjuntos usando Pares. Usando pares
nos quatro conjuntos acima, poderfamos formas 4 x 4 x 4 x 4 = 4% conjuntos.
Para nao repetir conjuntos anteriores e fazer uso do Lemma 2.10,

Alguns conjuntos, dados pela construcao de Pares em nosso modelo,
usando o 0, {0}, {{0}}, {0, {0}}, sio
{{{0}}} {{0}} € {{{0}}} = Verdade

{{0,{0}}} {0,{0}} € {{0,{0}}} = Verdade

0 e{0,{{0}}} = Verdade
{0, {03} ({01} € {0 {{0}}} — Verdade

{0} € {{0},{{0}}} = Verdade
0y {10 {{0}) € {{0}. {{0}})} = Verdade

0 e {0,{0,{0}}} = Verdade
{0,{0.{03}} {0, {0} € {0, {0, {0}}} — Verdade

(0} € ({0}, {0. {0}}} = Verdade
OO0 | 1o 0y) € ({0}, {0, {0}}} — Verdade

({01} € ({{0}}.{0.{0}}} = Verdade
HO 00018 |19 10y € (({0}). 0. {0}}} = Verdade

Podemos também decidir, sentencas tais como

{0} € {{{0}}} = Falso

Em verdade, o conjunto {{{(}}} foi formado por pares a partir do {{(}}.
Temos que a sentenga {{0}} € {{{0}}} = Verdade.
Veja mais sobre pertinéncia nos Exercicios.

Agora o leitor tem conhecimento para criticar os conceitos mais “primi-

tivos” sobre fundamentos:

Folclore 2.11 Nao confunda conjunto com elemento de conjunto. Pertence

€ uma relacdo entre conjuntos e seus elementos.

Cabe aqui uma pequena digressao sobre o Folclore 2.11. Teremos, se

aceitarmos o enunciado acima, que definir elemento do conjunto. Entao
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nossa tarefa é dividida em duas “missoes”: Definir conjunto e elemento do
conjunto.

Mais ainda, teremos que distinguir conjunto e seus elementos. Ora,
vimos que, com o uso de apenas trés axiomas, “conjunto” e uma relagdo
bindria de pertinéncia foi bem definida. Os demais conceitos sdo derivados
e nao foi necessario nada mais do que esse trés axiomas, dai porque carregar
mais a notacao? Nao h& necessidade de se carregar mais ainda a teoria,
quando ja temos algo que funciona da mesma forma.

O bom de definir-se “conjunto” e a relacao “pertence” é que elemento de
conjunto também é conjunto e o conceito de subconjunto serd um conceito
derivado.

Por outro lado, uma axiomatizacao de teoria dos conjuntos que parte da
idéia de elemento de conjunto necessitaria também de uma relacao pertence
definida entre um conjunto e um elemento de um conjunto. Nossa “teoria”
ja estd ficando muito “larga e pesada” para carregarmos via uma escrita
legivel esses dois “conceitos”, elemento de conjunto e conjunto.

Nossa justificativa para as “nogoes primitivas” de conjuntos, elementos
de conjuntos, subconjuntos e pertinéncia ja estd bem fundada. De fato,
formamos os conjuntos 0,{0},{0,{0}},.... Ora, se formamos conjuntos

r1,%2,x3,... ja4 temos justificadas as sentencas:

e {x1} é um conjunto e x1 € {z1}. Na verdade x1 é o inico elemento de

{z1};

o {{z1}} é um conjunto e {z1} € {{z1}}. Nao é verdade que z; é o
elemento de {{z1}}. O conjunto {{z;}} foi formado usando Pares e

Extensionalidade:

— Por Pares, {{z1},{z1}} é um conjunto e {z1} € {{z1},{x1}};
— Por Definigao, {{z1},{z1}} = {{z1}}.

e Se {x1,x2} e {{x2,x3}} s@o conjuntos, entao

x1 € {1, 22}, @2 € {21,22}, ,
{z2, 23} € {{z1, 22, 23}

Os elementos de {{z1, 22}, {{z2,23}}} sao {z1,z2} e {{z2,23}}.
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Observe que ainda nao podemos justificar que {x1,z9,23,...} seja um
conjunto. E necessario um axioma para justificar a existéncia de um con-

junto infinito.

Ja podemos construir muitos conjuntos, mas nao justificamos todos os
fundamentos da matemética. Vamos acrescentar (e analisar) os seguintes

axiomas:

Axioma 2.12 (Uniao) Para todo conjunto S, existe um conjunto X tal

que x € X see existe A€ S ex € A. Em simbolos,
VS3IX VAVz(r e ANA€e S e X)

Em nosso modelo, esse axioma se espelha, semanticamente, na regra para

formacao de conjuntos dada abaixo:

Definicao 2.13 Dados os conjuntos S, A e x, existe um conjunto X tal

que se
1. A relagdo x € A € Verdade;
2. A relagio A € S é Verdade;

entdao a relagao x € X é Verdade. Mais ainda, a relagdo de pertinéncia

resulta Falsa para qualquer outro conjunto y fora das condi¢cées dadas acima.

Em resumo, se temos o conjunto S, tomamos os elementos de S. Seja
um deles A. Tome os elementos de A. Seja um deles z. Entao existe um
conjunto X onde z € X. Isso vale para todos elementos A € S e todo
elemento x € A.

Depois de justificadas as formagoes de conjuntos por pares e uniao e

dada a relagao de igualdade iremos usar a seginte notacgao:

Notagao 2.14 Se X ¢ uwm conjunto tal que para os conjuntos x1, x2,...,Tyn

a relacdo

x1 € X = Verdade ,xo € X = Verdade,...,z, € X = Verdade
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e para todo conjunto y diferente dos x1, x2,...,x, a relacdo

y € X = Falso
denotamos X por {x1,x9...,Tn}.

Vamos escrever como fica a uniao em alguns dos conjuntos que formamos:

‘ ) Nada a fazer. Nao existem elementos em ) ‘

{0} Nada a fazer. § € {0}, mas () nio tem elementos |
{0,{0}} 0 e {0} pertencem a {0, {0}}. 0 € {0}.
A uniao de {0, {0}} ¢, portanto {0}.
{{0}} {0} é o tinico elemento de {{0}}.
() é o tinico elemento de {0}.
A unido de {{0}} ¢, portanto {0}.
{0,{0,{0}}} Temos que () ndo tem elementos.
Os elementos de {0, {0}} sdo () e {@}. Desse modo,
a uniao do conjunto dado é {0, {0}}.
{0,{{0}}} © nao tem elementos. O tnico elemento de {{0}} ¢ {0}.
O resultado da unido acima é {{0}}.

oy, (0 oy D€L 0D {03} e {0} € {0.{0}}.

A uniao do conjunto acima é {0, {0}}.

de unido que eu aprendi nos cursos elementares de matemdticall!! Devo
jogar o conhecimento velho fora? Devo jogar o livro fora? Bem, na verdade,
vamos derivar o conceito de unido que conhecemos a partir dessa definicdo. A
unidao que vocé aprendeu vem como conceito derivado a partir do Axioma de
Uniao. A operagao de uniao que conhecemos no nivel informal sera definida
a partir do axioma de uniao. Essa operacao vai coincidir com o conceito de

Uniao que o leitor trouxe de seus cursos basicos.

Definicao 2.15 Dados dois conjuntos x ey a operacdo bindria xUy € dada

pelo azioma de unido sobre o par {x,y}.

Vamos usar a Definicdo 2.15 para tomar a unido dos conjuntos
Usando o Axioma da Uniao, nés podemos “descascar” a estrutura de um

dado conjunto e extrair os (conjuntos) elementos dos elementos. A unido,
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como temos de nossos conceitos mais elementares de operacoes matematicas
deve coincidir com essa definicao de formar pares e extrair elementos. De
fato, dados os conjuntos z e y, por pares, formamos o conjunto {x,y}, cujos
elementos sdo x e y. Aplicando-se o axioma da unido, teremos os conjunto
de todos os elementos de x e de todos elementos de y, o que coincide com a
nossa definicao de unido.

Se a relagao t € z é verdade, diganos, para t = w1, t = ws,..., t = w,
e falsa ao contrarion e se a relagdo t € y é verdade, para t = vy, t = vs,...,

t = vy, entao a relacao

u€xUy= Verdade <> u=wjouu=wyou ... OU U = W, OU
U=1V] OUU="V3 OU ... OU U = Uy,

e falsa caso contrario. Usando a notacao 2.14, temos que

x Uy ={w,wa, ..., Wy, V1,02,V }
Lema 2.16 Se z1, z2, ..., T, para n > 1 sdo conjuntos, entdo w =
{z1,29,...,2y} € um conjunto e para cada 1 <i <n, x; € w.

Prova: Se n = 1, por pares {x1,z1} é um conjunto e x; € {x1,x1}.
Denotamos, {z1,z1} = {21}, logo {z1} é um conjunto com z; € {z1}.

Para n = 2, use axioma dos pares e forme {x1,z9} com x1 € {x1,22} €
x9 € {x1, 22}

Temos que {z1,x2} e {x3} s@o conjuntos com x1 € {x1, 22}, x2 € {21, 22}
e xg € {x3}.

Por pares, faga {{x1,2z2},{x3}}. Aplique a unido a esse conjunto e
obtenha {1, x9,x3} com z; € {x1,z2, 23} para todo 1 <1i < 3.

O raciocinio se aplica indutivamente até obtermos w com x; € w para
todol1 <i<m.

Vamos “emoldurar” em uma definicdo a operacao de construcao de um

nimero natural, Secao 3.1.

Definicao 2.17 (sucessor) Dado um conjunto x, seu sucessor € o con-

gunto x U {x} e serd denotado por s(x).
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Com o axioma da unido, temos a particula V.

Ganhamos agora a particula A, que é derivada do V e do — como

(pAq) < =(=pV—q)

cuja interpretacao informal de seu significado é dado no Exemplo 1.9.
J4 temos todos os conjuntos finitos. A partir do 4tomo ), temos conjun-

tos dos tipos
1. ) é um conjunto e z € () é falso para todo conjunto x;
2. {0} é um conjunto. A sentenga x € {() é verdade apenas para x = {J;

3. Se 1, za,..., T S0 conjuntos, entdo {1, xs,...,x,} é um conjunto.
A sentenca y € {x1,x9,...,x,} é verdade para y = x1, y = xa,...,

Yy = xTp apenas.

Os préximos axiomas extendem mais a no¢ao de conjunto (finito) dado

acima.

Axioma 2.18 (Conjunto Infinito) Ewiste um conjunto infinito. Formal-
mente,
Jx(0 € z AVy € x2(s(y) € x))

Usaremos esse axioma para definirmos o conjuntos dos nimeros naturais.

No nosso modelo de conjuntos, temos agora o conjunto
NO = {.Z'(),.Z'l,I'Q, <oy Ty Tty - - }

com a propriedade de y € Ny é verdade para

1. 29 = (Z);
2. 1 = {@},
3. wy ={0,{0}};

4. r3 = {@7 {@}, {(D’ {0}}}a
D. Tq = {@, {®}7 {(2)7 {(Z)}}7 {®7 {®}7 {®7 {@}}}},
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6. Em geral, definidos xq, x1, x3,...2, em Xg, temos que
Tnt1 = {0, x1,T2,...,Tn} € Ng
Axioma 2.19 (Potenciagao)
VedyVz(z Cz — z € y)

Dado um conjunto A, existe um conjunto P(A) cujos elementos sao todos

os subconjuntos de A.
Ve dyVz(z Cax — 2z €y)

Esses ainda nao sao todos os axiomas da teoria ZFC, mas esses axiomas
ja sao suficientes para que possamos iniciar uma discussao.

Com o uso de potenciacao, temos que se x1,x2,x3,... sao conjuntos,
entdo {z1,x2,r3,...} é um conjunto. Além disso, x; € {z1,z2,3,...},

x9 € {x1,x9,x3,...}, etc.

2.2 Digressoes
O leitor deve tomar nota que:

1. O vazio () é subconjuntos de qualquer conjunto;

2. O vazio nao necessariamente pertence a um conjunto.
Para verificar a primeira afirmacao, temos que

0 Czx see
ted—tex
Ora, temos que a asser¢ao, t € () é falsa, usando o axioma do conjunto
vazio, nenhum conjunto pertence ao ), donde ¢t € () é uma afirmacao falsa
e, portanto, a implicacao verdadeira. l.e., t € ) — t € x é verdadeira.
Portanto, o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.
Para justificar a segunda afirmacéo, basta um contra-exemplo:
O conjunto {{0}} é formado, usando-se o axioma dos pares, por {0} e
{0}. Usando-se o axioma da identidade, {(#} é o tinico elemento de {{0}}.
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Também é importante notar que, com os axiomas que temos, podemos
definir pares ordenados seguindo as defini¢oes de K. Kuratowski. O par
ordenado (z,y) tem sua distingo de z como primeiro elemento e y como

segundo elemento. Como definir essa questao de modo nao ambiguo?

Defini¢ao 2.20 Dados dois conjuntos x ey o par odernado (z,y) € definido

como o conjunto cujos elementos sdo apenas x e U y.

Teremos, entao o par ordenado (z,y) dado pelo conjunto {z,{z,y}}.

2.3 Mais Axiomas

Axioma 2.21 (ACom) Axioma da Compreensao: Se P é uma pro-
priedade e A € um conjunto, entdo existe um conjunto B tal que x € B se

e somente se v € A e P € verdadeira em x.

Esse axioma requer o conhecimento preciso do que é uma propriedade.
Na pratica, essa nocao nao é univocamente definida. tente a seguinte “pro-

priedade”
e P € S se P éum grande compositor brasileiro.

Os exemplos do uso do axioma da compreensao e uma idéia mais clara
sobre o conceito de “propriedade” serao abordados no texto, a medida que
introduzimos mais axiomas.

Esta claro que devemos definir propriedade, analogamente a igualdade
ou relagao de pertinéncia usando o que temos, apenas o que temos a mao:
Os axiomas de teoria dos conjuntos e nenhuma defini¢do exética a linguagem
que estamos desenvolvendo.

Nesse caso, facamos:

Definigao 2.22 (Propriedade) Uma propriedade em um conjunto x €
definida por uma formula bem formada com axiomas da teoria.
Em suma, uma propriedade € uma combinacao finita de azxiomas da

nossa teoria e € dada por uma asser¢do Verdade ou Falso em nosso modelo.
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Nosso problema € a contagem de férmulas que podemos escrever (um
numero enumerdvel delas e as possiblidades infinitas de conjuntos.

Ora, o arioma das partes e os axiomas da escolha fardo o papel de asse-
gurar o existéncia desses conjuntos, mas estamos na froteira da matemdtica

que pode ser construida e da grande matemdtica.

):9.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.9.0.0.0.0.0.90.090.90.900.90009000000000900000000090000000040000090000000040.0.00409.0000

Exemplo 2.23 FEssas sentencas ilustram o uso do conceito de propriedade

{zfe € {0,{{0}}} Nz # 0}
{zlz € {033} na € {{{0}}})

No primeiro caso, temos o conjunto x = {{{0}}} e no segundo caso

z=0.

O Azioma da Compreensdo nos dé liberdade de formar subconjuntos
de um conjunto dado. Esses subconjuntos estao sujeitos a formulagao de
uma propriedade P. Eles sdo os subconjuntos de um conjunto A dado que
satisfazem a propriedade P. Note que isso nao é a arbitraria formacao de
subconjuntos.

Os Aziomas do Conjunto Infinito, Potenciacdo e Unido serao discutidos
nas construgoes de cardinais e ordinais.

O que falta para descrever ZFC? Vejamos mais axiomas a serem trans-

formados nas regras semanticas do modelo de conjuntos.

Axioma 2.24 (Substitui¢ao) Se P(x,y) € uma propriedade tal que para
todo x existe um unico y onde P(x,y) € verdadeira. Entdo para todo con-

junto A, existe um conjunto B onde

Vo € Ay € B(P(z,y) = Verdade)

Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.25 Dado um conjunto x, existe um inico conjunto y = s(z) o
sucessor de x (veja a Definigo de sucessor, 2.17)

Seja A o conjunto dos pares, isto €, A € recursivamente definido como
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1. 0 € A;

2. Sex € A, entao s(s(x)) € A.

O conjunto B € o conjunto dos impares:
1. 1€ A;

2. Sex € A, entdo s(s(x)) € A.

Finalmente, vamos estabelecer que, de certo modo, o conjunto vazio é o

nosso tijolo inicial e nada mais tem complexidade menor em construgao.
Axioma 2.26 (Fundagao) Todo conjunto é bem fundado:
Ve(Jy(y € ) — Jw(w € x A—-3z(z € x A z € w)))

Todo conjunto x nao vazio possui um elemento disjunto de z. O conjunto
x possui uma particula inicial.
Vamos entender melhor o enunciado do Axioma da Fundacao. Suponha

que x é o conjunto dos naturais, {0,1,2,... }. Estabelecemos que
0€1,0€2,1€2,0€2,1€3,2€3,...

e que todo natural j € z. Ora, procuramos por um conjunto w que pertenca
a r porém w e xr nao possuem elementos em comum. Esse w é o vazio.

Toda a matematica que escrevemos esta calcada no axioma da fundagao.
Esse axioma, em outra formulacdo nos conta que todo conjunto foi recur-
sivamente construido a partir dos axiomas ZFC. Isto é, todo conjunto tem
uma particula minima. Vejamos: Jy(y € x) é equivalente a dizer que x nao
é vazio. Nesse caso, existe um w elemento de x cuja interseccao com x é
vazia.

Em resumo, nao podemos fazer conjuntos sem um “tijolo” inicial.

2.4 Exercicios

Acho que se eu souber resolver isso eu ja aprendi a linguagem! Por isso vou

resolver exercicios e discuti-los com os colegas e com o professor.
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Exercicio 2.27 De acordo com a teoria que foi aprendida, decida se sao

conjuntos:

1.

0;

2. {0};
3. {{0}};

A0

5. ... {{{0}}}... (nao precisa dar uma justificativa formal. Intuitiva-

mente, decida se € conjunto);

6. {{0},0};

7. {0}, 0;

8. {0,{0},0};

9. {{03},{0,{0},0};

10.

11.

12.

15.

{{{03},0,{0}, 0},

{0}, 0,{{0},0,{0}}, {0, {0}, 0}
{{{0},0,{{0},0,{0}}, {0, {0}, 0} };
{{03,0,{{0},0,{0}},{0, {0}, 0}}.

Exercicio 2.28 Sejam x,y,z conjuntos. Decida se € verdadeiro ou falso.
Justifique

SR SRR

v A

. xe{z,y, z};
xSy, 2}
Az e{w,y, 2}
Azyy Sy, 2

- H{et) e {zy,2)
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D

Az Az uty € {2y, 2}
.0 ={0};

S

Co

. {0,1,2} ={2,0,1};

©

{07 17 17 27 27 27 37 17 2} # {07 17 2};
10. {{{0} € um conjunto;

1. {{{0}}} # {{0}3}-

~

Para resolver os exercicios que se seguem, suponha que conjuntos sao

denotados por letras mintsculas, z,y, z, . . . .

Exercicio 2.29 Sejam x,y,z conjuntos. Escreva a unido de.
1. 2y, 2
2. {z,y}, z;
3. Az {a} {{z} 2 {a}, {{z. v}, 2}
4. o {x}, {{z, u}, 2}
5. x;
6. {z};
7 {{{=}}};
8. {a}, {{{z}}}.

Exercicio 2.30 Forme o sucessor e o conjunto de poténcia de:
1. z;
2. {z,{z}};
3. {{z}};
4. Az {z, {z}}}
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5. {{z {z {=}}}};

6. {z,y,2};

7.z} {y, 21}

8. {z, {z}, {y, 2} };

9. = {z} {y, z}}}

10. {{z,y, 2}, {z. {=},{y, 2}} };

1. {{{{z,y, 2} {z {z} {y, 2} }}}}-

Definicao 2.31 (sucessor) Dado um conjunto x, a enézima itera¢io da
operagdo sucessor € denotada por s™(x).

Uma defini¢ao andlogs para P"™(x).
Por exemplo, dado o conjunto x, temos:

L s(z) = {z, {z}};
2. s(z)? = {{=. {2}}, {{z. {=}} }}
3. s(x)’ = {{{z, {o}}, {{z. {=z}1}} {{{z {=}}, {o. (=} 1}

Dado o conjunto {z,y}, temos

1 P({z,y}) = {0, {z}, {y}, {z,u}};
2. P({z,y})? =

0,
{0}, {{=}}, {u}}, =, w3},
(0, {23}, {0, {y}} {0, {=, y}}, o) {ut ), Had {, v} ), ({o) {0}
{0, {}, {w3 A0, {=}, {2, 93}, {0, {9}, {w, 3}, {=} {y} {2, 43},
{0, {}, {y}. {z,y}}

conte os subconjuntos com nenhum, um , dois, trés e quatro elementos!

Exercicio 2.32 Dado o conjunto x, escreva s*(z) e Ps’(z).
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Exercicio 2.33 O simbolo U representa, a partir de agora, a unido de con-
juntos dada pelo axioma da unido.
Decida entao se as sentencas abaizo sao verdadeiras ou falsas. Justifique

a sua resposta.

1. {0’ 1} U {{0}’ {1}} = {07 1};
2. {0,1} U{{0},{1}} = {0, 1, {{0}, {1}}};
3. {0,1} U {{o},{1}} ={0,1,{0}, {1}}.

Exercicio 2.34 Dado A um conjunto e P uma propriedade, prove que existe
um tnico B = {z € A|P(x) = V}. Lembre-se de que P(x) =V abrevia P

é verdadeira em x.

Exercicio 2.35 Justifique a intersec¢ao de conjuntos: VaVydz(w € z
(w € x Aw € y)). Denote a operagao de intersec¢ao de x por y de x N y.

Voce tem alguma representacdo de diagrama para a intersec¢do?

Exercicio 2.36 Justifique o complementar de conjuntos: VaVy3z(w € z <>
(w € xAw ¢ y. Denote a operacao de intersec¢ao de x pory de x\y. Voce

tem alguma representacdo de diagrama para o complementar?
Exercicio 2.37 Prove que xt Uy = x see y C T.
Exercicio 2.38 Prove que x Ny = x see x C y.

Exercicio 2.39 1. Prove que ANB = BN A;
2. Prove que AUB = BUA;

3. De um contraezemplo para mostrar que A\ B # B\ A.
Exercicio 2.40 Prove:
1. AA\B=(AUB)\B=A\ (AN B);

2. ANB=A\(A\ B);
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3. A\B\C=A\(BUC)Y;

4. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Leis Distributivas);

5 AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Leis Distributivas);

6. A\ (BNC)=(A\B)U(A\C) (Leis de DeMorgan);

7. A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) (Leis de DeMorgan).

Exercicio 2.41 Prove as Leis de DeMorgan generalizadas. Denote a unido
de um conjunto em S por |J{B;li € S} e a intersec¢io em S por (\{B;li €
S}. Mostre que

A\NULBIli € S} = ({A\ Bili € 5}
AN\ ({Bili € S} = U{A\ Bili € 5}

Movido o cap 6 pra ca

Exercicio ?77. Verdadeiro ou falso. Justifique:

1.

2.

4.

5.

() = {0}: Falso pois @ € {0} e nao é verdade que 0 € {;

{0,1,2} = {2,0,1}: Verdadeiro, pois 0 € {0,1,2} e 0 € {2,0,1},
1€{0,1,2} el € {2,0,1}, 2 € {0,1,2} e 2 € {2,0,1}. Como 0,1,2
s80 0s Unicos elementos desse conjunto, temos a assercao verificada;

* {07 17 17 27 27 27 37 17 2} # {07 17 2}:

Verdadeiro pois 3 € {0,1,1,2,2,2,3,1,2} e 3 ¢ {0,1,2} (dois conjun-

tos sdo iguais see seus elementos sdo os mesmos);

{{{0} é um conjunto: Falso. Essa expressao é mal formada;

{{0}}} # {{0}}: Verdadeiro. {{0}} € {{{0}}}, mas {{0}} & {{0}}.

Exercicio 2.33. O simbolo U representa, a partir de agora, a uniao de

conjuntos dada pelo axioma da uniao.

Decida entao se as sentencas abaixo sao verdadeiras ou falsas. Justifique

a sua resposta.

Leia A\ B\ C como (A\ B)\C.
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1. {0,1} U {{0},{1}} = {0,1}. Falso.
{0,1} U {{o},{1}} = {0,1,{0}, {1}}

{13} € {0,1,{0}, {1}}

{13} ¢{0,1}
2. {0,1} U{{0},{1}} ={0,1,{{0},{1}}}. Falso, veja justificativa acima;

3. {0,1} U {{0},{1}} = {0,1,{0},{1}}. Verdadeiro, veja a unido dada

acima.

Exercicio 2.34. Dado A um conjunto e P uma propriedade, prove que

existe um unico B = {x € A|P(x) = V}. Lembre-se de que P(z) = V

abrevia P é verdadeira em z.

Prova do exercicio 2.34. Sejam B e B’ tais que B = {x € A|P(z) =V}

e B'={x € A|P(z) = V}. Agora, t € B see x € A\ P(t) é verdadeira, see,

pela definicao de B’, t € B’. Desse modo, t € B see t € B’

Exercicio ?7?7. Sejam A e B dois conjuntos. Vocé pode justificar a formagcao

do conjunto {A, B}? E do conjunto {A, {A, B}}? Identifique dessa forma o

par ordenado (x,y) com uma contrugdo como acima.

Prova do exercicio ??7. Usando o axioma de formacao de pares, podemos

construir o conjunto {A, B} a partir dos conjuntos A e B. Dai, pelo mesmo

axioma, podemos ”construir” {A, {A, B}} a partir dos conjuntos A e { A, B}.
O par ordenado (z,y) é identificado com o conjunto {z,{x,y}}, que é

um conjunto ‘permitido’ em nossa teoria de conjuntos.

Definimos uma relacdo de boa ordem, < como:
POl Sez <yey <z entao, x < z;
PO2 z < x;

PO3 Sez <yey <z, entdo x = y;
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Lin Para todo z,y em A, x <y ou y < x;

BO Para todo D C A, existe um primeiro elemento x em D (x € D e se

y €D étal que y <z, entao x = y.

Exercicio 77. Prove que a condicao Lin acima é desnecessaria, isto é,

PO1, PO2, PO3 e BO implicam Lin.

Prova do exercicio 7?7. Bem, o que queremos dizer é que poderiamos ter

escrito apenas PO1, PO2, PO3 e BO que lin decorreria dessas premissas.
De fato, seja z,y € A. Por BO, temos que D = {z,y} C A tem primeiro

elemento. Suponha, sem perda de generalidade que esse elemento é x. Dali,

r<xex<y. Daiz <y.

Exercicio 2.36. Justifique o complementar de conjuntos: VaVy3dz(w €
z 4+ (w €z ANw ¢ y. Denote a operagao de intersecgao de = por y de x \ .
Voce tem alguma representagao de diagrama para o complementar?

Prova do exercicio 2.36. Use o axioma da compreensao sobre o conjunto

x e a propriedade P dada por
VeVydz(w € z > (wWeEz AW €y

O diagrama eu fico devendo até achar um computador com z-fig.

Uma selegdo no Exercicio 2.40. Prove:

1. AA\B=(AuUB)\B=A\ (AN B),

2. AnNB=A\(A\ B);

3. A\B\C=A\(BUCQ);

4. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Leis Distributivas);
5. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (Leis Distributivas);
6. A\(BNC)=(A\B)U(A\C) (Leis de DeMorgan);

7. A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) (Leis de DeMorgan).
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Prova do exercicio 2.40. Eu fago os 2, 4 e 6. Vocé faz o resto. Justo?
Parte 2. t€ ANBseex c ANz € Bseex € AN(x ¢ ANz € B). Use
pAqg=(pA(—-pV q)) para essa ultima equivaléncia.

Agora, v € AN(x ¢ ANz € B)see v € A\ (A\ B). Desse modo,
ANB=A\(A\B).
Parte 4. z € AN(BUC) see x € AAx € (BUC) seexz € AN(x € BVz € C).
Distribuindo, temos a seguinte equivaléncia: (x € ANz € B)V(x € ANz €
(). O que equivale a dizer que (x € ANB)U(x € ANC).

Desse modo, AN (BUC)=(ANB)U(ANCQO).
Parte 6. t € A\ (BNC)seex € AN—(x € (BNC)),seex € AN—(x €
B Az eC)).

Usando —(p A q) = —p V ¢, temos que a tultima expressao equivale a:
x € AN (—x € BV -z € (). Distribuindo,

re€AN(—zeBV2el)=((reAN—2e€B)V(ze ANz e(C))

Istoé,x € A\BVaxe A\C. Daiz e (A\B)U(A\O).
Desse modo, A\ (BNC)=(A\B)U(A\C).

Exercicio ?7?7. Prove que se X e Y sa@o conjuntos e f é é uma funcao
injetora de X em Y, para todo A,B C X, f(A)n f(B) = f(ANB) e
f(A)\ f(B) = f(A\ B). De um contra—exemplo para essa assercao se f nao
for injetora.
Prova do exercicio 77.

Deste modo, as assergoes acima sao equivalentes a

JweX(weANz = f(w) ANw e BAx = f(w))
isto é,
Jw e X(x = f(w)) AN\we AN B)

o que ¢ equivalente a x € f(AN B). Desse modo, f(A)N f(B) = f(AN B)

JA)\ J(B) = f(A\ B): x € f(A)\ f(B) see z € f(A) A ¢ f(B) see
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Jwe X(we AN fw)=2)A=(3w' € X(w € BA f(w') =z)

isto é,

Jwe X(we AN f(w)=2)A (Vv € X(f(w')=2 = w ¢ B)

Note que a passagem acima nao é trivial. Ela exige vocé escrever a
tautologia =(p A q) +> (p —# q).

De novo, f é injetora e se z = f(w) e w = w'. Desse modo, se t = f(z) e
t € A, t € B e a sentenga acima implica que (Usando f(w) = f(w') - w =
w')sete Ae f(t) =z, entdo t € B, donde z € F(a) \ f(B).

Suponha agora que x € f(A\ B). Entao existe w € A\ B tal que
f(w) = z. Ora, w € A\ B implica que w € A, desse modo, = € f(A).
Analogamente, w € A\ B implica w ¢ B. Deste modo, z ¢ f(B). Portanto,
v € F(A)\ £(B).

Pense no exemplo!

RESPOSTAS
2.27
1. § é um conjunto definido pelo Axioma do vazio;

2. {0} é um conjunto. O conjunto @), com o uso do axioma de pares, gera o
conjunto {0, #}. Usando extensionalidade, temos {0, 0} = {0};

3. {{0}}. Mesma justificativa, pares sobre {(0};
4. {{{0}}}. E conjunto e originou-se de pares sobre {{0}};

5. ... {{{0}}}.... N&o é conjunto. Sendo teriamos que é um conjunto que
pertence a si mesmo;

6. {{0},0}. N&o é conjunto. No minimo estd mal identado o que me permite
dizer que nao posso reduzir a ordem hierarquica de sua formagao;

7. {0}, 0. Nao é conjunto. Mesma justificativa do exercicio anterior

8. {0,{0},0}. E conjunto. Por extensionalidade, igual a {0, {0}}. Temos que
e {0} sao conjuntos. dai, {0, {0}}, por pares, é conjunto;

9. {{0}},{0,{0},0}. Nao é conjunto. Mesma justificativa do item 6;
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10. {{{0}},0,{0},0}. Nao é conjunto. Idem;
11, {0},0,{{0},0, {0}}, {0, {0},0}. Nio é conjunto. Idemn;
12. {{{0},0,{{0},0,{0}},{0,{0},0}}. Se é conjunto, veio de formagao de pares
de {{0},0,{{0},0,{0}} e {0,{0},0}. O tltimo j4 sabemos que é conjunto.
Se {{0},0,{{0},0,{0}} é conjunto, entdao nossa resposta é Afimativa.
{{0},0,{{0},0,{0}} é conjunto se {0} e 0 e {{0},0,{0} sdo conjuntos. A
resposta é afirmativa para os dois primeiros, mas o terceiro decompoe-se em
{0 e ® e {0. Dois sao conjuntos e o terceiro nao foi construido por nenhuma
de nossas estruturas de conjuntos: os axiomas. Nao é conjunto. Nao é bem
formado usando os axiomas de nossa teoria.
13. {{0},0.{{0}.0,{0}}, {0.{0},0}}.
E conjunto se e somente se {0} e @ e {{0},0,{0}} e {0,{0},0} sdo conjuntos.
Os dois primeiros sao conjuntos. Os dois tltimos sdo iguais a {0, {0}} que
sabemos ser um conjunto.
2.28
1. z € {x,y,2} Pelo Lema 2.16, € {z,y, 2} assim como y € {z,y,z} e z €
{z,y,2}. Verdade;
2. x© C {z,y,z}. Seria verdade se t € x implica t € {x,y,z}. Os elementos de
{z,y, 2} sdo x, y e z. Falso;
3. {z} € {x,y,z}. Verdadeiro see ¢t € {x} implica t € {z,y, z}. Agora t € {z}
see t = x, o qual pertence a {z,y, z}. Verdade;
4. {z,y} C{z,y,z}. Verdade. Mesmo raciocinio acima;
5. {{z}} € {z,y, z}. Seria verdade se t € {{z}} implica ¢t € {z,y,z}. Agora,
t e {{z}} &t = {z} e sabemos que {z} ndo é elemento de {z,y, z}. Falso;
6. {z,{z,y}} C {x,y,2z}, Vamos verifivar se t € {z,{z,y}} implica em t €
{z,y,2}.
Temos que t € {z,{x,y}} seet =z et = {x,y}. Como {z,y} nao é elemento
de {z,y, z}, a afirmacdo é falsa;
7. 0 = {0}. Falso, Sendo t € () see t € {(}, Nao existe t € () e o tinico elemento
de {0}é 0;
8. {0,1,2} ={2,0,1}. Verdade. Possuem os mesmos elementos;
9. {0,1,1,2,2,2,3,1,2} # {0,1,2}. Falso. Sao iguais;
10. {{{0} é um conjunto. Falso. Mal formado;
11. {{{0}}} # {{0}}. Verdadeiro. Ambos nao possuem os mesmos elementos

2.29 Em uma relolugao deveras informal,

1.

{texvteyVvtez};
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2. {te{x,y}vtez}={t=aVvVt=yVtez}

3. {w, {ah, {{z}}} )2 o}, {{w v}, 2} =
{te{z {z}, {{{at}} vieavie{a}vie{{z,y} 2}} =
{z, {=}, {{{z}}} =z, v}, 2, t € 2}

oo e yh s = ez Vi e {{ayh ol = {{muh s v E € 2},
r={tex}=u

{z} = {t e {a}} = {a};

) = {t e {{H{a}}} = {{{=}}};

{z} {{lz}}) = {t e {z} vii e {{{z}}}) = {{=} {{=}}) )
2.30

® N o g

1 z. O sucessor de z, s(z) =axU{z}={tcaxVvte{a}}={texVvit=uz}
O conjunto das partes de z, P(z) = {t C z};

3 {{z}} s({{z})) = o v {{{et) = {{{ad) {Had )
P{{z}} = {t € {{z}}}. esse conjunto é unitario, com um elemento, {x}.
Seu conjunto de partes tem 2! elementos e é dado por {0, {x}}.

5 O conjunto s({{z, {z, {z}}}}) éigual a {{z, {z, {z}}}}U{{{z, {z, {x}}}}} =
{{z, {z, {«}}}, {z {=, {«}}}}}.
O conjunto dado tem um elemento. Seu conjunto de partes tem 2! elementos,
o vazio e o conjunto dado;

7 s({{z} {y, 2 = {{z}: {y, 2}, {{=}. {, 21}
P{{a} {y, 2hy = {0, {=} {y, 2}, {{«}. {y, 2} s

9 s({{z,{z},{y, 2}}}) ¢ dado por {{z,{x},{y,2}}} U{{{z {z} {v, 2}}}} =
o, {at {y, 231} o {a} {w, 231

P{{z,{o} {y, 211 = {0, {{z, {=}, {y, 2}}}}.

2.325%z) =2, s(x) =2 U {2}, s°(x) =s(zU{x}) =2 U {z} U{zU {z}}

Dado o conjunto z, escreva 5%(z) e Ps?(z).

2.35 Justifique a intersecgdo de conjuntos: VaVyIz(w € z < (w € x Aw € y)).
Denote a operacgao de interseccao de x por y de xNy. Voce tem alguma representacao
de diagrama para a intersecgao?

2.36 Justifique o complementar de conjuntos: VzVy3z(w € z <> (w € xAw ¢ y.
Denote a operacao de intersec¢ao de z por y de z\y. Voce tem alguma representacao
de diagrama para o complementar?

237TzUy=z& (tecaUy)eter)) e (teaxViey Ster)).

Escreva a tltima sentenca como pVq < p. Ora, trivialmente temos a tautologia
p = pVq, Agora, pV q = p é logicamente equivalente (¢ uma tautologia em Légica
Booleana) a ¢ = p. Isto é, € y =t € z).

IstoéxUy=xseey Cx.

2.40 Prove:
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1 A\B=(AUB)\B=A\(ANB); Temos quet € A\B <t € AN—(t € B).

Agora, t € (AUB)\B < (t € (AUB)A=(t € B)) < ((t € AVte B)A(t €
B)).

Lembre-se de que (pV ¢) Ar < ((pVr)A(qVr). Distrubuindo a dltima
sentenca, temos a equivaléncia (t € AV =(t € B)) A (t € BV =(t € B)) ou,
equivalentemente, (t € AV (¢t € B)), isto é,t € A\ B.

Finalmente, t € A\ (ANB) & (t € A-(t € (ANDB))) & (te€ AN—(t €
ANt e B)).

Lembrando que —(pAgq) < (—pV # q), temos que a ultima sentenca é equiva-
lenteat € AN(—t € AV—t € B). Isto é, (t € AV—t € A)A(t € AV—t € B).
Equivalentemente, t € AV —t € B, isto é,t € A\ B.

te (A\B)\C& (te (A\B)A-(te()) e (te AN—(t € B)A-(t € C0)).

Agora, t € (A\(BUC) & (te AN—(te (BUC))) < (te AN—(te BVte
C)) e (teAN-(te B)A—(t e C),ouseja, t € (A\ B)\C.

5 AU(BNC)=(AUuB)Nn(AUC) (Leis Distributivas);
7 A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) (Leis de DeMorgan).

2.41 Prove as Leis de DeMorgan generalizadas. Denote a uniao de um conjunto

em S por |J{B;|i € S} e a interseccdo em S por ({B;|i € S}. Mostre que

A\U{Bili € S} = N{A\ Bili € S}
ANMUBili € S} = U{A\ Bili € 5}



Chapter 3

Ordem e Axioma da Escolha

Nesse capitulo, discorremos sobre conjuntos ordenados e tipos de ordens.
Nossos objetivos principais sao a discussao sobre o Azioma da Escolha em
suas varias versoes.

Vamos antes ampliar nossa drea de construgao introduzindo os nimeros

naturats.

3.1 Numeros Naturais

Vamos, indutivamente, construir cada nimero natural, fazendo uso dos ax-
iomas basicos que apresentamos no capitulo anterior.

Nossa particula inicial, o niimero Zero ¢ justificado usando o axioma
da existéncia, de modo que o 4tomo, conjunto vazio, é associado ao niimero
Zero.

Usamos dai o axioma dos pares para, dado (), obtermos, formando pares,
o par {0,0} = {0}. O conjunto {0} é identificado ao nimero 1.

E o ntimero dois? Este é identificado ao conjunto {(,{0}}. Indutiva-

mente, faremos,

e O numero zero, 0 é identificado com o conjunto vazio;

e O ndmero um, 1 é identificado com o conjunto {(}. Dai, 1 = {0} e
0el;

47
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e O ntimero dois, 2 ¢ identificado com o conjunto {(,{0}}. Dai, 2 =
{0,1} e0€2el€2;

e O numero trés é identificado com o conjunto {0, {0}, {0,{0}}}. Dai,
3=H0,1,2}

e Uma vez “construido” n, o nimero n + 1 é o conjunto {0,1,...,n}.

O leitor deverd notar que um nimero natural é formado, indutivamenta,

pela operacao de tomar sucessor a partir do vazio.

Definicao 3.1 Seja x um natural. Lembre-se que o sucesor de um conjunto
y € dado por y U {y}.

Temos que o sucessor de z, s(x), satisfaz
1. z €s(x);

2. Sey €z, entao y € s(x).

O conjunto acima é chamado de hereditdrio. Em particular, estamos
falando dos conjuntos hereditdrios finitos.

Ora, nossa questao bdsica deverd ser: temos bases consistentes para
fazermos as construgoes de um nimero natural como acima? Vamos a essa
questao.

Lembre—se de que se n é um numero natural, seu sucessor estd bem

definido e é denotado por s(n) e que denotamos o conjunto vazio por ().
Jx(0 € x AVy € 2(s(y) € x))

Repare bem, nao parece com algo que vocé ja viu?

A partir do que foi, provavelmente, nosso primeiro contato com as idéias
matematicas descontextualizadas (a matematica que nao faz uso do cléssico
saco de balinhas de Maria ou as figurinhas de Joao), fomos imbuidos de
uma idéia que nds, ou boa parte de néds, aceitamos sem muitas criticas ou
maturidade: A idéia de que existe um conjunto infinito, que seria a uniao

de todos conjuntos. Vejamos:
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O conjunto dos naturais é a uniao de todos conjuntos finitos:
N={1,2,...} =Upen{l,2,...,n}

Essa formula é passivel de criticas, uma vez que fizemos uma definicao
de N em funcao de N e nossos objetivos sao certas definicbes primitivas,
bem formuladas e certas consequéncias dessas definicoes, que seria con-
ceitos derivados. Vejamos agora com certa critica essa idéia intuitiva de
conjunto de todos os conjuntos, que alguns de nds conhecemos de nossos
cursos bésicos. Existe um certo conceito de um chamado “conjunto uni-
verso”, que seria o conjunto de todos conjuntos, a uniao de todos esses con-
juntos. Ora, a existéncia de tal conjunto cria um paradozo (implicaria uma
contradi¢ao): O conjunto universo U é o conjuntos de todos os conjuntos.
Entao, UU{U} € U.

Temos agora um problema mais basico, menos transcendente que o Pla-
tonico conjunto universo, mas de natureza um pouco mais pratica: O que é
o conjuntos dos numeros (todos eles!) naturais?

Precisamos do axioma da existéncia de um conjunto infinito, 2.18.

Temos que a sentenga
Jx(0 € x AVy € 2(s(y) € x))

é identificada com o conjunto N = {0,1,2,...}. O conjunto dos nimeros
naturais é esse conjuntos x que assertamos existir.

O que é de fato um nimero natural?? Para os leitores que fizeram o
curso de Algebra 1, os nimeros naturais sao construidos usando os axiomas
abaixo, conhecidos como Axiomas de Peano. Verifique que os conjuntos
construidos acima de fato satisfazem os primeiros quatro axiomas. Para

verificar o ultimo precisamos da teoria que desenvolvemos na préxima secao.
Definicao 3.2 Definax <y em N sex €y

Principio da Tricotomia Para todo z,y e N,z =yVz <yVy < x.

Axiomas de Peano: Os Axiomas de Peano admitem trés conceitos
primitivos: numero natural, zero e sucessor relacionados por 5 axiomas.

Denotamos, como antes Suc(x) ao sucessor do nimero natural .

Os axiomas sao os seguintes:
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e Zero é um numero natural;

e Todo nimero natural z tem um sucessor Suc(z);
e Zero nao é sucessor de nenhum nimero natural;
e se Suc(x) = Suc(y) entdo x =y

e Principio da Inducdao Completa:
Seja S um conjunto de nimeros naturais tal que:
a)0esS
b) Se n € S entao Suc(n) € S.

Entao S é o conjunto de todos os niimeros naturais.

Vamos agora justificar o conceito de conjunto finito:

Definigao 3.3 (Conjunto Finito) Vamos definir que um conjunto A €

finito se e so se existe um numero natural n e uma bijecao de n em A.

Assim, se A = {x1,x9,...,x}, podemos definir uma bijecao 1 — f(x1),

2 — f(x2), e assim sucessivamente até n — f(x,).

3.2 Conjuntos Ordenados
Temos a definicao de ordem en N, derivada da relacao €, definida por
r<ysercyVe=y

Assim, por exemplo, 4 < 9 pois 4 € 9 e 4 < 4 desde que 4 = 4.

Dado um conjunto A, vamos especificar as propriedades que uma ordem
sobre A devera satisfazer.

Antes de tornar a nogao de ordem mais formal, perceba que uma ordem
é uma relacao entre dois elementos de um dado conjunto A. N&ao sao bem

formadas as frases
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Desse modo, devemos deixar claro que uma ordem sobre um conjunto A
é uma relacao bindria sobre esse conjunto.
Ora, recorde que ja sabemos o que é um par ordenado (veja Axioma da

Formagao de Pares 2.2. O conjunto A x B é definido como

{(z,y)lr € ANy € B}

A partir dai, definimos:

Definicao 3.4 Sejam A e B dois conjuntos, R € dito uma relacdo bindria
se R € um subconjunto ndao vazio do conjunto A X B.

Chamaremos relagoes bindrias simplesmente de relagoes. Denotamos um
par ordenado (z,y) pertencente a relagio R como xRy.

Uma funcgao € f de A em B uma relagao univalorada. Isto €, se x f y

ex f z, entdo y = z.

Vamos formalizar o que mais precisamos para definir uma relacao de
ordem. Temos:

Definigao 3.5 Dado um conjunto A, uma relagdo bindria < sobre A € dita

uma ordem parcial sobre A se
PO1 Para todo x,y,z em A, sex <y ey < z, entdo x < z; (transitividade)
PO2 Para todo x € A, x < x; (reflexividade)

POS3 Para todo x,y € A, se x <y ey < x, entao x = y. (anti-simetria)

Definicao 3.6 Uma relagao de ordem em X é chamada de ordem total ou
linear se para todo x,y € X tem-se que x <y ouy < x (isto €, quaisquer

dois elementos em X sdo compardveis).

Vejamos, na Segao 3.5 alguns exemplos de tipos de ordem. Vamos agora

fixar uma notacgao

Definicao 3.7 Dado um conjuntos ordenado (A, <) e x,y € A,

e x<yser<yANxT F#Yy;
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T >ysey < x;
e r>ysey<c.

Observagao 3.8 Poderiamos ter como defini¢ao primitiva (A, <). A partir

das relagoes = e <, definimos < como xz <y se
r<yVz=y
Podemos destacar outros tipos de ordem:

Definicao 3.9 Um conjuntos ordenado (A, <) tem

1. Ordem densa, se para quaisquer elementos comparaveis, ,y, digamos,
x <y, existe z tal que x < z < y;

2. Ordem linear se para todo x ey temos x =y oux <y ou y < .

Um conjunto ordenado (A, <) pode possuir relagdes e propriedades derivadas

da relacao <. Vamos usar alguns desses conceitos no que se segue.

Defini¢ao 3.10 Dado um conjunto ordenado (A,<) e X C A, definimos

majorante, maximal, maximo, minorante, minimal e minimo:

Magjorante | x € A € majorante de X se para todo y € X, y < x;

Mazimal x € A € mazimal se Vy € X, se € possivel
comparar x com y, entao y < x;

Mdzimo x € A € mdzximo se x € majorante e pertence a X ;
Minorante | x € A € minorante de X se para todo y € X, y > x;

Minimal x € A € minimo se Vy € X, se € possivel
comparar x com y, entao y > x;

Minimo x € A € minimal se x € minorante e pertence a X.

Para o leitor que estd se perguntando qual a relagdo entre esses con-
ceitos, ou, se nenhuma relagao € estabelecida, que contra—exemplos podem
ser dados, consulte a Secdo 3.5.
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Definicao 3.11 Dado um conjunto X, uwma boa ordem € uma ordem em

X € uma relagao de ordem < sobre X tal que:

BO Todo D C A tal que D # () tem um minimo.

E muito interessante notar que muitas propriedades uteis podem ser
inferidas usando—se BO. Parte de nosso trabalho é “podar” o excesso de
definicoes, de modo a obter um corpo minimo de axiomas. Vamos ilustrar

esse ponto usando definigao 3.11

Lema 3.12 Seja (A, <) um conjunto bem ordenado. Entdo
1. A € linearmente ordenado;
2. Todo x € A tem sucessor ou € o mdximo de A;

3. A tem primeiro elemento.

Prova: Para provar 1 é necessario demostrar que dois elementos de A sao
comparaveis. Suponha que A tem pelo menos dois elementos, sendo temos
a ordem (linear) trivial. Tome z # y em A. O conjunto {z,y} é um
subconjunto de A e, por BO tem um minimo. Suponha, sem perder a
generalidade, que esse minimo é x. Temos entao que x < y, donde, dois
elementos de A sdo compardveis, i.e., a ordem sobre A é linear.

2) Suponha que A é bem ordenado e seja x € A. Entdo o conjunto
{y € Aly > z} pode ser vazio ou nao.

No primeiro caso, entdo, para todo y em A, y < z e x é maximo.

Senao, {y € Aly > x} # () e, sendo A Bem Ordenado, esse conjunto tem
minimo z’. Vejamos que z’ é o sucessor de x:

Como 2’ é o primeiro elemento de {y € Aly > z}, para todo = < y,
temos 7’ < y. Dai nao existe y tal que x < y < z’. Isto é, 2’ é sucessor de x

3) O conjunto A é um subconjunto particular de A e, portanto, possui

primeiro elemento. W

3.2.1 Alguns Exemplos de Boa Ordem

O primeiro exemplo de conjunto ordenado é o conjunto dos niimeros naturais

N. esse exemplo serd nosso “gabarito” quando pensarmos em boa ordem.
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Lema 3.13 N é Bem Ordenado.

Prova: Vamos mostrar que todo ) # X C N tem primeiro elemento.

Usaremos aqui a propriedade que todo subconjunto X de N nao vazio é
linearmente ordenado. Isto é, paratodoxr ey de X, x <youy < x.

Se 0 € X, 0 é o minimo de X. Sendo temos que X C N\ {0}. Verifique-
mos se 1 = 5(0) € X. Caso tenhamos sucesso, 1 é o minimo de X. Sen&o
temos que X C N\ {0,1}. Repita até que para certo n = s"(0) pertenga a
X.

Note que esse algoritmo tem um fim porque X # (), donde, existe um
numero x € X. Nosso algoritmo nao tem mais do que = repetigoes porque
o minimo de X é menor ou igual a x. W

Conjuntos ordenados serao usados como base para construirmos outros

conjuntos ordenados.

Definigao 3.14 Dado o conjunto ordenado (I,<.) e a familia de conjuntos

ordenados (A;, <;)icr, defina a uniao disjunta de da familia (A;, <;)ier como
Uie[Ai X {Z}

Defina a ordem lexicogrifica <;, como

V(j <i k)Vm € A;j¥n € Ap((m,j) <iz (n,k))

l(m,j) <iz (n,j) Sm<;n (31)

Observagao 3.15 Dados dois conjuntos X e Y, a unidgo disjunta de Y
copias de X, Uyey Xy X {y} coincide com o produto X xY e sua ordem
€ definida na Equacao 3.1. Vamos, em geral, usar a definicao de ordem

lexicogrdfica sobre produto Cartesiano de dois conjuntos ordenados.

Definicao 3.16 Dado um conjunto ordenado (A,<), seja B um subcon-

junto nao vazio de A. Defina a ordem induzida de A em B como
m<pn&s&Sm<in

O leitor nao terd dificuldade em demonstrar que ordem lexicografica e
ordem induzidas possuem as propriedades de ordem definidas em 3.5. Noés
de fato construimos novos conjuntos ordenados a partir de outros conjuntos

ordenados.
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Exemplo 3.17 O conjunto N x {0,1} na ordem lexicogrdfica é bem orde-

nado.

Prova: Na ordem lexicografica sobre N x {0, 1}, temos,
e (m,0) < (n,0) < m<mn;
e (m,1) < (n,1) &m < n;
e Para todo m,n € N, (m,0) < (n,1).

Vamos provar que ) # X C N x {0} UN x {1} possui minimo.

Se X N (N x {0}) # 0, entdao como N x {0} é bem ordenado, na ordem
herdada da ordem de N, esse conjunto tem um minimo, que é o minimo de
X em N x {0} UN x {1}.

Caso X NN x {0} = 0, como X # ), entao X C N x {1}. Repita o
raciocinio anterior sobre o conjunto bem ordenado N x {1}. W

O teorema 3.18 generaliza o exemplo anterior.

Teorema 3.18 Sejam (O1,<1) e (O2,<2) dois conjuntos bem ordenados.

Ento O1 x Oy na ordem lexicogrdfica é bem ordenado.

Prova: Seja X C O x Oy um conjunto nao vazio. Considere o conjunto
Ind
{s € 02|32z € O1((z,s) € X)}

Ora, X nao é vazio e, portanto, Ind é nao vazio. Como Oy é bem
ordenado. Ind tem primeiro elemento sg.
Considere Coor
{z € O1|(z,s0) € X}

O conjunto Coor é nao vazio e tem, primeiro elemento. Seja este elemento
Zo-

E facl provar que (xg, Sg) € o primeiro elemento de X. B

gum modo? Vale que o produto Cartesiano de um conjunto bem ordenado
por um outro conjunto, na ordem lexicografica é bem ordenado?” Resposta:
“Nao!!. Como porque nao sabemos que nao é resposta, vamos a um exem-

plo.
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Exemplo 3.19 O conjunto NUR na ordem lexicogrifica ndo é bem orde-

nado.

Prova: Considere X = {(0,z)|z > 1}. Ora, o primeiro elemento de X é
da forma (0, z) e é o primeiro elemento de {x € R|z > 1}. Esse conjunto,

sabemos de nossas aulas de Anadlise, nao possui primeiro elemento. Wl

3.2.2 Axioma da Escolha em Varias Formas

Temos agora as ferramentas bésicas para enunciar o Axioma da Fscolha.
Varias versoes (enunciados equivalentes) do Axioma da Escolha estao disponiveis
“no mercado”. E bom tomar conhecimento de algumas dessas versoes, as
quais apresentamos a seguir.

O Axioma da Escolha, pelo seu sabor intuitivo e ébvio foi (ou ainda é)
objeto de algumas confusoes.

Na verdade esse axioma estabelece que as propriedades de inducao que
temos no conjunto dos numeros naturais podem ser mantidas em outros

conjuntos.

AEsc Axioma da Escolha. Versao ZERO. Seja A um conjunto nao vazio.

Entao podemos escolher ag € A.

Versao UM. Seja {As}ses uma familia de conjuntos nao vazios.
Entao existe uma funcao f definida em S tal que para todo s € 5,

f(s) pertence a Ag;

Versao DOIS. Para todo conjunto A, existe uma relacao < que bem

ordena A (veja definigao 3.11).

Versao TRES.(Também chamado de Lema de Zorn) Seja A um
conjunto Parcialmente Ordenado, i.e., A satisfaz PO1, PO2 e PO3,
na Definigdo 3.5. Se toda cadeia em A (todo o subconjunto de A que
satisfaz Lin) tem um elemento majorante, entdo A tem um elemento

maximal.

Essas quatro versdes do Axioma da Escolha sempre serdo usadas, em

uma de suas formas, em Algebra, Analise, Topologia.
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A versao UM também tem seu apelo intuitivo como: Existe um conjunto

X tal que para todo s € §, Xg N As é um conjunto unitério.

Lema 3.20 As quatro formas de axioma da escolha enunciadas acima $ao

equivalentes.

Prova. ZERO < UM: E claro que zero é uma versao mais simplificada
de UM. Precisamos provar que ZERO implica UM.

Suponha que temos uma func¢do definida em um X C S de modo que
UM seja satisfeita em {Ag}scx. Por ZERO, podemos escolher sy € S e
as, € Agy. Desse modo, X é nao vazio por possuir, pelo menos, o elemento
sp. Considere S\ X. Se esse conjunto é vazio, nossa hipdtese é satisfeita,
sendo, S\ X # 0 e, de novo, por ZERQO, podemos escolher sx € S\ X e
ax € As,, extendendo, desse modo, f para f(sx) = ax.

Mais ainda, temos que toda func¢ao f definida em X # () pode ser
extendida a um Y O X. Desse modo, podemos ter Y = S.

UM = DOIS: Seja A um conjunto. Pela forma ZERQO, existe zg € A.
Ordene {z¢} pela a ordem trivial. Isto é, zy = x¢ e, portanto zy < .

Se A\ {xo} ndo é vazio, podemos escolher x; € A\ {zo} e ordenar
xo < x1. Suponha que temos O C A bem ordenado. Se O # A, entao A\ O
nao é vazio e podemos escolher zpr € A\ O.

Ordenando x <p; xs para todo x € O e fazendo z <y y se x < y em O.
Nosso raciocinio, desse modo, é que um conjunto maximal e bom ordenado
contido em A é o préprio A, conforme nossa tese.

DOIS = UM: Seja { A5 }ses uma familia de conjuntos nao vazios. Como
para cada s € S, o conjunto Ay, pode ser bem ordenado, por uma ordem
<sy, €xiste as € Ag, primeiro elemento de As.

Definindo f(s) = as, temos o resultado desejado.

UM = TRES: Seja A um conjunto parcialmente ordenado e tal que
toda cadeia em A tem um majorante. Vamos, usando UM, provar que A
tem um maximal.

Por UM, podemos escolher unitarios ag € A. O subconjunto {ag} de A
sao linearmente ordenados pela ordem herdada de A.

Podemos, continuamente usando UM, escolher C' C A linearmente orde-

nado maximal para essa propeiedade, isto é, Para todo x € A, se para todo
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c € (C, temos que x < cou ¢ < z, entdo x € A. De fato, o primeiro passo,
de escolha de um conjunto linearmente ordenado, dado por um unitario
em A ja foi tomado e, dado C' C A lineramente ordenado, podemos, caso
A\ C # () tomar, novamente usando UM, ¢ € A\ C. Caso C U {c}, com a
ordem herdada de A, seja linearmente ordenado, podemos extender C' para
C' U {c}. Senao, tomamos (A \ {c}) \ C' e podemos continuar o processo de
modo a tomar C' subconjunto de A linearmente ordenado e maximal para
essa propriedade.

Por hipétese, C' possui um majorante. Esse majorante é maximal em A.
De fato, caso contrario, teriamos m € A onde ¢ < m, para todo ¢ € C e
m & C (recorde—se da definicdo de majorante: onde é possivel comparagcao,
m é 0 maximo).

TRES = DOIS: Seja A um conjunto nio vazio.

Sejam P todos os subconjuntos de A que podem ser bem ordenados.
Claramente os unitdrios em A sdo bem ordenados.

Ordene P por Vr,s € P, r < sseer C s e a ordem de r coincide com a
ordem de s. Provemos que toda cadeia em P tem um majorante. Teremos,
entdo que P tem um maximal. Vamos mostrar que esse maximal é A:

Toda cadeia em P tem um maximal: Se C' é uma cadeia na ordem
definida acima, entao para todo r,s € C, r < s ou s =< r. Desta forma, dado
x,y € UC, existe r € C tal que x,y € r e para todo s € C, se r < s, entao
xz,y € r. Desta forma, para todo s € C,ser <s,entaoz <yemr,z <y
em s. Deste modo, x <y em UC e UC é um majorante para UC.

Por TRES, P tem um maximal. O maximal de P é A: Seja M o
maximal de P. Se M # A, entdao A\ M # (). Dai, para todo x € A\ M,
podemos, preservando a ordem de M, impor que esse x seja 0 maximo.
Desse modo, M U {z} tem, na ordem =< um majorante, contradizendo que
M é majorante. Donde, A\ M =0. Istoé M = A. &

3.3 Ideais e Filtros

Uma das formas equivalentes de axioma da escolha muito usada em algebra

e topologia geral é a o seu enunciado na forma para filtros.
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Definicao 3.21 Dado um conjunto nao vazio X, um conjunto F contido
no conjunto das partes de X (um conjunto formado por subconjuntos de X

€ um filtro se
1. 0 ¢ F;
2. Para todos A e Bem F, ANB € F;

3. Para todo A em F e BDA, BeF.

Lema 3.22 Seja F um filtro sobre um conjunto X, Temos que
1. X e F;
2. F € fechado para intersecgdes finitas;

3. F € fechado para unides.

Prova: 1) Como para todo A € F e B 2 A, temos que B € F, entdo, como
X D A para todo A € F, temos que X € F.

2) Para todo conjunto finito {41, ..., A, } de elementos de F, temos que
A1 N Ay € F,donde, (A1 NAs) N Az € F.

Indutivamente, suponha (A3 N---NA,,_1) € F. Pela propriedade 3.212,
temos que (A;N---NA,—1)NA, € F.

3) Se {As}ses, S # 0 é uma familia de conjuntos em F, temos que para
sp € S, o conjunto UgegA; esta contido em Ag,, donde, por 3.213 pertence
aF.

Vamos fixar essa no¢ao com exemplos. (Refira exemplos na prox. sec.)

No exemplo (refira qual prox sec. Ultimo ex) faremos uso de:

Lema 3.23 Dado um conjunto nado vazio X e ) #Y C X, o conjunto F

definido pelos sobreconjuntos de Y, isto €,
F={AecX|Y Ca}

€ um filtro.
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Prova: 1) Como Y nao é vazio, temos que =(Y C ) (o tinico subconjunto
de vazio é o vazio) e desse modo, —=(() € F).

2) Considere A e B em F. Entaio Y C Ae Y C B. Desse modo,
Y C (AN B).

3) Considere A € F. Entao Y C A. Dai, para todo B D A, temos que
BDODADY. Donde, Be 7. i

Vamos definir base de um filtro. Provar que certos conjuntos sao base de
um filtro é algo mais concreto e acessivel do que mostrar que o filtro gerado

por essa base é, de fato, um filtro.

Definigao 3.24 Dado um conjunto X # 0, um conjunto B C P(X) é

chamado de base de um filtro se
1. 0 ¢ B;
2. Para todo A e B em B, existe um conjunto C € B tal que C C AN B.

Lema 3.25 O conjunto F = {A C X|3C € B(C C A} € um filtro, chamado
de filtro gerado por B.

Prova: Vamos provar que ) ¢ F. Se 0 € F, entao existe C € B tal que
) O C. Ora, entao ) = C e () € B, contra a definicao de B.

Vamos provar que F é fechado por intersecgoes finitas. Ora, se A1 e Ao
sao dois elementos de F, entdo existem Cq e Cy em B tal que C7 C A e
Cy C A,. Por hipdtese, existe C3 € B tal que C3 C Cq N Cy. Dali,

((Cl - Al) VAN (CQ - Ag) A (Cg cCin Cg)) = (Cg C AN Ag)

donde, por definicao A1 N Ay € F.

Finalmente, se A € F, existe C' € B tal que C C A, Donde, para todo
ADA CCACA. Istoé A/ ecF. 1

Observe que duas bases diferentes podem gerar um mesmo filtro. (tem
exemplo disso??7?)

Filtros podem ser ordenados de acordo com a ordem do C. Isto é. pode-
mos dizer que, dados dois filtros F; e Fa, temos que F; < Fo se B € Fp
implica que B € F>. Essa ordem de subconjunto tem particular interesse e

¢é destacada na definicao abaixo:
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Definicao 3.26 Dados dois filtros F1 e Fo sobre um conjunto X, diremos
que JF1 € mais fino do que Fo se todo A em JF1 pertence a Fo.

Um exemplo de dois filtros F; e F2 com JF7 é mais fino do que F» é dado
em 3.44
O dual da definicaode filtro é dado pela Ideais. Filtros em légica e ideais

em algebra sao um conceito chave nessas areas da matemaética.

Definicao 3.27 Dado um conjunto ndao vazio X, um conjunto L contido no
conjunto das partes de X (um conjunto formado por subconjuntos de X €

um ideal se
1. X €7Z;
2. Para todos A eB emZ, AUB€eZ;

3. Para todo A emZ e BC A, BeT.
A palavra dual tem a sua justificatica no lemma abaixo:
Lema 3.28 7 ¢é um filtro sobre um conjunto X see seu dual F dado por
F={ACX|X\AecTI}
€ um filtro sobre X.

Prova: Vamos provar que duais de ideais sao filtros:
1. X €Tsee X\X=0¢&F;
2. Paratodo Ae BemZ, ANB € Z. Equivalentemente, para todo X \ A
eX\Bem F,( X\AUX\B)=X\(ANB) e F.
Agora, por hipdtese, AN B € Z, donde X \ (AN B) € F;

3. Paratodo AemZ e B C A, B € Z. Equivalentemente, X \ A em F e
X\B2OX\A X\Bernm

Os filtros que sao maximais no sentido que nenhum filtro seja mais fino
do que um filtro maximal. Vejamos a defini¢ao de filtros maximais ou ul-
trafiltros.
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Definigao 3.29 Seja F um filtro sobre um conjunto X. Diremos que F €
um ultrafiltro se para todo A C X, temos que A € F ou X \ A € F.

Ultrafiltros sdo maximais no sentido que esses filtros nao admitem ex-
tensao prépria. Uma das equivalencias do axioma da escolha é que todo
filtro pode ser extendido a um ultrafiltro. Vejamos assercoes equivalentes

para ultrafiltros antes de provar o Teorema 3.32

Lema 3.30 Seja F um filtro sobre um conjunto X. Sao equivalentes:
1. F ¢ ultrafiltro;

2. F € mazimal no sentido de ndo admitir extensées proprias;

Prova: 1 = 2: Se F nao é maximal, entao existe F’, extensao propria de
F e, desse modo, A € F'\ F.

Vamos mostrar que F nao ¢é ultrafiltro mostrando que existe B € F tal
que BN (X \ A) =0 e, desse modo X \ A nao pertence a F, isto é, nem A
nem seu complementar estao em F.

Considere o filtro cuja base é {U|U € F VU = A}. Como esse conjunto
¢é base de um filtro, para todo B € F, existe B’ € F U A tal que

B'CANB

Ora, podemos supor que B’ € F. Como B’ C AN B, entao B’ C A, de
modo que B'N (X \ 4) = 0.
2 = 1 Entao para todo A C X temos que G = {U|U € FVvU = A}

satisfaz
e G ¢é base de um filtro e sendo F maximal, G é o filtro F, donde A € F

e G nao é base de um filtro, donde existe B € F tal que ) C AN B.
Desse modo, BC X \ A. Istoé, X\ Ae F

|
Uma das formas equivalentes do Axioma da Escolha é que o Axioma de

que todo filtro pode ser extendido a um ultrafiltro.
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Axioma 3.31 (Axioma de Zorn) Todo filtro F pode ser extendido a um
ultrafiltro.

Teorema 3.32 O Axioma de Zorn € equivalente ao sequinte axioma:

Prova: Seja F um filtro ndo maximal. Escolha A ¢ F. Temos que uma

das duas assercoes é verdadeira:
1. FU{A} gera um filtro;
2. FU{X \ A)} gera um filtro.

De fato, temos que
VB e F(BNA#0)

ou

VB e F(BN(X\ A) #0)

Caso contrario existiriam B e By em F tal que
(BINA=0)A(BanN(X\A)=0)

Agora,

((BlﬂA:Q))/\(Bgﬂ(X\A):@)i
A

)
(BiNBaNA=0)A(BoNB1N(X\A)=0))

Mas B; N By € F e é, portanto, ndo vazio, uma contradi¢do com o fato
de ambas as suas intersecgoes com A e X \ A sdo o conjunto vazio.

Ora, temos entao que o filtro F admite extensoes nao triviais e pode-
mos, desse modo, considerar o conjunto FILTROS de todos os filtros que
extendem F ordenados pela relagao C.

Considere uma cadeia C € FILTROS. Vamos provar que G = u{glg €

C} é um filtro e extende cada elemento de C e é, portanto, um majorante:

e Se ) € G, entdo existe G € C tal que ) € G, o que ndo ocorre. Portanto,

0 ¢ U{g|g € C};
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e Para todo A e B em G, temos que existem G; e Gy tais que

AcGiNBeGs

Como C é cadeia, podemos supor sem perder a generalidade que G; C
Go. donde, A e B pertencem a Go. Portanto AN B € Gy e, portanto,

pertence a G;

e Se A € G, entao exite G € C tal que A € G e, portanto, todos os

sobreconjuntos de A pertencem a G.

Como cadeias em FILTROS tem majorante, entao FILTROS tem al-
gum maximal. Esse maximal, denotado por F é ultrafiltro, sendo poderia
ser extendido a um certo A ¢ Fou X \ A & F.

Reciprocamente, suponha que todo filtro pode ser extendido a um ultra-
filtro.

(Esbogo: Escreva cadeias em Ideais. Use o fato de todo ideal ter uma
extensao maximal e use o gerador disso como MAXIMO.)
|

Ultrafiltros nao sao uma ferramente capaz de gerar exemplos triviais
excepto no caso de filtros gerados por subconjuntos de um conjunto X,

onde temos:

Lema 3.33 Seja X um conjunto e F o filtro gerado por um subconjunto
A # (. Entdo os ultrafiltros que extendem F sdo todos os ultrafiltros gerados

pelos unitdrios {a}, para qualquer a € A.

Prova: Considere F um filtro gerado por um conjunto A C X, A # 0.

Se A nao é unitério, para todo {a} € A, temos que
VB € F({a} N B-0)

donde {a} U F é base para um filtro G que extende F.
Esse filtro é um ultrafitro porque para todo Y C X, temos que a € Y ou
a¢Y. Isto é, paratodo Y C X, temos quea € Y ouae X\Y. R
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3.4 Exemplos

Temos por objetivo nessa sessao, ilustrar e, desse modo, contextualizar, a
teoria exposta nesse capitulo.

No préximo exemplo, vamos mostrar uma ordem obre o corpo C nao
compativel com as operacoes de corpo de C. Isto é, a relacao de ordem nao
satisfaz

a>bANec>0=ac>bc

Exemplo 3.34 Considere C o conjunto dos nimeros complexos. Aqui, va-
mos considerar C = {a + bila,b € R}, com as operagoes usuais, e definimos
em C a sequinte ordem:

a+bi < c+di se e somente sea < c oua =ceb<d. Observe que esta €,
na verdade, a ordem lexicogrdfica (como no exemplo 3) nos pares ordenados
(a,b) e (c,d), e se baseia na ordem total definida sobre os nimeros reais.

Vejamos que esta €, de fato, uma relagdo de ordem:
PO1 Para qualquer nimero complexo a+bi, temos a+bi < a+bi; (refleziva)

PO2 Suponhamos que a +bi < c+ di e que ¢+ di < e+ fi entdo temos
que a < cec < e logo a < e pois a relagdo € transitiva nos reais. Se
a < e temos que a + bi < e+ fi pela definicdo. Por outro lado, se
a=ceentioa=c=eeb<ded < f assim, a=e eb < f, portanto
a+bi < e+ fi(transitiva).

PO8 Suponhamos que a+bi < c+di e c+di < a+bi entdo, temos que a < ¢
ec<alogoa=c. Mas comoa+bi<c+di ec+di<a+ b entdo
b<detambém d <b e assim, a = c e b=d portanto a + bi = c+ di

(anti-simétrica).

Vejamos, também que esta € uma ordem linear, pois:

suponhamos que a + bi £ ¢+ di entdo, necessariamente, temos que nao
vale (a < c ou (a =ceb < d )) entdo: ( ndo a < c ) endo (a =ce
b<d). Mas (nao a < c ) € equivalente a (a > c ) enao (a=ceb<d)é
equivalente a (a # ¢ ou d >b). Entdo, se a+ bi £ ¢+ di temos que a > c e
além disso a # ¢ ou b > d, portanto a + bi > ¢+ di.
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Agora, vejamos que esta ordem nao € compativl com a multiplicacdo: em
primeiro lugar, quais sdo os numeros complexos “positivo”, isto €, tais que
a+bi > 07 Sao os complexos coma >0 oua =0 eb>0. Em particular,
é positivo, e claramente 0427 < 04 3i, como i > 0 temos que (2i).7 < (37).i

o que implica que —2 + 0i < —3 + 0i¢, contrariando a defini¢cdo da ordem.

De um modo geral, qualquer order < sobre C nao € compativel com a
multiplicacao no corpo C. Senao, vejamos. Tome uma ordem < sobre C e
compativel com as operagoes de corpo em C.

Suponha que, nessa ordem, 1 <1 e ¢ > 0. dai,

i <1=i? <i= i <P
donde, —i < —1, e, portanto, ¢ > 1.

Exemplo 3.35 Vamos ilustrar algumas ordens sobre conjuntos jd conheci-

dos.

1 As ordens usuais nos numeros inteiros ou nos numeros reais sao ex-
emplos de relagoes de ordem. FEssas relacoes sao definidas de modo
intuitivo, dizemos que a < b se e somente se b — a € um niumero posi-

tivo, isto €, se b — a € maior do que zero!!

2 Considere N o conjunto dos numeros naturais e seja P o conjunto de
seus subconjuntos, (verifique quais ariomas nos garantem a existéncia
de P). Em P definimos a relagio de ordem dada pela inclusdo, isto
é, diremos que o conjunto A € menor ou igual ao conjunto B se (e
somente se, pois lembre-se, isto é uma definicdo) se A estd contido ou
€ igual a B. Efa’cz'l ver que, de fato, esta relacdo satisfaz os axiomas
P01, P02 e P03. Além disso, observe que hd conjuntos A e B para
0s quais nem A < B nem B < A, diremos entdo que A e B sdo

mcompardveis.

8 Chame de X ao conjunto das palavras de um diciondrio. As palavras
estao ordenadas por uma ordem chamada lexicogrifica, e quem se in-
teressa por dlgebra ou por computacdo vai ouwvir falar muito dessa or-
dem, porque ela € usada em algoritmos tradutores, e em dlgebra comu-

tativa, por exemplo.
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4 Considere um nimero natural qualquer, por exemplo 60, e seja

Deo =1{1,2,3,4,5,6,10,12, 15,20, 30,60} o conjunto dos divisores (in-
teiros e positivos) de 60. Em Dgy, diremos que x < y se x for um
divisor de y, assim, por exemplo 4 < 12 , 12 < 60, 5 < 15, 5 < 20,
mas atengdo, 4 £ 5 nem 15 £ 20.

Os exemplos 1 e 3 acima nos mostram ordens totais e os exemplos 2 e 4,
ordens que nao sao totais, por isso chamadas de ordens parciais.

Vamos ilustrar conjuntos ordenados através do uso de diagramas de em
Hasse ou desses diagramas com algumas modificagoes. Em geral, vamos
representar conjuntos ordenados (A,g) com pontos x € A representados
comos pontos do plano Cartesiano e pontos x < y sao representados por
vertices + — y. A ordem é dada pelo fecho transitivo do digrafo acima

definido. Vamos deixar mais claro em exemplos:

Exemplo 3.36

T
RN
90 475
AN 7oA
6 15 35
/ A / \ A \

i
\

1

O digrafo acima representa um conjunto
A={1,3,5,6,7,15,35,90.475.T'}

com a ordem < dada por

1<2,1<3,1<51<6,1<7,1<151<351<90,1<475,1<T,
2<6,2<90,2<T

3<6,3<15,3<90,3<475,3<T
5<15,5<35,5<90,5<475,5 <T

7<35,7<475,7<T

6<90,6<T

90 < T,475 < T



68 CHAPTER 3. ORDEM E AXIOMA DA ESCOLHA

Exemplo 3.37 Vamos representar o conjunto dos numeros naturais posi-
tivo, Ny com a ordem < dada por m < n see m divide n. FEssa ordem ¢é
representada pelo fecho transitivo do digrafo

Exemplo 3.38 Considere os intervalos 0,1[, ]1,2[ e ]2,3[ em R.
Seja C1 a uniao desses intervalos com a condi¢do que pontos em inter-

valos distintos mao sdo compardveis e pontos no mesmo intrvalo herdam a
ordem usual em R.

Considere agora Co o conjunto obtido pela unido de Cy ao conjunto {0, 3}
com a ordem dada pela ordem em Ci mais as condigoes:

o Vm € C2(0 < m);
o VYm € Cy(m < 3).

Represente o conjunto por:

12 3 1 2 3
o o
o4

C1 ndo tem majorante, maximo, mazximal, minorante, minimo ou mini-
mal. Os pontos 0 e 3 sdo, respectivamente Cy minorate, minimo e minimal
e majorante, mdzrimo e maximal.
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Exemplo 3.39 Considere a ordem em N dada pelo fecho transitivo de

0-2—-4-6—-8—-10—-12—- 14 - 16 -..

S S S S S
1 3 5 7 9 11 13 15

Seja A = {2}. Note que A nao tem minimo ou minorante em N poré
tem por mimal os elementos 0 e 1.

Considere B = {0,1,2,3}. Temos que o conjunto de seus majorantes é
dado por {4,6,8,...}. Seus mazimais sio 2 e 3, Como ndo temos majo-

rantes em B, entao nao temos mazrimo em B.

Exemplo 3.40 Dado um conjunto nao vazio X, o conjunto X € um filtro
sobre X mas P(X) ndo € um filtro.

Prova: Para provar que X é um filtro sobre X, veja que o tnico elemento
de F é X, o qual nao é vazio. Portanto F contém X e nao contém o vazio.

No mais, como F é unitario, ele é fechado por intersecgoes.

Como os sobreconjuntos de X sao apenas X, F é fechado para sobre-
conjuntos.

Para provar que P(X) néo é um filtro, observe que () € P(X), o que nao

caracteriza um filtro.

Exemplo 3.41 Considere F o conjunto de todos subconjuntos em N cujo

complementar € finito. Temos que F é um filtro sobre N.

Prova: O conjunto vazio tem como complementar N, que ndo é finito.
Portanto () & F.
Dados A e B em F, temos que AN B é tal que

N\ (ANnB)=(N\A)U(N\ B)

O segundo membro da identidade acima é uma uniao finita de conjuntos
finitos, portanto, um conjunto finito e, desse modo, pertencem a F.
Se Ae FeBDA, temos que

(B2 A4) = ((N\B) € (N\A))

desse modo N\ B é um subconjunto de um conjunto finito e, portanto, finito.
|
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Exemplo 3.42 Considere F o conjunto de todos subconjuntos em N que

estao contidos no conjunto dos maultiplos de 3. Entdo F € um filtro.

Prova: Para todo X € F, o conjunto
3N={...,-9,-6,-3,0,3,6,9,... }

¢é subconjunto de X e, portanto () & F.
Se A e B estao em F, temos que 3N é subconjuntos de ambos, A e B e
portanto, é subconjunto de ANB. Pela defini¢ao de F, temos que ANB € F.
Se Ae F,e BD A, temos que

BNCACB

donde 3N C B. Isto é B € F. HMVamos usar a definicao de base para

discorrer sobre o exemplo abaixo.

Exemplo 3.43 Seja X o conjunto de todas as funcédes continuas de R em
R. Defina o conjunto F como o conjunto de todo Y C X tal que existe F'

um conjunto finito nao vazio tal que para todo x € F e f €Y, f(x)=0.

Prova: Considere D = {F C R|F ¢ finito}. Para cada F' € D, seja Xp =
{feX|f(z) =0« x € F}. Seja B={Xrp|F € D}.

Vamos provar que B é a base de um filtro:

1) Para todo F' € D, a fungao identicamente nula, 0, definida por 0(x) =
0 pertence a X, donde nao existe Xr € B tal que Xp = (). Isto é, 0 & B,

2) Sejam Fj e F5 dois subconjuntos finitos de R e seja F' = F} U Fy.
Toda fungao f em Xp pertence a Xp, e a Xp,, donde Xrp C Xp, N Xp,. Em
conclusao, para todo Xp e Xp,em B, existe um conjunto Xr € B tal que
XrCXpNXp,. A

Exemplo 3.44 Considere os subconjuntos de N, {0,17} e {17}. O filtro
dado pelos sobreconjuntos de {17}, isto € todos os subconjuntos X € N tal

que 17 € X € mais fino do que o filtro dado pelos sobreconjuntos de {0,17}.

Provar esse exemplo é tarefa do leitor.
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3.5 Exercicios

Exercicio 3.45 Prove que o conjunto definido em 8.14 € em Bem Orde-

nado.

Exercicio 3.46 Prove que dado um conjunto nao vazio X e ) #Y C X,
o conjunto F como o conjunto de todos subconjuntos de X que contém 'Y €

um filtro.

Exercicio 3.47 Para todo n € N, considere o conjunto Z = ... (Tarefa para

Gladys: colocar os ideais de Zn e observar o que sdo os ideais primos.

Exercicio 3.48 Sejam By e By o0s subconjuntos de (P)(N) dados, respecti-

vamente, por

{X C NI7 € A(Fp(p primo A VnNnp € X},
{{0,7,12},{1,7,12,21},{7,21,35},{4,7,21,35} }

Prove que By e By geram o mesmo filtro, quer seja o filtro dado por todos

o0s sobreconjuntos de {7}.

Exercicio 3.49 Prove que o o conjunto gerado pelas condi¢des 3.21°
1. 0¢F;
2. Para todos A e Bem F, ANB¢e F;
3. Para todo A em F e BDA, BeF.

é (P)(X).

Exercicio 3.50 Seja F o filtro em N gerado por {3,7,13}. Quais sdo os

ultrafiltros que extendem F?
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Chapter 4

Numeros Ordinais e
Cardinais

Introduzimos nessa secao o conceito de niimeros ordinais e nimeros cardi-
nais.

Sabemos que todos conjunto pode ser bem ordenado. Ora, entdo nosso
préximo passo € estabelecer propriedades de conjuntos bem ordenados.

No6s adicionamos ao nosso sistema de axiomas o axioma da escolha.
Equivalentemente, nés aceitamos como axioma que todo conjunto pode ser
bem ordenado. Ordenar e contar serao formas de estabelecermos ordem em
conjuntos. As palavras contar, ordenar, comparar ganham os conceitos, a
primeira vista distintos de cardinal e ordinal.

Os resultados obtidos serao bastante interessantes.

4.1 Preliminares

O produto Cartesiano e as unides foram definidos em 2.20 e 2.15. Desta-
camos como operagoes diferenciadas (as quais se justificam em nosso modelo
de conjunto, no entanto omitimos o trabalho enorme) de justificar cada etapa
das defini¢Oes a seguir, o quel sobrecarregaria o texto a ponto de comprom-

eter os objetivos propostos.

Definicao 4.1 Sejam I um conjunto e, para cada i € I, considere o con-
junto A;. Defina,

73
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o A unido de A;, UicrA;, € dada pelo conjunto de todos x tais que para
todo i € I existe um y € x tal que x € A;; (mal-definido?)

e O produto cartesiano de A; indexado em I, Il;c7A;, € o conjunto de
todas as funcoes de I sobre a unido U;cr A; com a resticdo de que para
cada f € WierA; e cada i@ € I, temos que f(i) € A;. Confuso? Veja
exemplos logo abaizo;

o A unido disjunta de A;, UierA;, é dada pelo conjunto de todos x tais
que para todo i € I erxiste wm tnico y € x tal que x € A;. (mal-
definido?)

Exemplo 4.2 Considere pZ o conjunto de todos multiplos inteiros de p € N,

O produto, I,enpZ € (aqui o leitor escolhe sua versio do dia)

1. O congunto de todas as fungoes f de N em Z tai que f(n) € um maltiplo

de n, para todo n € N;
2. (Modo mais ingénuo) todos os conjuntos da forma
{1.n1,2.n9,3.n3,4.n4,5.n5,...}
paran; € Z e i € N;

3. O conjunto de todas as sequencias s, tais que s, € um maltiplo de n.

4.2 Funcoes e Fungoes Ordem-Preservantes

Vamos revisitar o conceito de funcoes, que agora se vestem de roupas mais

formais, justificadas pela leitura dos capitulos anteriores.

Definicao 4.3 Dados dois conjuntos A e B, uma funcdo de A em B, de-
notada por f : A — B ¢ um subconjunto do produto Cardesiano A x B que
para cada a € A existe um unico b € B tal que o par (a,b) € A x B pertence
ao conjunto definido por f : A — B.

Em outras palavras, temos a intersecgdo de {a} x BC AxBe f:A— B
é um conjunto unitario.
Vale a pena aqui registrar propriedades de funcao, definir funcgoes inje-

tora, sobrejetora, bijetora e funcdo ordem-preservante.
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Definigao 4.4 Dada uma funcdo de um conjunto A em um conjunto B,

dizemos que
o f € sobrejetora se para cada b € B existe ao menos um a € A tal que
fla) = b;
e [ éinjetora se para todo a # a' em A, temos que f(a) # f(d');
e f € bijetora se € sobrejetora e injetora.

Notagao 4.5 Dada uma funcio f : A — B e X C a, denote por f(X) o
conjunto

{y € B3z € X(f(») =y}

Lema 4.6 Dada uma funcdo f : A — B, temos para quaisquer X e Y

subconjuntos de A,
1. Se X CY, entio f(X) C f(Y);
2. f(XNY) S f(X)NfY) e f(X)UfY)=f(XUY)
3. Se f € injetora, entdo f(X)N f(Y) = f(XNY)
Prova: 1) Basta verificar que X C Y implica
{y € X3z € A(f(z) =y} C{y € Y|Fz € A(f(2) = y}

2) Vamos provar que f(X NY) C f(X)N f(Y): Como XNY C X e
XNY CY, temos
f(XNY)C f(X)
f(XnY)cf(y)
Agora, se U CV e W C T, temos que
Unw)c(vnrT)
(Tuw)Cc(VUT)
donde,
FXNY) C (f(X)NnfY))
AQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAQUIAC
Vamos verificar a igualdade f(X)U f(Y) = f(XUY):

Definigao 4.7 Dados dois conjuntos ordenados (A, <4) e (B,<p), dizemos

que
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4.3 Cardinais

Vamos, em primeiro lugar estabelcecer a nocao de cardinais. Essa nocao
tem o sabor intuitivo de contar e comparar elementos de dois conjuntos sem
levar em conta possiveis relagoes de ordem nos conjuntos. E a idéia mais
préxima da intuicao de contagem.

Vamos ilustrar essa estoria de contar com uma conto

Folclore 4.8 Ezxistia na Hungria uma vial onde, incrivelmente, os seus
habitantes nao sabiam contar. Isso foi hd muito tempo, muito tempo, muito
tempo atrdas. Ora, o chefe da vila era escolhido, por wma ano, como a pes-
soa que tinha mais ovelhas na cidade. Como esse chefe era escolhido, se as

pessoas nao sabiam contar?

Uma resposta: As pessoas poderiam fazer dois cercados para as ovelhas
e dois candidatos a chefe poriam suas ovelhas, cada rebanho em um dos
cercados.

Abre-se a porta dos dois cercados e faz-se passar uma ovelha de cada
candidato. Sucessivamente até que o canditado que tem mais ovelhas é o
dono do rebanho onde sobram ovelhas. Repete-se o processo de compragao
com o vencedor da primeira comparacao e um novo candidato, até serem
esgotadas as contagens. O vencedor é aquele que, comparadas ovelha a
ovelha de cada rebanho, fica com ovelhas sobrando no cercado.

E em caso de empate? A aldeia fica sem chefe porque as pessoas discutem
os critérios de desempate por um ano, mas, na minha experiéncia, nés nao
precisamos do chefe! B

Vamos transportar essa idéia de comparacao para dois conjuntos.

Definicao 4.9 Sejam A e B dois conjuntos. Diremos que A e B tem a
mesma cardinalidade, denotada por |A| = |B| se existe uma funcgdo f bijetora
de A em B.

Vamos seguir nossas idéias de contar ntimeros e contos ilustrando como
contagens podem ser contraintuitivas no sentido de que subconjuntos préprios
de ovelhas ainda assim podem ter o mesmo ndmero de ovelhas no reino do

Infinito.
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Folclore 4.10 Num hotel no reino de Vallala, todos seus quarto estavam
ocupados com Vikings muito bonzinhos, Viking 1 no quarto 1, Viking 2 no
quarto 2, Viking 3 no quarto 3, e, enfim um ndmero de Vikings N ocupava
cada quarto do hotel infinito. Ora, chegam o hotel wm nimero N de Hunos
muito bonzinhos, cada um querendo um quarto. O gerente do hotel mais do

que depressa solicita

Viking 1, mude-se para o quarto 2, viking 2, mude-se para o quarto 4,
Viking 3, ocupoe o quato 6 e, enfim, cada Viking n deverd ocupar o

quarto 2n.
Feito esse realocamento, o gerente do hotel solicita

Humno 1, ocupe o quarto 1, Huno dois, ocupe o quarto 3, Huno 3, ocupe

o quarto 5 e, sucessivamente, Huno n ocupe o quarto de nimero 2n—1.

Sua tarefa agora € a de hospedar infinitos Otomanos sem incomodar 0s

demais hospedes, que solicitam quartos individuais!

Acabamos de ilustrar que, tratando-se de conjuntos infinitos podemos
ter A C B e, mesmo assim, A e B tem a mesma cardinalidade. Todos
conjuntos infinitos tem a mesma cardinalidade? Se a resposta for nao,
como se comportam conjuntos de diferentes infinitos? Devem ser agrupadas
em classes? Que tipo de grupamento em classes é interessante?

Formalmente, reapresentamos o hotel infinito,:

Exemplo 4.11 Os conjuntos dos naturais e dos pares dos naturais tem a

mesma cardinalidade.

Prova: Seja 2N o conjunto
{n € N|(Im € N)(n = 2m)}

Defina f : N — 2N como f(z) = 2z. Essa fungao é

Injetora: Se f(x) = f(y), entao 2z = 2y. Dai, x = y.

Sobrejetora: Se m € 2N, entao existe n € N tal que m = 2n. Dai,
fn)=m. N
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Exemplo 4.12 Os conjuntos dos naturais e dos naturais maiores do que

50 tem a mesma cardinalidade.

Prova: Seja N5y o conjunto {m € N|50 < m}. Defina f : N — N5y como
f(m) =50+ m. Essa funcao é
Injetora: Se f(z) = f(y), entdo = + 50 = y + 50. Dai, = = y.
Sobrejetora: Se m € N, entao 50 < m. Dai, m—>50 > 0. Deste modo,
existe j € N tal que j =m — 50. Agora, f(j) =j+ 50 =m — 50 + 50 = m.
|

Exemplo 4.13 Os conjuntos dos naturais e o conjunto N x {0} UN x {1}
dado pela unido disjunta de duas cépias dos naturais' N x 0UN x 1 tem a

mesma cardinalidade.

Prova: Prove que a fungao f(z): N — N x {0} UN x {1} definida por

f(a) = { (3,0) ~ npar

(*5=,1) nimpar

é bijetora. W

Podemos generalizar e provar que o conjunto dos nimeros naturais e r
copias de N, dadas por (N x {0}) U (N x {1}) x --- x (N x {r — 1}), Veja
Exercicio 4.32.

Um resultado interessante (e surpreendente) é que N cépias de N, ou

mais formalmente, N x N e N tem a mesma cardinalidade.
Lema 4.14 Os conjuntos N x N e N tem a mesma cardinalidade.

Prova: Considere a figura abaixo,

[ p/a |0 1 2 3 4 5 ...
0 [0/ (©1)/1 (02)/3 (03)/6 (04)/10 (05)/15
1| (Lo)y/2  (L1)/4  (1,2)/7  (1,3)/11 (14)/16 (1,5)/22
2 || (20/5 (21)/8 (22)/12 (23)/17 (24)/23 (2,5)/30
31 (3,0/9 (31)/13 (32)/18 (33)/24 (34)/31 (3,5)/39
4| (4,0/14 (41)/19 (42)/25 (43)/32 (4,4)/40 (4,5)/49
5 || (5,0/20 (5,1)/26 (52)/33 (5,3)/41 (54)/50 (5,5)/60
6 || (60)/27 (61)/34 (62)/42 (63)/51 (6,4)/61 (6,5)/72

alar em exemplos e item anteriores sobre uniao disjunta e referar aqui
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A tabela acima ilustra uma funcao injetora de N x N em N . A regra de
construcao dessa funcao é simples se o caro leitor esteja muito atento: Putz-
grila, Santa engenhosidade, caros autores, a idéia € absurdamente simples!
Oserve a lei de formacdo em cada uma das diagonais!

De fato, as diagonais
Dn = (O,n),(1,n—1),(2,n—2),... 7(j7n_j)7'-'7(n_272)7(n_171)7(n70)

sao associados, respectivamente niimeros sucessivos p, p+1, p+2, ..., p+n+1,

de modo que p seja a soma de uma PA de n+ 1 termos, de razao 1, primeiro

termos a9 = 0. Isto é, p = p(n) = % Observe que linhas e colunas

tamtém formam uma PA cuja lei de formacao é facilmente inferida.

A funcao

(p+e)(p+aq+1) tp

u(p,q) = 5

¢é bijecao ilustrada na tabela cima.

E muito interessante notar que no Lema 4.14 uma idéia simples e con-
strutiva teve a sua formalizacao clara e elegante. (FAzer o Bla do informal,
intuitivo e construtivo para a formalizacao. Por exemplo, mostrar bijetivi-
dade e colocar em foco o disx=curso do formal e informal)

Acabamos de ver exemplos onde A C B e ambos conjuntos tem a mesma
cardinalidade. No caso de A C B, temos uma funcao natural injetora de A
em B, que é a funcdo inclusao, i,

i A: - B

xr =
Poderiamos ter uma funcao injetora de B em A. Nesse caso, temos que
|A| < |B| e |B| < |A]. O resultado naturalmente esperado é que |A| = |B],
assim como acontece em conjuntos finitos. Esse é o Teorema de Cantor-

Bersntein.

Teorema 4.15 (Cantor-Berstein) Dados dois conjuntos A e B se |A] <
|B| e |B| < |A|, entdo |A| = |B|.

Prova: Dadas duas funcées f : A =& B e g: B — A, injetoras, vamos
construir, a partir de f e g, h: A — B, bijetora.
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coisas,

coisas

coisas
|

[ustrar com exemplo de f : N — N definida por f(z) =2z e ¢g: N— N
definida por g(z) = 3z, Ambas s+a—o injetoras, mas nao sobregetoras.

Vamos ver como fica a funcao h.

Exemplo 4.16 Os conjuntos dos naturais e dos racionais tem a mesma

cardinalidade.

Prova: Considere a seguinte tabela,

Ip/qJO 1 2 3 4 5 6 7 .. n
1 0/1 1/1 2/1 3/1 4/1 5/1 6/1 7/1 n/1
2 - 1/2 - 3/2 - 5/2 - 7/2 :
3 - 1/3 2/3 - 4/3 5/3 - 7/3
4 - 1/4 - 3/4 - 5/4 - 7/4
5 - 1/5 2/5 3/5 4/5 - 6/5 7/5
6 - 1/6 - - - 5/6 - 7/6
7 - /7 2/7 3/7 4/7 5/1 6/7 -
;z - 1/n

A tabela acima ilustra uma funcio injetora f de Q em N x N, onde
defin-se f(p/q) = (p,q), onde p/q é um nidmero racional escrito em forma
irredutivel (isto é, p e ¢ ndo tem divisores em comum excepto o numero
1). Ora, a funcdo u dada no Lema 4.14 define uma bijecao entre N x N e
N donde u o f é uma funcao injetora de Q em N. Agora, N C Q, donde
IN| < Q| e |Q| < |Q|. Usando o Teorema de Cantor-Berstein, temos que
Q[ =|Q|. m

Infinitos, infinitos, infinitos! Ent&o, serd que todos infinitos sdo iguais
no sentido de que sempre existe uma funcao bijetora entre eles? Vejamos

em dois lemmasmais um eletrizante tépico em teoria dos conjuntos!

Lema 4.17 O conjunto dos reais e o intervalo la,b[, a < b reais tem a

mesma cardinalidade.
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Prova: Considere f definida de ]a,b] em R definida por

1
1) = =ae-n

Essa funcao é bijetora, donde [|a,b[| = |R|. H

Lema 4.18 O conjunto dos racionais e o intervalo |0, 1] nao tem a mesma

cardinalidade.

Prova: Suponha, ao contréario, que existe uma bijecdo entre os dois conjun-

tos. Suponha que essa bijecao estd enumerada na tabela abaixo,

0 — 0, aga(l)a%ag ...oag
1 — 0, a?a%a%ai{’ ..at
2 —  0,a3adddd3 ... a}
3 = 0, agaéagag ...ay

Representagoes ambiguas dos ntimeros reais no interval ]0,1[ sdo evi-
tadas. Dizimas de matissa 9 nao sdao imagem de nenhum nimero natural

uma vez que
0,b0b1 ... 059999999 = 0, bob; ... (b, + 1)

para b; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 1 <i <reb €{0,1,2,3,4,5/6,7,8}.
Veja o Exercicio 4.33.

Considere os numeros O,aga%a%ag L.ar.oe O,bgb%bgbg .0 ..., onde
cada b; vale
lseal=0
2seal=1
3seal=2
4 se aﬁ =3
5seal=4
6 se aﬁ =95
7 se al =
7 se al =
8 se al =
Oseal=9
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Corolario 4.19 O conjunto dos racionais e dos reais nao tem a mesma

cardinalidade.

Prova: Se existe uma bijecao entre os racionais e os reais, como existe
uma bijecao entre os reais e o intervalo |0, 1[, existiria, desse modo, via
composicao de fungoes, uma bijegao entre os racionais e o intervalo |0, 1], o
que foi provado nao ser verdadeiro. B

De um modo geral, temos, o Teorema de Cantor que diz que a cardinali-
dade de qualquer conjunto A é sempre menor do que a cardinalidade de seu

conjunto de partes, P(A).

Teorema 4.20 (Teorema de Cantor) Dado um conjunto A, temos que

Al <[P(A)].

Prova: Suponha por absurdo que |A| = [P(A)| e considere f: A — P(A)
uma bijecao. . A cada x € A temos F(z) C A de modo que todos subcon-
juntos de A sejam imagem de algum z € A.

Considere o conjunto
Cantor = {x € Alz & f(z)}

Sabemos que f é uma bijecdo de modo que exite a € A tal qe Cantor =

f(a). Pergunta: a € Cantor? Temos:

e Se a € Cantor, entao vale que a ¢ f(a), Mas f(a) = Cantor, isto é,
a & Cantor

e Se a ¢ Cantor, como Cantor = f(a), temos que a ¢ f(a) de modo

que teremos que a € Cantor,

Obtemos uma contradigdo em supor a bijecdo de A em P(A). Como
A C P(A), concluimos que |A| < |P(A)|. ®

Cabe aqui parar o que escrevemos e falar sobre 2 e sonre M,en{0,1},
conjunto de Cantor e mais sobre cardinalidade. Resultados de cardinais

muito interessantes saem dai...
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O Conjunto de Cantor

A construgao do Conjunto de Cantor:
Considere o intervalo Iy = [0,1] C R. Defina
L =1\]1/3,2/3[=10,1/3] U [2/3,1]
Iy = I\ (]1/9,2/9[U]7/9,8/9[= [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1]
Is =15\ (]1/27,2/27[U]7/27,8/27[U]19/27,20/27[U]25/27,26/27]) =
[0,1/27) U [2/27,1/9] U [2/9,7/27] U [8/27,1/3]U
[2/3,19/29] U [20/27,7/9] U [8/9,25/27] U [26/27,1]

I, = Ug,[z/3", 2+ 1/3"]
Dois resultados que podem ser obtidos de modo direto sao:

1. A unido denumeravel de R tem a cardinalidade de R;
2. uniao indexada em R de R ;

3. R copias de R

4. Q cépias de Q

Vamos formalizar e provar cada uma das quatro afirmacoes nas Pr-

posiQoes a seguir:
Proposicao 4.21 A unido denumerdvel de R tem a cardinalidade de R.

Prova: Sabemos que um intervalo |a,a+1[, onde a € N tem a cardinalidade
de R.

Temos que Ugenla, a + 1[C R, donde |Ugenla,a + 1[| < |R].

Por outro lado, R C UgenR, donde |R| < | Ugen R|.

Agora, existe, para cada a € N, uma bijecao f, :Ja,a + 1[— R. Desse
modo, se a unido disjunta (enumeravel) de N cépias de R é dada por UgenR,
a funcao

Fa:UgenR —  Ugenla,a + 1]
(z,a) = (f(z)a)
é, claramente uma bijecao entre U,enR e Ugenla, a+ 1[. Donde, | Ugen R| =
|Ugen]a, a+1[|. Como j& provamos que |Ugenla, a+1[] < |R| e |R| < |UgenR],
temos
IR| < |Uaen R| = [Ugen]a, a + 1| < [R|
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donde
IR| = | Ugen R| = |Ugen]a, a + 1]| = |R|

|
Proposicao 4.22 uniao inderada em R de R ;

Prova: U,crR é a mesma coisa que
{a € R|{(a,x)|z € R}
é equivalente a R x R
Proposicao 4.23
Proposicao 4.24

Proposicao 4.25 O produto denumerdvel de {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tem a
cardinalidade de R.

Prova: Recorde-se de que o produto denumerével de {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} =
IM,en{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} é o conjunto de todas as sequéncias

ap, 1,42, ...,0pn, ...

com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

4.4 Ordinais

Noés ja vimos que conjuntos podem ser agrupados por Cardinalidade. Funcoes
bijetoras sao o Functor da Categoria Cardinalidade entre conjuntos. Ora,
outro tipo de funcao sao as func¢bes que preservan ordem. Vamos, usando o

fato de que todos conjunto pode ser Bem Ordenado definir ordinais.

Definicao 4.26 Dado wm conjunto Bem ordenado U, para todo x € U,
dizemos que {y € Uly < x} € um ordinal de U.

Ordinais podem ser comparados e fazem uma classe de equivaléncia sob

fungoes ordem-preservantes. Vejamos:
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Definigao 4.27 Dados dois ordinais A e B, diremos que A < B se existe

uma funcdo ordem-preservante F : A — B. A = B se F' € sobrejetora.
Definigao 4.28 Dado um conjunto bem ordenado U

Teoremas de unicidade:
Teorema 4.29 Se A < B, existe um unico ¢ € B tal que

Teorema 4.30 Se A < B, existe um unico ¢ € B tal que

4.5 Exercicios

Exercicio 4.31 Prove que o conjunto dos niumeros naturais N e r copias
de N, dadas por (N x {0}) U(N x {1}) x -+ x (N x {r —1}) tem a mesma

cardinalidade.

Exercicio 4.32 Prove que o os niumeros naturais N e os niumeros inteiros

Z tem a mesma cardinalidade mas ndo tem o mesmo tipo de ordem.
Exercicio 4.33 Prove que 0,bgb; . ..b.9999999 = 0,bob; ... (b, + 1).

Dica 0, bob; . .. 5.9999999 = 0, boby ... b+ (9x 1077"2) + (9x 107" 3) +.. ..
Isto é, temos o nimero 0,bpby ... b, + (3°22,9 x 107772), A somatéria da

PG de razao 10! cujo primeiro termo é 9 x 107772 é

=107""7

i oy 10-i-r—2 — 10772 9x107"2 9 x 10777
— S 1-10"1 0,9 N 9

Isto é....

Exercicio 4.34 Dada uma funfcjao f : A — B, prove que sio equivalentes:
e Para todo a # a' em A, temos que f(a) # f(d');

e Se f(a) = f(d'), temos que a =d'.
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Chapter 5

Os Racionais e os Reais

Antes de enunciar toda axiomatizacao de teoria dos conjuntos, o leitor pode
“jogar” com a intuigdo a respeito desses conjuntos. Agora, com certa ma-
turidade, vamos rever os conceitos de reais, racionais e inteiros que, acredito,
tenham sido estudados nas aulas de dlgebra e analise.

Se temos uma idéia do que é o conjunto dos niumeros naturais, vimos

nas aulas de algebra as seguintes construgoes:

1. O anel dos inteiros, Z;
2. O corpo dos racionais, Q;
3. O corpo dos numeros algébricos;

4. O corpo dos numeros reais, R.

(Se vocé gosta de dlgebra, um bom livro para rever esses assuntos é o Hunger-
ford, [?].)

Vimos, sob outra abordagem, nas aulas de andlise, como, a partir de Q,
via cortes de Dedekind, podemos completar QQ para obter R.

Veremos, entao, com nossa prépria abordagem, excelente para intro-

duzirmos a idéia de nimeros ordinais e nimeros cardinais.
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5.1 O anel dos inteiros, Z

Um anel é uma estrutura algébrica que satisfaz certas propriedades sobre

suas operacoes internas. Vejamos, formalmente

Definicao 5.1 Um anel (R,+, x,0,1) € uma estrutura algébrica tal que
e R € um conjunto e 0 # 1 sao elementos de R;
e SOMA
e MULTIPICACAO

o MISTURA DE OPERACAOQO

As operacoes en N

Vamos, antes de formalizar as operagoes em Z, formalizar nossa boa e
velha aritmética em N. J& conhecemos a construgao de N, formalizada em

capitulos anteriores. Para recordar:
1. 0 é um nimero, identificado com o conjunto vazio, ()
2. 1 é um numero, identificado com o conjunto que contem o 0, {0},

3. 2 é um numero, identificado com o conjunto que contem 0 e 1, isto é,
2 =4{0,1};

4. Definimos os imeros 0,1,...,n, o numero n + 1 é o sucessor de n e é

o conjunto que contém todos os numeros anteriores, isto é

n=1{1,2,...,n}

Vamos, dentro desse modelo de N, definir soma, multiplicacdo e, se exi-

stirem, seus inversos, subtracdo e divisdo.

Definigcao 5.2 A operacao soma + em N € definida recursivamente por
e 0+0=0;

e 5(n)+m=n+sm=s(m+n);
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Podemos agora montar nossa tabela de soma a partir do conhecimento
de 0 4+ 0 e da definicao recursiva:
‘ soma ‘ soma H resultado ‘
140 0+1|s0+0)=s(0)=1
1+1 5(14+0)=5(0+1)=s(1) =2
240|104+2|s(14+40)=5(0+1)=s(1)=2
241|142 s(1+1)=5s(1+1)=s(2)=3
Observe que a tabela acima é construida a partir da chamada recursiva

de resultados ateriorment obtidos. Na pratica, estamos formalizando o velho
“conte em seus dedinhos” para a formalizacao do que é a soma em N

Feita essa tabela, a multiplicacdo, ja sabemos, em da soma, Temos
Definicao 5.3 A multiplicacao, x em N € definida indutivamente como

e Oxn=nx0=0;

emxn=n+((m-—1)xn).

Monte uma tabela, e.g, a tabuada do 5, prove
Proposigao 5.4 Para quaisquer niumeors naturais m en, m X n =n X m.

Prova: O resultado é vélido para m = 0. Suponha que o resultado é valido
para todp n € {o,...ng}, ng > 0. Temos,
Acho:

nxm=m+(n—1)xm)=m+ (mx(n—-1)) =
m+(n—1)+m-1)xn-1)(=m+n-1)+(m—-1)x(n—-1)) =
nt(m—1)+((m—-1)x(n-1)) =

caquinhas e caquinhas e comuta caquinha,,, Bl

O objetivo na construcao dos inteiros, Z é o de dotar N de uma estrutura
minima para um anel. Nesse caso, devemos, em primeiro lugar, dotar a soma

de um inverso

Definicao 5.5 Dado um miumero natural m, denotamos por —m o seu in-

verso na operagao de soma, isto é, m + (—m) = (—m)+m = 0.
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Nos nao definimos uma operago de subtracdo, — como a operaco inversa
da soma. Nés optyamos por definir um anel que contenha N e definimos
elemento inverso de cada numero natural. Veja bem que nao é o mesmo,

mas ¢ iguel uma vez que temos as propriedades em Z dadas no Lema abaixo,

Lema 5.6 O anel Z satisfaz
o (—m)+m=0;

e catar as propriedades em algebra elementar

5.2 O corpo dos racionais, Q
Um corpo é uma estrutura algébrica que satisfaz

Defini¢ao 5.7 Um corpo (F,1,0,+, x) € um conjunto F munido de eleem-

ntos 0 # 1 e operagoes + e X que satisfazem;
o (F,0,+) € um anel
o (F\{0},1,x) € um anel
e mistura de operagies

A idéia ¢ minir os inteiros de uma estrutura minima de corpo, o corpo

de fragoes

O corpo de Fracoes de Z

Dado um anel R, a idéia geral é completa-lo a um corpo com uma estrutura
minima. Ora, o que falta em um anel é a existéncia de inverso multiplicativo.
Vamos entao munir esse corpo desses elementos. Defina em R xR, o produuto

Cartesiano em R a seguinte relacao de equivaléncia:

Definicao 5.8 Em R x (R\ {0}), definimos a relagdo de equivaléncia Frac
como
(a,b) =frac (¢,d) seaxd=bxc

Defina o corpo de fragoes como R x (R\ {0})/Frac.
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Observe que nao definimos elementos na classe de equivaléncia de (a,0).

De fato, se permitimos o elemento (a,0) em R x R/Frac, terfamos

1. Para todo (a,b) € R xR (a,b) = (0,0), uma vez que a x 0 = 0 x b.
Dessa forma, todos elementos de R x R/Frac pertencem a categoria do
(0,0);

2. (1,1) #(0,1) porque 1 x 1 =1#0x1=0.

Vamos definir as operagoes em R x (R \ {0})/Frac.

Definicao 5.9 Em R x (R\ {0})/Frac, definimos

e (a,b) + (¢,d) =((axd)+ (bxc),bxd);

e (a,b) x (¢,d) = (a x ¢,bxd),

Vamos provar que realmente temos um corpo, a partir do anel R. Corpo

de fracoes, de fato, merece ser chamado de corpo!

Teorema 5.10 Dado um anel R, o corpo de fragoes R x (R \ {0})/Frac

satisfaz as propriedades de corpo.

Prova: Vamos mostrar as propriedades 5.7. Temos
R X R/Frac é um anel em relacdo a soma:

R X R/Frac \ {0} é um anel em relagdo a multiplicacao:

5.3 O corpo dos numeros algébricos

5.4 O corpo dos nimeros reais, R
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Chapter 6

Além de ZFC: A teoria das
Categorias

Em diversas dreas da Matematica, queremos estudar as propriedades gerais
dos objetos que trabalhamos e também como se relacionam, principalmente
através de funcoes especificas de cada tipo. Podemos, por exemplo, estudar
0s espacgos vetoriais e suas transformacoes lineares, os intervalos e as fungoes
continuas, os grupos e seus homomorfismos e outros exemplos de categorias

(que iremos definir daqui a pouco).

E com isso, estamos “ganhando generalidad” ao estudar “propriedades
universai” (esperamos que esses conceitos fiquem claros ao longo do capitulo!).
As primeiras definigbes de categorias foram dadas por Saunders MacLane
e Samuel Eilenberg, no fim da década de 40, mas o nosso enfoque segue
de muito perto, o livro “Basic Algebra” vol 2 de Nathan Jacobson. Us-
ando as palavras do préprio Jacobson: “Trabalhar com categorias significa
uma mudanca de direcdo, da forma usual, onde os objetos eram as coisas
mais importantes, para um enfoque onde objetos e morfismos formam uma

paisagem mais rica para estudar determinado assunto”

Citando novamente Jacobson: “a linguagem e os resultados elementares
da teoria das categorias permeiam hoje em dia uma parte muito fundamental
da matematic”

E impressionante como, em tao poucos anos, a teoria de categorias se

alastrou entre todas as areas da matematica, e estd presente em quase todos
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os assuntos “atuais”. Provavelmente isto ocorre por ser uma abordagem de

fato, ao mesmo tempo, natural, e “universal”!

6.1 Primeiras Definicoes

Para definir categorias, temos um sério problema: gostariamos, por exemplo,
de trabalhar com todos os grupos, ou com todos os espagos vetoriais, mas
para isso queremos considerar um meta-conjunto ou um super-conjunto,
onde “caibam” muitos outros conjuntos (sem contudo, cair nos paradoxos
discutidos no comego do livro). H& diversas formas de formalizar a teoria
de categorias, citamos algumas:

Pode-se definir axiomaticamente a teoria de Categorias, e derivar a teoria
dos conjuntos a partir deste conjunto de axiomas. Claramente esta abor-
dagem foge ao proposito deste livro, mas pode ser encontrado no livro “Cat-
egories for the working mathematicians” de Saunders Mc Lane.

Extender a teoria dos conjuntos para evitar esse tipo de problemas e
poder trabalhar com as categorias mais razodveis, (de qualquer jeito, nao
cabem todas!!!) e aqui ainda temos duas formas de extender: decretar que
toda a matematica cabe dentro de um conjunto Universo, mas neste caso,
este conjunto, nao se comporta como os outros... Ou considerando a Teoria
de Conjuntos dada por Neumann, Godel e Bernays, que extende a teoria de

ZFC (e portanto nos parece a melhor abordagem, aqui neste contexto).

Definigao 6.1 Segundo a teoria axiomaéatica de Neumann-Gdodel-Bernays
NBG (que nao iremos definir com todos os detalhes, aqui neste capitulo)
consideramos dois objetos primitivos “classes” e “conjuntos” onde por defini¢do
classes que sao elementos de outras classes sdo conjuntos, isto €, existe o

segquinte axioma:
e Sejam X e Y classes tais que Y € X entdo Y € um conjunto.

Intuitivamente podemos pensar que uma classe € uma colecao de con-
juntos que sdo definidos por certas propriedades. Além disso temos que:
Todos os teoremas de ZFC sao também teoremas de NBG, e to-
dos os teoremas de NBG que se referem apenas a conjuntos sao
teoremas de ZFC.
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Sugerimos ao leitor interessado nessa teoria de conjuntos o livro de Elliot

Mendelson, Introduction to Mathematical Logic.

Definicao 6.2 ([?]) Uma Categoria C consiste de:
1) uma classe de objetos, denotada por Obj(C).
2) Para cada par ordenado (A, B) de objetos em Obj(C), um conjunto Home (A, B)
cujos elementos sao chamados de morfismos com dominio A e contradominio
B.
3) Para cada terna ordenada de objetos (A, B,C'), eriste uma fun¢ao:
(f,g) = fog do conjunto
Home¢(A,B) x Home(B,C) — Home(A,C).
Além disso, supomos que morfismos e objetos satisfazem as sequintes
condicoes:
a) Se (A, B) # (C, D) os conjuntos Hom¢(A, B) e Home(C, D) sao disjun-
tos.
b) Se f € Home(A,B) , g € Home(B,C) e h € Home(C, D) entao vale:
(hog)of=ho(gof).
¢) Para cada objeto A existe um elemento 1yem Home(A, A) (que € inico
para cada A), talque foly = f, Vf € Home(A,B), e lyog = g Vg €
Home(B, A).

Definicao 6.3 Uma categoria D € uma subcategoria da categoria C se ObjD
€ uma subclasse de ObjC e para cada par de objetos A e B em ObjD,
Homp(A, B) C Home(A, B). Além disso, 14 e a composi¢ao de dois mor-

fismos deve ser a mesma nas duas categorias.
Vejamos exemplos de categorias:

Exemplo 6.4 e O exemplo que primeiro lembramos, € também, um ex-
emplo que parece simples, mas nos remete diretamente aos paradozros
da teoria dos conjuntos: Consideramos como objetos, todos os conjun-
tos, e como morfismos todas as funcdes. e nos perguntamos, quem €
Obj(C) 22 Obviamente, como jd vimos no Capitulo 7?7t Obj(C) ndo
pode ser um conjunto, pelo menos considerando o sistema de Axiomas

ZFC, que estivemos usando até agora. Aqui Obj(C) € uma classe.

Procure e corrija
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e Nosso proximo exemplo, por outro lado, € um exemplo muito signi-
ficativo, pois daqui vieram certas idéias que deram origem a moc¢do de
“naturalidade” e transformac¢do natural (que serd definida logo adi-
ante): Aqui, fixamos um corpo K, e consideramos que os objetos sao
0s K-espagos vetoriais de dimensdo finita, e os morfismos as trans-
formagaoes lineares entre eles. Isto é, definimos: Obj(C) = {V|dimxV <
oo} e dados U eV em Obj(C) o conjunto (€ facil ver que sio de fato
conjuntos) Home(U, V') cujos elementos sao as transformagoes lin-
eares entre U e V. Alias, observe que o conjunto Home(U, V') € ele

proprio um objeto em Obj(C).

Através dessa categoria, veremos como relacionar objetos diferentes de
uma maneira “natural”, idéia essa que estd na base da definicdo das
transformacoes naturais, que sao funcoes entre funtores, eles proprios,

funcdes entre categorias.

Seja C uma categoria, construimos a partir de C uma nova categoria
denominada C° fazendo ObjC°? = ObjC e para cada par de objetos A e B
em ObjCP definimos Homgor(A, B) = Home (B, A).

Se f € Homgcor(A,B) e g € Homgor(B,C') entao go f em C? é dado por
fogemC, e para cada A € ObjCP 14 é definida da mesma forma que em
C. E facil ver que isto de fato define uma categoria, chamada de categoria

oposta de C. Intuitivamente dizemos que C° reverte as flechas de C.

De maneira natural, perguntamos: como se relacionam diversas catego-
rias? que tipo de “fungbes” ha entre elas? Definimos agora como sao as

flechas entre categorias:

Definicao 6.5 Sejam C e D categorias, um funtor (covariante) F : C — D
€ dado por duas fungdes, que sao, em geral, representadas pela mesma letra
F que satisfazem: F : Obj(C) — Obj(D) e, para quaisquer objetos A e B
de C temos

F: Hom¢(A,B) — Homp(F(A),F(B)) de modo que o quadrado abaizo
€ comutativo:
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A — B
\ 1
F(A) — F(B)

Para definir o funtor contravariante considere o quadrado

A — B
) )
F(A) +«— F(B)
Além disso, F satisfaz as condigoes: Se a fungao composta g o f estd
definida em C, entao F(go f) = F(g) o F(f) e F(14) = 1r(A) para todo
A€ 0bj(C)

E facil ver que dar um funtor contravariante F' : C — D é equivalente a
dar um funtor covariante F* : C? — D

A composicao de dois ou mais funtores se define de maneira natural. Ob-
serve que a composi¢ao de dois funtores covariantes ou dois contravariantes

sera um funtor covariante.

Definicao 6.6 Sejam C e D duas categorias e F : C — D um funtor, dire-

mos que F é:

e fiel se para todo par de objetos A e B em C a funcio F : Home(A, B)
— Homp(F(A),F(B)) € injetora.

e pleno se para todo par de objetos A e B em C a funcio ¥ : Home (A, B)
— Homp(F(A),F(B)) é sobrejetora.

e denso se para todo objeto X em D existe um objeto A em C tal que
X 2 F(A).

Definicao 6.7 Dados dois funtores F : C — D e G : C — D uma trans-

formacao natural
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