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Introducao

No calculo de probabilidades vimos que as probabilidades de eventos definidos através de
uma caracteristica observavel no resultado de um processo aleatorio W sao calculadas a par-
tir da distribuicao de probabilidades da varidvel aleatoria que representa essa caracteristica.
Veremos agora, de que maneira os valores de uma varidvel aleatoria, observada em ensaios
repetidos de um processo aleatorio ¥ pode ser utilizada para fazer um progndstico acerca de
um objeto desconhecido &, de natureza numérica, relacionado com a distribuicao de proba-
bilidades dessa varidavel aleatoria, ao qual daremos o nome de parametro. Esse problema serda
tratado aqui sob o nome de estimacao paramétrica

Para introduzir de maneira simples alguns conceitos importantes da estimacgao paramétrica,
considere o seguinte exemplo.

Exemplo 1. Suponha que vocé esta interessado em determinar a probabilidade de cara &
de uma moeda. A coisa mais intuitiva que nos ocorre numa situacao como esta é arremessar
a moeda um certo nimero de vézes, e observar o que acontece. Digamos que vocé tenha
arremessadoa moeda, de forma independente e sob as mesmas condigoes, 13 vezes e tenha
observado o seguinte resultado:

cara, coroa, coroa, cara, cara, coroa, Carda,
cara, coroa, cara, coroa, COoroa, card.
Com base neste resultado, um progndstico para o parametro & é a
7

propor¢ao observada de caras nos 13 arremessos = 13.

Representando cara por 1 e coroa por 0, o resultado obtido, nos 13 arremessos,

(1, 0,0,1,1,0,1, 1,0, 1,0, 0, 1),



nada mais é do que o conjunto das observacoes das wvaridveis aleatorias
Xl; X27 X37 s 7X137
em que X; é o numero de caras observado no i-ésimo arremesso da moeda, ¢ = 1,2,...,13.

Nas condigoes em que os arremessos foram executados, podemos admitir que essas varidveis
aleatdrias sao independentes e identicamente distribuidas (IID) com fungao de probabilidade

fla:6) = €1-97", 2 =0,1e0<E< L

Observagao 1.1.1. Lembre que a expressao acima admite a seguinte forma tabular:

x| P{X =z}
0 1—=¢
1 §

Nessas condigoes, diz-se que
X17 X27 X37 s 7X137

é uma amostra casual simples (ACS) da distribuicao f(x;&). Diz-se ainda que o conjunto de
dados
(1, 0,0, 1,1,0,1, 1,0, 1, 0, 0, 1),

é a ACS observada da distribuicdo f(z;&) e que o prognéstico - para a probabilidade de

13
cara, £ , da moeda, é uma estimativa desse parametro.

Observacgao 2.Note que a estimativa de £ é obtida substituindo-se na expressao

X1+X2—|—...—|—X13
13

os valores observados
1‘1:1, [L’QZO, $3=O, 33‘4217 ey xm:(), 171321

de X1, X5, ..., X13. Por esse motivo, diz-se que

X1—|—X2—|—...—|—X13
13

T(X1,Xo,...,X13) =
é o estimador de ¢£.

A

No Exemplo 1, trés conceitos basicos foram estabelecidos. Sao eles: o de amostra casual
simples, o de estimativa e o de estimador. Mais precisamente, tem-se:
Amostra Casual Simples

Diz-se que um conjunto de dados
L1, T2y ..., Tp

¢ uma amostra casual simples (ACS) observada de uma distribuigao de probabilidades f(z;6)
quando ele é constituido pelos valore observados das varidveis aleatorias

X17X27 X37"'7 Xn7



independentes e identicamente distribuidas (IID), com distribuigao de probabilidades f(z; ).
Observagao 1.2.1. O térmo amostra casual simples serd aplicado também em referéncia a X.
Observagao 1.2.2. Serao tratados apenas conjuntos de dados reais univariados.

Observagao 1.2.3. A distribuicdo de probabilidades f(x;80) serd sempre expressa por uma funcio de
probabilidades (componentes de X discretas)ou por uma fungao densidade de probabilidades (componentes
de X continuas). O sfmbolo 6 representa um escalar ou um vetor real que, se conhecido, especifica
completamente tanto a distribuicao de probabilidades de X quanto o parametro de interésse &.

A
Definicao 1.3: Estimativa.
Uma estimativa para um parametro de interésse & ¢é um prognéstico do seu
valor desconhecido obtido através de uma funcao,
(1, To, ..y xy) = T(x1, Ty ..., Tp),
dos dados disponiveis.
A
Definicao 1.3: Estimador.
Se a estimativa para um parametro de interésse £ é obtida através da funcgao
(X1, oy ooy xp) = T(21, T2y ..y Ty),
dos dados disponiveis, diz-se que a variavel ou vetor aleatério
T(X) = T(X1, Xo, ..., X,)
é um estimador de &.
A



1 Estimativas de Maxima Verossimilhanca

Exemplo 2.1. Nas condicoes do Exemplo 1.1, nao é dificil ver que a estimativa

$1+.§C2+...—|—.§L’13_1
13 13

T(x1,x9,...,213) =

de £ maximiza a

13
P{X)=um,...,X13 =13} = Hf(xi?f)
i=1

13
- [[ea-9
1=1

13—
_ 5501-1-9:2-&- +x13(1_5) (zx1+z2+ +x13)’

isto é,
1_3:1'1"‘172";3 _’_LUISGCLTngLI{L(é): 0§£§1}7

em que
L(f) — £$1+$2+-~+z13(1 _ 5)13—($1+$2+...+$13)

Por esse motivo diz-se que essa estimativa é de mdzima verossimilhanga. A fungdo L(§),
0 <¢ <1, édenominada funcao de verosimilhanga da amostra (ou dos dados).

A

Definigao 2.2: Estimativas de Maxima Verossimilhanca.

Se (x1,22,...,x,) é uma ACS de uma distribuigao f(x;6), diz-se que uma esti-
mativa T'(z1, xs,...,x,) de 0, é de mdxima verossimilhanca se

T(xy,xg,...,x,) € argmaz{L(0); 0 € ©}
em que

L(0) = Hf(aw).

Para distingui-la, representa-se essa estimativa por

~

(9(.%’1,.172, e ,xn)

ao invés de T'(xy,xa, ..., x,). A varidvel ou vetor aleatério definido por

~

9(X17X27 s 7Xn)7

4



é denominado estimador de mazrima verossimilhanca de 6.

Observagao 2.2.1. A fungao L(0) definida acima é denominada func¢do de verossimilhanga

da amostra (ou dos dados).

Observacgao 2.2.2. argmaz{L(0); 0 € ©} é conjunto dos valores de § € O que maximizam

L(6).
Observagao 2.2.3. A funcao

00) = InL(0),

> Inf(xi0), 0€0,
i=1

é denominada func¢do escore da amostra (ou dos dados).

Observagao 2.2.4. argmax{L(0); 0 € O} = argmax{l(0); 6 € O}.

Observagao 2.2.5. Se o parametro ¢ a ser estimado é uma fungdo de 6 |, isto é,
£=9(0), 66,

a estimativa de mdxima verossimilhanca de & é dada por

E(x1,me,. .. xy) = g(é(xl,xg,...,xn)).

O estimador de mazima verossimilhanca de £ , neste caso, é

(X1, Xa, ..., X)) = g(0(Xy, Xa, ..., X0)).

A

Exemplo 2.3. Suponha que o tempo de duracao de um componente eletronico é uma
variavel aleatéria com distribuicao exponencial com parametro A > 0 desconhecido. Qual a
estimativa de madzrima verossimilhanca do tempo médio de duracao & desse componente se
a soma das duracoes observadas de 10 componentes colocadas em teste foi de 7350 horas?

Sejam x1,To, ..., 219 as duragdes observadas dessas componentes. Admitindo que elas
foram testadas independentemente sob as mesmas condigoes, essas observagoes constituem
uma ACS de tamanho 10 da distribuigao de probabilidades

fl@ ) =X >0 e A>0.

1

Como tempo médio de duragao & desse componente ¢ igual a

verossimilhanc¢a é dada por

, sua estimativa de mdxima

. 1
f(xlax%'--;xlo): < )
)\(Il, Lo, ... 71’10)

em que

~

Az, xo,...,x10) € argmaz{l(\) : XA > 0}.

5



1) = Wn(J]re ™)

= ln(/\loe’)‘zllglxi)
10
= 10InA=A> 2, A>0.

i=1

Portanto,

10
argmaz{l(A): A >0} ={A>0 : 5= ;wz}

€
A 1
f(l]l,l'g,...,l’lo) - =
)\(1’1,1‘2, ce ,1’10)
1
= 10

r1+x2+...+T10
ZL’1+$2+...+1’10

10

Portanto, a estimativa de mdzrima verossimilhan¢a do tempo médio de duracao desse com-

ponente, £ ,é
[E1+l'2+...+$10 . 7350 .
10 =0 = 735horas.

2 Vicio, Consisténcia e Eficiéncia

Definigao 3.1: Vicio.

Sejam: (x1,s,...,x,) uma ACS de uma distribui¢ao f(x;6), 6 € ©; T(X;, Xo, ...

um estimador de £ =g(f) e ZC R; e
MT(Q) = E(T(X17X27 R JXn))

Diz-se que T ¢ nao viciado se

para todo 0 € © .

, Xn)



Exemplo 3.2. No Exemplo 1.1 O estimador de & é ndo viciado.

Definigao 3.3: Consisténcia.

Sejam: (z1, 2, ...,x,) uma ACS de uma distribuicao f(x;0), 0 € ©; T(X1, Xo, ..., X,)
um estimador de £ =g(f) € EC R; e

o3 (0) = Var(T(X1, X, ..., Xn))/-
Diz-se que T ¢é consistente se

lim 02(0) =0

n—oo

para todo 6 € © .

Exemplo 3.4. No Exemplo 1.1 O estimador de & é consistente.

Definicao 3.5: Eficiéncia.

Sejam: (1, s, ...,x,) uma ACS de uma distribuigao f(x;0), 0 € ©;e T1(X1, Xo, ..., X,)
e T1(X1, X, ..., X,) dois estimadores nao viciados de & = g(0) € = C R. Diz-se
que 17 é mais eficiente que Ty se

para todo # € © e

para algum 6y € © .



