Sobre a unicidade da solugao em programacao nao linear

Walter Figueiredo Mascarenhas

TESE APRESENTADA

AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA

OBTENCAO DO TITULO

DE
LIVRE DOCENTE

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio financeiro do CNPq

Sao Paulo, fevereiro de 2010



ii



Agradecimentos

A Nathalie e Daniel.

iii



iv



Resumo

Discutimos a unicidade dos minimizadores locais para problemas de programacao nao linear. Em
geral tais problemas tem multiplos minimizadores locais. Porém, em alguns contextos especificos de
grande relevincia pratica e tedrica é desejavel que haja um tinico minimizador local. Nosso propésito
é estabelecer critérios e fornecer ferramentas para analisar estes problemas especificos.

Nossa motivagdo vem principalmente de Makeldinen et al. (1981). Este artigo discute a questao
da unicidade de solugoes para problemas fundamentais em estatistica. Motivados por ele desen-
volvemos técnicas para lidar com problemas restritos, visando inicialmente o problema prético da
tese de dissertagao Machado (2009). Em seguida desenvolvemos a teoria geral exposta aqui.

Apesar da motivacio pratica, esta tese é tedrica. Analisamos a unicidade dos pontos de vista
diferencial e topolédgico. Relacionamos a unicidade de minimizadores locais a conectividade dos con-
juntos fo. = {z com f(z) < ¢} e mostramos que esta conectividade esta ligada a nao existéncia
de Pontos de Conexdo. Apresentamos entao critérios semelhantes aos usados na anéalise de mini-
mizadores locais em programagao nao linear classica (como qualificagdo de restri¢oes e condigoes
nas matrizes Jacobianas e Hessianas) para julgar se um ponto dado é ou nao um Ponto de Conexao.
O resultado final é uma teoria tdo completa e abrangente quanto a teoria usual para lidar com
minimizagao, que se estende naturalmente para espacos de Banach e espacos métricos completos.

Além da teoria de programagao nao linear, no nivel de generalidade de Borwein (1986), fomos
influenciados pelos trabalhos Hofer (1984), Hofer (1985), Ghoussoub e Preiss (1989), Pucci e Serrin
(1984), Pucci e Serrin (1985) e Pucci e Serrin (1987) a respeito do Mountain Pass Lemma. Esta tese
pode ser resumida como uma combinac¢ao das idéias nas referéncias acima com defini¢bes e provas
novas de modo a formar um todo coerente que permite a anélise da unicidade de minimizadores

locais para problemas especificos.

Palavras-chave: Minimizadores locais, unicidade, programacao nao linear.
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Abstract

We discuss the uniqueness of local minimizers for nonlinear programming problems. In general
such problems have multiple local minimizers. However, in some specific problems of great practical
and theoretical relevance it is desirable to have a unique local minimizer. Our purpose is to establish
criteria and provide tools to analise these specific problems.

Our motivation comes mainly from Mékeldinen et al. (1981). This thesis discusses the uniqueness
of solutions for fundamental problems in statistics. Motivated by it we developed techniques to
handle constrained problems, aiming initially at the practical problem in the master thesis Machado
(2009). We then developed the general theory exposed here.

This thesis’s motivation is practical, but it is theoretical. We analise the uniqueness of local
minimizers from the differential and topological points of view. We relate the uniqueness of local
minimizers to the connectivity of the sets fo. = {z com f(x) < ¢} and show that this connectivity
depends on the non existence of Connection Points. We then present criteria similar to the ones in
classical non linear programming theory (constraint qualifications and conditions on the Jacobian
and Hessian matrices) to decide wether a given point is a Connection Point. The final result is
a complete theory as broad as the usual theory regarding minimization, which can be extended
naturally to Banach spaces and complete metric spaces.

Besides nonlinear programming theory, in the generality level of Borwein (1986), we were influ-
enced by the works Hofer (1984), Hofer (1985), Ghoussoub e Preiss (1989), Pucci e Serrin (1984),
Pucci e Serrin (1985) and Pucci e Serrin (1987) about the Mountain Pass Lemma. This thesis can
be summarized as a combination of the ideas in these references with new definitions and proofs to
form a coherent theory with allows us to analise the question of uniqueness of local minimizers for

specific problems.

Keywords: Local minimizers, uniqueness, nonlinear programming.
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Capitulo 1

Introducao

Esta tese apresenta critérios topoldgicos e diferencias para decidir se o programa nao linear

min f(x) (1.1)
sujeito a  g(x) € G

tem um dnico minimizador local. A nossa abordagem é geral no sentido que o dominio das fungoes
f e g e o conjunto G podem ser subconjuntos de um espago de Banach ou mesmo de um es-
paco topoldgico mais abstrato. Discutimos os aspectos topologicos da unicidade em profundidade e
generalidade e propomos ferramentas para verifici-la em problemas especificos.

E ttil saber que o problema (1.1) tem uma tnica solugdo local quando o tratamos numerica-
mente, pois esta informagao nos permite escolher algoritmos mais simples e eficientes para resolvé-lo.
Unicidade também é importante sob o ponto de vista da modelagem matematica dos problemas
praticos. Ela nos da mais certeza que nosso modelo estad bem formulado e descreve corretamente o
mundo real, no qual freqiientemente esperamos obter solugoes tnicas e claramente definidas.

Por estas razoes praticas os estatisticos e economistas que escreveram Mikeldinen et al. (1981),
Orme e Ruud (2002) e Tarone e Gruenhange (1975) desenvolveram e estudaram critérios para
provar a unicidade de solucoes locais no contexto de maximizacao de verossimilhanga e os aplicaram
com sucesso a problemas significantes das suas areas. Esta tese generaliza, formaliza e explica em
detalhe a matematica por tras destes resultados. Por isso, para apreciar a efetividade da abordagem
que apresentamos vocé deve ler pelo menos Mékeldinen et al. (1981).

Nosso estudo da unicidade dos minimizadores comega com a observacao que esta unicidade esté

diretamente ligada & conectividade dos conjuntos
fee={owith fz) <c}  and  feo= {o with f(x) < c},

onde o conceito de conectividade é formalizado no sentido topoldgico usual:

Definicao 1.0.1 Seja F' um espaco topoldgico. Dizemos que C' C F € conexo se para todos conjuntos
abertos A e B tais que C CAUB e ANBNC =0 temos que ANC =0 ou BNC = 0.

Com o intuito de enfatizar a relagdo entre conectividade e unicidade, nés introduzimos o Lema
da Conezxdo como uma ferramenta para analisar a conectividade dos conjuntos f... Este lema é
uma adaptagdo do Mountain Pass Lemma classico. O proximo teorema relaciona a unicidade de

minimizadores locais com a conectividade dos conjuntos f.. e com o Lema da Conexao:
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Teorema 1.0.1 Seja F' um espago topologico normal e Hausdorff e f : F — R uma fung¢do con-
tinua com minimizadores locais estritos. Se os conjuntos f<. sao compactos entio f tem um unico

minimizador local se e somente se 0s conjuntos f«. sao coneros. a

Teorema 1.0.2 Seja F' um espaco topolégico normal e conexo e f: F — R uma fungdo continua
com minimizadores locais estritos. Se os conjuntos f<. sao compactos entao os conjuntos fe. sao

conexos se e somente se f nao tem Pontos de Conezdo. O
Os teoremas acima se baseiam nestas definigoes:

Definicao 1.0.2 Seja F' um espago topologico e f : F — R uma fungdo. Dizemos que x € um
minimizador local estrito de f se ele pertencer a um conjunto aberto A tal que f(y) > f(x) para
todoy € A — {zx}. O

Definigao 1.0.3 Dizemos que um espago topologico F' tem a propriedade de Hausdorff (ou é Haus-
dorff) se para todo par de pontos x1,x9 € F distintos existirem conjuntos abertos disjuntos Ay e Ag

tais que x1 € A1 e xo € As. (]

Definigao 1.0.4 Um espago topoldgico ' € normal se para todo par de conjuntos fechados disjuntos

Ay e Ay C F existirem conjuntos abertos disjuntos By e Bs tais que Ay C By e Ay C Bs. O

Normalidade é um conceito cléssico de topologia e é discutido em praticamente todos livros de
topologia geral (veja por exemplo Dugundji (1966) ou Engelking (1989)). A regiao factivel da vasta
maioria dos problemas de programacao nao linear interessantes é normal e normalidade é a hipotese
minima que necessitamos para desenvolver a teoria sobre Pontos de Conexao descrita nesta tese. E
por isso que nés lidamos com espagos normais. Porém, o foco desta tese nao é topologia e vocé pode
ler “espago topologico normal” como “a regiao factivel de qualquer programa nao linear razoavel”.
A propriedade de Hausdorff é usualmente assumida, mesmo quando ela é supérflua. O apéndice é
dedicado a discussao da Propriedade de Hausdorff e normalidade e ao longo do texto explicitaremos
quando elas sao necessarias.

Para entender o teorema 1.0.2 vocé precisa saber o que sao Pontos de Conezxdo. Vocé pode
pensar neles como pontos cuja existéncia é garantida pelo Lema da Conexao. O sentido exato nao
é relevante no momento. Por enquanto certifique-se apenas que vocé entende o caso mais béasico

coberto por nossa teoria: quando f é continua e F' é normal, Hausdorff e conexo temos que

Equivaléncia 1.0.1 Minimizadores locais estritos e conjuntos f<. compactos implicam que:

Minimizador local iinico <== Os conjuntos f<. sdo conexos <= Nao hd Pontos de Conezdo.

Sob as hipoéteses dos teoremas acima podemos provar que ha apenas um minimizador local
mostrando que nao ha Pontos de Conexao. Este é o argumento principal que usaremos no resto desta
tese e nés o expandiremos e exploraremos em detalhe. Provaremos e generalizaremos os teoremas
acima e explicaremos porque suas hipoteses sdo necesséarias. Além disso, apresentaremos ferramentas
para aplicar teoremas desta natureza a problemas tipicos de programagao nao linear, cuja regiao
factivel é obtida pela aplicacao restri¢coes de igualdade e desigualdade a conjuntos convexos.

O conceito de Ponto de Conexao é uma das contribuigoes originais desta tese, mas o artigo

aplicado Mékeldinen et al. (1981) que nos motivou apresenta um argumento intuitivo correto que
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usa implicitamente este conceito e é evidente que os autores deste artigo entendem o espirito do
Lema da Conexao. Infelizmente, eles focam em matrizes Hessianas positivas definidas e falam su-
perficialmente sobre Teoria de Morse, em uma abordagem que hoje nos encaramos como inapro-
priada. Enquanto seguiamos a mesma trilha encontramos os trabalhos Hofer (1984), Hofer (1985),
Fang (1994), Ghoussoub e Preiss (1989), Pucci e Serrin (1984), Pucci e Serrin (1985), Pucci e Serrin
(1987) e Ekeland e Ghoussoub (2002) e ficou claro que a questdo da unicidade de minimizadores
locais € melhor abordada através do Mountain Pass Lemma, sem a necessidade de todos os detalhes
e sutilezas da Teoria de Morse completa.

Os autores dos artigos mencionados no fim do tltimo pardgrafo usam o Mountain Pass Lemma
para provar a existéncia de solugoes miiltiplas para problemas variacionais, seguindo os trabalhos
fundamentais Birkhoff (1917), Ljusternik e Schnirelmann (1929), Ljusternik e Schnirelmann (1934)
e Morse (1934), que deram origem as teorias de Ljusternik & Schnirelmann e Morse e a intmeros
resultados profundos em matemaética pura e aplicada. O nosso objetivo é diferente: queremos provar
a unicidade de solugoes. Por isso propomos algumas pequenas modificagoes nos conceitos relaciona-
dos ao Mountain Pass Lemma. Esta tese apresenta estas modificagoes e ilustra como elas podem
ser utilizadas para lidar com problemas tipicos de programacao nao linear.

O nosso Lema da Conexao é uma pequena modificagdo do Mountain Pass Lemma, que é usual-
mente explicado em termos de caminhos ligando pontos a e b tais que f(a) e f(b) estdao abaixo de

um certo nivel critico ¢. Muitos autores consideram o espac¢o métrico completo
I'(a,b) = {z € C([0,1], F) tal que (0) = a e z(1) = b}
e usam o principio variacional de Ekeland para analisar o funcional ® : I'(a,b) — R dado por

O (z) = max f(x(t)).
te[0,1]

A partir desta analise eles provam a existéncia de pontos criticos com algumas caracteristicas (veja
Borwein e Zhu (2005)). Nés propomos uma abordagem alternativa. Para nés o Mountain Pass
Lemma é apenas indiretamente relacionada a caminhos. O que realmente importa é conectividade,
nao conectividade por caminhos. Esperamos convencer o leitor que persistir até o capitulo 6 que a
existéncia dos pontos criticos do tipo descrito pelo Mountain Pass Lemma é um fené6meno puramente
topoldgico e que hipédteses como a condigao de Palais Smale sdo apenas lentes diferenciais para
observa-lo. Na verdade, como a esséncia da questao é puramente topologica, nés podemos analisa-la
a partir de principios béasicos, como o Lema de Zorn.

Procuramos organizar a tese em ordem crescente de complexidade. O proximo capitulo apre-
senta os conceitos basicos usados nos demais capitulos. Estes conceitos sao definidos para espagos
topoldgicos normais mas também apresentamos graficos e exemplos concretos, no R"™. Este capitulo
mostra que ha duas vertentes na anélise da unicidade de minimizadores locais: (i) fungoes com pelo
um conjunto de nivel desconexo certamente tem multiplos minimizadores locais (ii) fung¢oes com
conjuntos de nivel conexos podem ter multiplos minimizadores locais, mas sua anélise é um pouco
mais simples. O capitulo 3 discute a unicidade de minimizadores locais em R". Enunciamos lemas e
teoremas e mostramos como eles podem ser combinados com qualificagoes de restricoes para provar
a unicidade de minimizadores locais para problemas de programacao nao linear com um nimero

finito de varidveis e restrigoes. Este capitulo motiva e prepara o terreno para a abordagem mais
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abstrata dos capitulos seguintes. Nos capitulos 4, 5 e 6 tratamos do caso (i) para espagos de Banach,
espagos métricos completos e espagos topoldgicos, nesta ordem. O resultado bésico destes trés capi-
tulos sao versoes do Lema da Conexao, enunciadas em nivel crescente de generalidade. No capitulo
7 analisamos fungbes com conjuntos de nivel conexos.

Cada capitulo, incluindo essa introducao, termina em uma secao com as provas dos teoremas
e lemas enunciados naquele capitulo, com os teoremas precedendo os lemas. Muitas provas usam
os resultado de capitulos seguintes e para compreendé-las vocé precisard avangar no texto. Esta
foi uma escolha deliberada para motivar a leitura dos resultados mais gerais e exemplificar a sua
aplicabilidade em casos mais concretos. Vocé pode verificar se esta abordagem é boa ja na proxima

secao. Boa leitura.

1.1 Provas do capitulo 1

Prova do teorema 1.0.1 Os conjuntos f<. s@o compactos e o comentério apoés a definigao

6.0.6 mostra que f satisfaz a Condicdo Topologica de Palais Smale. Os conjuntos f™" definidos em
6.0.7 sdo relativamente compactos pelo lema A.2.6. Além disso, como os minimizadores locais de f
s80 estritos, o lema 2.0.3 mostra que nao ha Plateaus ou Terragos (veja a defini¢ao 2.0.4). Isto exclui
a possibilidade (iv) na Alternativa de Conexao definida em 2.0.7. Se todos os conjuntos f-. sdo
conexos entao o teorema 7.0.2, o lema 7.0.2 e as observagoes acima mostram que f tem um dnico
minimizador local. Por outro lado, se para algum c o conjunto f.. é desconexo entao existe uma
particio aberta fo. = A; U Ay e os conjuntosA; e Ay sdo compactos pelo lema A.2.6. Além disso,
se z € A1 U Ay — (A1 U Ap) entdo pela continuidade de f devemos ter f(z) = c e  ndo pode ser
um minimizador de f nem em A; nem em A,. Pela compacticidade de A; e Ay, f tem pelo menos
um minimizador local em A; e em As e o ultimo argumento mostra que eles sdo distintos. a
Prova do theorem 1.0.2 Se f tem um ponto de conexao = entao pela defini¢ao 2.0.3 ha uma
particdo aberta f. ) = A1 U Az e fop,) ¢ desconexo. Por outro lado, se algum conjunto de nivel
f<a € desconexo entao, dada a compacticidade dos conjuntos f.., podemos usar o lema 6.0.1 com
¢ = 400 para concluir que f tem uma Ponte ou um Ponto de Conexao. Porém, o lema 2.0.4 e a
hipotese de que os minimos locais de f sao estritos mostram que f nao tem Pontes. Isto mostra
que se algum conjunto f., for desconexo entdo f tem um Ponto de Conexao e esta prova estéi

completa. 0O



Capitulo 2

Conceltos basicos

Neste capitulo apresentamos os conceitos béasicos que norteiam a nossa discussao da unicidade
dos minimizadores locais. Vocé certamente encontrara modos alternativos de analisar esta questao
e serd capaz de provar nossos resultados usando outros meios. Porém, nosso objetivo é apresentar
uma abordagem genérica e uniforme, que se aplique tanto em problemas corriqueiros como em
problemas abstratos. Esperamos ainda que esta abordagem se baseie em critérios de uso corrente,
como qualificagao de restri¢oes, condi¢oes na matriz Jacobiana e no espectro da matriz Hessiana.
Apo6s meditarmos sobre este problema concluimos que este objetivo pode ser alcancado através da
caracterizacao topoldgica da unicidade via a conectividade dos conjuntos de nivel f... Ao ler os
demais capitulos desta tese vocé poderé julgar por si mesmo até que ponto esse inicio topoldgico
pode nos levar.

Acreditamos que a unicidade deve ser abordada em dois passos: primeiro devemos descobrir se
os conjuntos fo. = {x € F com f(z) < ¢} s@o conexos. Se f-. é desconexo entdo existem conjuntos
abertos disjuntos A1 e Ay tais que fo. C Ay U As e f deve ter um minimizador local em A; e
outro em Ao, pelos motivos expostos na prova do teorema 1.0.1. Portanto, se algum conjunto f.. é
desconexo entao f tem multiplos minimizadores locais. Uma vez que passamos este teste podemos
lidar com o caso no qual todos os conjuntos f.. sdo conexos.

Nesta tese propomos o Lema da Conexdo como uma ferramenta fundamental para analisar a
conectividade dos conjuntos f-.. Na sua forma mais simples, em R, o Lema da Conexao é exata-

mente igual ao classico Mountain Pass Lemma e eles podem ser enunciados assim:

Lema 2.0.1 Se a fung¢ao continua f : R — R tem dois minimizadores locais v e w, com u < w,

entao ela também tem um mazimizador local v € (u, w). 0

Pesquisadores nas areas de equacgoOes diferenciais parciais e sistemas Hamiltonianos usam a infor-
magao que u e w sao minimizadores locais e o Mountain Pass Lemma para provar a existéncia de v,
que corresponde a uma solugao adicional dos seus problemas variacionais. Ambrosetti e Rabinowitz
introduziram o Mountain Pass Lemma em Ambrosetti e Rabinowitz (1973) tendo em vista este
tipo de aplicagao e seu trabalho foi generalizado em Ekeland e Ghoussoub (2002), Ekeland e Hofer
(1985), Fang (1994), Ghoussoub e Preiss (1989), Hofer (1984), Hofer (1985), Pucci e Serrin (1984),
Pucci e Serrin (1985), Pucci e Serrin (1987) e Shuzhong (1985) com o mesmo proposito.

Focamos na reciproca do Lema da Conexao: no caso unidimensional, se conseguirmos provar que
f nao tem maximizadores locais entao o lema 2.0.1 nos dird que f tem no maximo um minimizador

local. Isto é dificil em geral, mas Mékeldinen et al. (1981) eOrme e Ruud (2002) apresentam situ-

5



6 CONCEITOS BASICOS 2.0

acoes concretas nas quais é possivel obter resultados neste sentido mesmo em F' = R"™. Entretanto,
no caso geral o ponto v cuja existéncia é provada usando o Lema da Conexao ou o Mountain Pass
Lema nao é um maximizador local. Em situagoes favoraveis ele seré o que Katriel (1994), motivado

por Hofer (1985), define como um Mountain Pass Point:

Definicao 2.0.1 Seja F' um espaco topoldgico e f: F' — R uma fung¢ao. Dizemos que x € F' é um

Mountain Pass Point se para toda vizinhanga V' de x o conjunto f () 'V € desconexo. a

Nossa abordagem ¢ ligeiramente diferente da de Hofer e Katriel. Estamos interessados na conec-
tividade dos conjuntos f.. e sua relagdo com a unicidade dos minimizadores locais. Nosso trabalho

se baseia nesta defini¢oes:

Definicao 2.0.2 Seja F' um espago topoldgico e A, B e C subconjuntos de F. Dizemos que C =
AU B € uma particao de C se A e B sao disjuntos e nao vazios. Se A e B sdo abertos dizemos que
C = AU B é uma particao aberta e se A e B sao fechados dizemos C = AU B € fechada. O

Definigcao 2.0.3 Seja F' um espago topoldgico e f: F' — R uma fung¢do. Dizemos que x € F' € um
Ponto de Conexao para f se existir uma parti¢ao aberta fy,y = AU B tal que x € ANB. a

Em geral omitiremos o “para f” ao nos referirmos a Pontos de Conexao pois a funcao f estaré

claramente especificada pelo contexto.

Figura 2.1: Os minimizadores estritos u e w e o Ponto de Conezxdo v.

A figura 2.1 apresenta Pontos de Conexao tipicos: um maximizador local em R e uma sela em
R, paran > 1, na qual o Hessiano tem exatamente um autovalor negativo. Todo Ponto de Conex&o
x ¢ um Mountain Pass Point porque se V é uma vizinhanga de x entdao podemos particionar fo.NV
como (VNA)U(VNB), onde A e B sao os conjuntos abertos na definigdo 2.0.3. Entretanto, o

proximo exemplo mostra que um Mountain Pass Point pode nao ser um Ponto de Conexao:

Exemplo 2.0.1 Seja F C R? o conjunto compacto e conexo descrito na figura 2.2 abaizo, na qual
“..”indicam os segmentos com pontos extremos (—27%,0) e (=27%,1) para k € N e seja f : F = R
a fungao linear dada por f(x,y) = 9y + x. O ponto z é um Ponto de Conexao, porque f(z) = 0,

f<o= A1 U Ay para Ay = feo N {(x,y) € R? comac>y} e Ay = f<oﬂ{(:1;,y) € R? com z <y},

(=4, 1)I—l—r.. L _
(—4,0) z=(0,00) m=(4,0)

a=(0,-1) b=(4,-1)

Figura 2.2: Mountain Pass Points podem nao ser Pontos de Conexao
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0s conjuntos Ay e Ay sio abertos em F e z € Ay N Ay. A situacio de m € diferente. Ele é um
Mountain Pass Point porque hd dois tipos de vizinhancas N e M de m: as que contém z e as
outras. Note que f(m) = 4 e em ambos os casos podemos particionar N N f<4 como exigido na
defini¢ao 2.0.1. De fato, se z € N entao existe k € N tal que fcy, NN = (BN N)U (ByNN)
com By = fes N {(z,y) com 28z > =3} € By = fes N {(z,y) com 2¥z < —3}. Se z ¢ N entdo
f<anNN = (C1NN)U(C2NN) com C1 = feqgN{(z,y) com y < 0} e Cy = feyN{(z,y) com y > x}U
{(z,y) com x € (0,4) e 2y > —1}. Porém, m nao é um Ponto de Conexao, pois se D1 U Day € uma
particao aberta de foa entdo um dos D;’s contém o caminho (m,z) U [z,a)U[a,b) U [b,m) e m nao

pertence ao fecho do outro D;. O

Pontos de Conexao nao contam toda a histéria sobre a unicidade dos minimizadores locais. A
figura 2.3 mostra porque a exigéncia de minimizadores locais estritos é essencial nos teoremas 1.0.1 e
1.0.2. Nao ha Pontos de Conexao nesta figura. Porém, no grafico da esquerda todos os conjuntos f<,
sao conexos e os minimizadores locais no nivel ¢ formam um conjunto conexo com fecho compacto
que toca fo.. O grafico da direita contém um intervalo de minimizadores locais z com f(x) = ¢

conectando componentes conexas distintas de f-..

4 4 4 4 4
t t t t t t t

U (A () U U1 V2 w
O minimizador global u e o Terrago (vi,v2):  As componentes A; = (—o0,v1) e Ay = (v2, +00)
Conjuntos de nivel conexos mas multiplos de f(z) < c e a Ponte (v1,v2) conectando-as.

minimizadores locais.

Figura 2.3: Um Terra¢o e uma Ponte.

Os gréficos na figura 2.3 descrevem a esséncia dos piores cenarios para fungdes continuas com

conjuntos de nivel compactos. Apresentamos agora defini¢bes técnicas para analisé-las:

Definigao 2.0.4 Seja F' um espago topologico e f : I — R uma fungdo. Dizemos que o conjunto

P ¢ um Plateau para f no nivel ¢ se
(i) P C ),
(ii) P € conezo,
(iii) P tem pelo menos dois elementos.

(iv) Os elementos de P sao minimizadores locais de f. a
Definicao 2.0.5 Um Plateau P para f no nivel ¢ serd chamado de Terrago se PN fo. # 0. ad

Definicao 2.0.6 Seja fo. = A; U Ay uma particio aberta com A; N Ay = (). Dizemos que P =
f<e — Ay U Ay € uma Ponte se nao existirem conjuntos P; e Py tais que P=P,UPs e (E U ?1) N
(AU Pp) =0. O



8 CONCEITOS BASICOS 2.0

O intervalo T' = (v1,v2) no grafico da esquerda na figura 2.3 é o Plateau mais simples: um
caminho formado por minimizadores locais. Entretanto, Plateaus podem ser muito mais complexos.
De fato, usando o teorema de Baire é possivel provar a existéncia de um Plateau P C R? tal que
P ¢ compacto e nao contém caminho algum (veja Thomson et al. (2001)). O Plateau T acima é
um Terraco porque 7T toca f-.. Quando o espaco F é ndo Hausdorff, Plateaus podem ser formados
por um tnico minimizador estrito. Porém, em espacos normais e Hausdorff Plateaus contém uma

infinidade de minimizadores nao estritos, como ilustrado no préximos lemas:

Lema 2.0.2 Considere o espago topoldgico dado pelo conjunto F' = {x € R com 0 <z <1} U{o0}

e conjuntos abertos de dois tipos:
(i) Um conjunto aberto em [0,1] que nao contém 1.
(i) Um conjunto aberto em [0,1] unido com oo.

e a funcao f : F — R dada por f(x) = x se x € [0,1] e f(co) = 1. O conjunto F' com a cole¢ao
de abertos acima € um espago topoldgico normal, compacto e conexo, a fung¢do f € continua e os
conjuntos f<. sao conexos e f tem dois minimizadores locais, 0 e 0o, e ambos sdo estritos. F' nao

€ Hausdorff pois 1 e oo nao podem ser separados. O

Lema 2.0.3 Seja F' um espago topologico, f : F — R uma fung¢do continua e P é um Plateau para
f. Se I' € Hausdorff entao P € infinito. Se F' for também normal entao todos elementos de P sdo

minimos locais nao estritos. O

O intervalo P = (v1,v2) no grafico da direita na Figure 2.3 é uma Ponte. Ele conecta os
componentes A; e Ay de fo. e ndo pode ser dividido em duas partes P; e P tais que A1 U P; e
Ay U Py definem uma particdo fechada de f<c (se existissem, tais P; e P levariam a uma partigao
aberta (vy,vy) = ((1)1,1)2) - ?1) U ((’01,1}2) - ?2) do intervalo (v1,v2), que é conexo.)

Se P & uma ponte no nivel ¢ entdo como P = f<. — A; U Ay = f<. — f<. & claro que todo
x € P satisfaz f(z) = ¢ e ¢ um minimizador local de f. A remog¢ao da ponte P desconecta f<. e
ela ndo pode ser decomposta em partes P; e Py tais que A1 U Py e Ay U Py definem uma particio
fechada de f<.. Além disso, em espagos normais, Pontes contém uma infinitude de minimizadores

degenerados:

Lema 2.0.4 Seja F' um espago topoldgico, f : F — R uma fung¢do continua. Se P é uma Ponte
no nivel ¢ € R entdo P é o conjunto dos minimizadores locais de f no nivel c. Além disso, se F é

normal entdo P contém um congunto infinito de minimizadores locais nao estritos. a

Terragos anulam a primeira equivaléncia em (1.0.1) e Pontes invalidam a segunda. Na realidade,

para fungoes continuas em espagos normais compactos temos que
Minimizador local inico <= Os conjuntos f.. sdo conexos <= nao hé Pontos de Conexao.

Ainda assim podemos relacionar Pontes e Pontos de Conexao a mudangas na conectividade dos

conjuntos de nivel, como ilustrado na primeira versdo do Lema da Conexao: ':

Veja Ekeland e Ghoussoub (2002), Fang (1994), Choussoub e Preiss (1989), Hofer (1985), Pucci e Serrin (1984),
Pucci e Serrin (1985) e Pucci e Serrin (1987) para teorema anéalogos envolvendo Mountain Pass Points.
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Teorema 2.0.1 Seja f: R™ — R uma funcdo continua. Se os conjuntos f<. sao limitados, existe
a € R tal que f<4 € desconexo e b € (a,+o0] tal que f<p € conexo entdo f tem um Ponto de Conexdo

ou uma Ponte em f~'((a,b)). 0

Como conseqiiéncia da existéncia de Pontes e Terracos, para usar argumentos de conectividade para
provar que héd um tdnico minimo local mostramos que f satisfaz a Alternativa da Conectividade
enunciada abaixo e usamos caracteristicas adicionais de f e seu dominio para mostrar que os itens

(ii)—(iv) desta alternativa nao sao viaveis (veja as provas no capitulo anterior).

Definigao 2.0.7 Seja F' um espago topoldgico e seja f : F' — R uma funcao continua. Dizemos que
f satisfaz a Alternativa da Conectividade se ela tem um minimizador global x¢ e pelo menos

uma das alternativas sequintes ocorre:
(i) zo € o unico minimizador local de f,
(ii) f tem um Ponto de Conexao,

(iii) f tem uma Ponte,

(iv) Para todo ¢ € R os conjuntos f<. and f<. sao conexos. Hd um minimizador local w # xq e

para tais w’s

(a) Se f(w) > f(xg) entao w pertence a um Terrago.

(b) Se f(w) = f(xo) entio f~1(f(x0)) € um Plateau.
Um tipico teorema seria entao algo como:

Teorema 2.0.2 Se F' C R" € fechado e conexo, f : F' — R € continua e os conjuntos f<. sao

limitados entao f satisfaz a Alternativa da Conectividade. ad

2.1 Provas do capitulo 2

Prova do teorema 2.0.1. Sejam F = f_. e g: F — R dada por g(z) = max{a, f(x)}. Como
g~ '(a) = f<a & desconexo, g tem pelo menos dois minimizadores globais. O teorema 2.0.1 segue
entao do teorema 2.0.2 aplicado a g e F' e da definigao 2.0.7. a

Prova do teorema 2.0.2. F', como todo subconjunto do R", é um espago métrico e portanto
é normal. Se f : FF — R é continua e tem conjuntos de nivel limitados entao ela é limitada
inferiormente e para todo c ela satisfaz a Condigao Topologica de Palais Smale definida em 6.0.6 e
os conjuntos f™" na definigio 6.0.7 sdo relativamente compactos. Segue entdo do lema 6.0.2 que
f tem a Propriedade da Extensado 6.0.4 para todo c. Se todos os conjuntos f.. s@o conexos entao
o teorema 7.0.2 implica que f satisfaz o item (i) ou (iv) na defini¢ao 2.0.7. Se algum conjunto de
nivel f. é desconexo entdo o lema 6.0.1 com ¢ = +00 mostra que f satisfaz o item (ii) ou (iii) na
definigao 2.0.7. ad

Prova do lema 2.0.1. Seja m um maximizador global de f no intervalo fechado [u,w]. Se
m € (u,w) entdo esta prova esta completa. Se nao, m = u ou m = w. No primeiro caso deve existir
e > 0 tal que f(z) = f(u) para = € [u,u + €], pois u ¢ um minimizador e um maximizador local.

Qualquer z € (u,u + €) é um maximizador local. A analise do caso m = w é analoga. a
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Prova do lema 2.0.2. Nesta prova usamos (i), (ii) e (iii) para nos referir aos itens correspon-
dentes aos tipos de conjuntos abertos da hipotese. Para provar que F' com os abertos dados é de

fato um espago topoldgico note que
e () & aberto em [0, 1] e nao contém 1. Portanto, pelo item (i) () ¢ aberto.
e Como [0,1] é aberto em [0, 1] e contém 1 o item (ii) mostra que F' é aberto.

e HAa quatro possibilidades para intersec¢ao de dois abertos A e B: A ¢é do tipo (i) e B é do
tipo (i), A é do tipo (i) e B é do tipo (ii) etc. Analisando cada uma delas vocé verificara que

AN B é aberto nos quatro casos.
e Dada uma colecao {A,,v € I'} de conjuntos abertos temos duas possibilidades:

1. Se todos A forem do tipo (i) entao |J.p Ay é um aberto do tipo (i).

vel

2. Se houver um Ay do tipo (ii) entao | J..p Ay € um aberto do tipo (ii).

vyel

Os items (i) e (ii) mostram que n@o ha aberto que contém 1 e ndo contém oo. Portanto F' nao
¢ Hausdorff. Para provar que F é normal, note que hé dois tipos de conjuntos fechados, correspon-

dendo aos itens (i) e (ii)
F1: A= BU{o0}, onde B é um fechado em [0, 1] que contém 1.
F2: Um fechado em [0, 1] que néo contém 1.

Sejam entdo Ay e As fechados disjuntos. Temos entdo seguintes casos

e Se um deles, Ay digamos, for do tipo F1, correspondendo a um conjunto B; entdao Ao deve
ser do tipo F2 e os conjuntos By e Ay sao fechados disjuntos de [0, 1], que é normal. Logo
existem abertos disjuntos C7 e Cy em [0, 1] tais que By C C1 e Ag C Cy. Como 1 € By C (4
temos que 1 € Dy e Dy é aberto em F. Além disso D = C; U {oo} é aberto em F', pois
1€ By € C1 C D. Logo, neste caso os fechados A1 e As sao separados pelos abertos D e Cs.

e Se A; e Ay forem do tipo (ii) entdao ambos sao conjuntos fechados em [0, 1). Pela normalidade
de [0,1) existem abertos By e By em R tais que A1 C By, Ay =C Bg e [0,1) N By N By = .
Os conjuntos C; = By N (—o00,1)N[0,1] e Co = Ba N (—o0,1) N[0, 1] sdo abertos em [0, 1] e
nao contém 1, logo eles sdo abertos em F' pelo item 1. Além disso, C'y e Cy sao disjuntos e
A1 CCie Ay C O

F é compacto porque se {A), A\ € A} é uma cobertura de F' por abertos entao existe A\g € A
tal que Ay, contém 1. Este Ay, deve ser do tipo (ii) e portanto co € Ay, e existe a € [0,1) tal que
(a,1] C Ay,. Para cada Ay o conjunto By = Ay N [0,a] é aberto em [0,a] e {By,\ € A} é uma
cobertura de [0,a] por abertos em [0,a]. Como [0, a] é compacto existem n € IN e Aq,..., A, tais
que [0,a] C Ui, By,. Isto mostra que {B),,7 =0,1,...,n} é uma sub cobertura finita de F, que é
de fato compacto.

F & conexo porque se FF' = AU B com A e B sdo abertos entdo podemos assumir que 1 € A
e A deve ser do tipo (ii) e concluimos que co € A e A = C U {oc}, onde C' é um aberto em [0, 1]
que contém 1. Segue ainda que B deve ser um aberto em [0, 1]. Como [0,1] é conexo e A # () isto

implica que B = () e F' é de fato conexo.
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Os conjuntos de nivel f. sdo conexos porque se ¢ < 1 entdo fo. = [0,1] N (—o0,¢) é conexo e
se ¢ > 1 entao fo. = F, que como ji vimos é conexo.

A fungao f é continua pois se A C R é aberto entdo temos duas possibilidades

e Se 1 ¢ A entiao f~1(A) ¢é aberto porque f~1(A) = g~!(A) onde g : [0,1] — R ¢ a funcdo

continua g(z) = .

e Sele Aentio f~1(A) = g1 (A)U{oo} & da forma (ii) pois g~1(A) é um aberto de [0, 1] que

contém 1.

Finalmente, 0 é um minimizador local estrito pois [0,1) é aberto e f(0) = 0 < f(x) para
todo z € [0,1) — {0} e {0} = DU {0} é um aberto do tipo (ii) e f(o0) = 1 < f(x) para todo
z € {0} — {0} = 0. 0

Prova do lema 2.0.3. Seja P um Plateau no nivel c. Se houver x € P — P entdo usando o lema
A.1.1 do apéndice e a propriedade de Hausdorff podemos construir uma seqiiéncia {A4,,n € IN} de
abertos e uma seqiiéncia x, de pontos distintos em P com z, € A, — An+1 e Apy1 C Ay, Isto
mostra que P é infinito.

Suponhamos entao que F' ¢ normal e z é um elemento de P. Como F ¢ Hausdorff {z} é um
conjunto fechado. Seja entdao A um aberto contendo z. Mostramos agora que existe y € A — {x}
tal que f(y) = ¢. Como A é qualquer isto mostra que A é nao estrito. De fato, como os conjuntos
A¢ = F — A e {x} sao fechados disjuntos e F' é normal existem abertos disjuntos B, e B tais que
x € B, e A° C B. Note que A° C B implica que B¢ C A. Portanto, C = B — B, C Aexz & C,
pois x € B,. Logo, se houver y € B¢ — B, com f(y) = c entao existe y € A — {x} com f(y) =ce
terminamos. Por outro lado, se f(y) # ¢ para todo y € B¢— B, entao, como F' = B,U(B‘—B,;)UB
e f(y) = ¢ para todo yinP, temos que P C B, UB. Como P é conexo, B, e B sao abertos e z € B,
concluimos que P C B,. Como P é infinito deve haver pelo menos outro y € PN B, e f(y) = ¢
para tal y. Finalmente, note que B, C A pois B, N A C B, N B = . O

g

Prova do lema 2.0.4. Seja P uma Ponte para F', ¢ € R o seu nivel e A; e As 0s conjuntos
correspondentes a ela na definicdo 2.0.6. Como A; U Ay = f.. temos que A; U Ay = f.. Logo,
P = f<.— f<c. O lema A.1.1 no apéndice mostra que P ¢ justamente o conjunto de minimizadores
locais de f no nivel c.

Para completar a prova do lema 2.0.4 no caso em que F' é normal usaremos inducao finita para
construir conjuntos abertos { Xy, k € IN} e {Y;, k € IN} tais que

Ay C X, Ay C Yo, e X, NY, =0, (2.1)
Xk+1 D) X7k e Yk+1 D) Tk (2.2)
e minimizadores locais

Comecemos entao com X e Yi. Pelo lema A.1.5 do apéndice, existem conjuntos abertos X; e
Y tais que A1 C X1, A2 C Y1 e X1 NY; = (. Ou seja, X1 e Y] satisfazem (2.1) para k = 1. Agora
procedemos por indugao. Assumindo que ja definimos X; e Y; satisfazendo (2.1) para k =1,...j
e (2.2) para k =1,...5 — 1 definimos X4 e Y satisfazendo (2.1) para k =1,...(j +1) e (2.2)
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k =1,...j. Para isto chamamos de X1 e Y11 os conjuntos obtidos ao aplicar o lema A.1.5 ao
conjuntos X; e Y;. Isto completa a construcao dos Xj’s e dos Y}’s.

Provo agora por contradicdo que para todo k € IN existe pelo menos um ponto 2z € Z que é
um minimizador local nao estrito de f. Suponhamos entao que existe k para o qual todo ponto em
Z ¢ um minimizador local estrito. A definigdo 1.0.2 implica que existe um aberto A tal que Zp C A
e AN (P — Z;) = 0. Sejam entao P, = PN X e P, = P — X}, = P — P;. Note que o conjunto

B=X,Ufs.UA
¢ aberto e X, C B, pois
Xk =XpU (X — Xp) CXpU focU (feeN (X — X)) = Xk U focUZp C XU f5cUA = B.
Além disso, N X = (P—Xp) N X, C(P—Xp)NXp=0e PN fscCPNfsc=0e
PNA=(P-X;)NA=(P-PnX;)NAC

C(P-PN(Xp—Xp)NA=(P—-Zy)NA=0.

Logo,
P,NB=(PoNXp)U(PaNfsr)U(P,NA)=0U0UD=10.

Como X}, C B e B ¢é aberto, isto implica que
X NPy =10. (2.4)
Usando as equagoes (2.1) e (2.2) e P; C X}, obtemos que
(A UP) N (AUB) C Xin (U € X1 P

Esta equagao combinada com (2.4) leva a (/Tl U ?1) N (Aig U ?2) = (), o que contradiz a defini¢ao
de Ponte 2.0.6. Isto termina a nossa prova por contradigao de que ha de fato um minimizador local
nao estrito zx em Z; para todo k.

Finalmente, note que se j > k entdo (2.2) e (2.3) mostram que X, C X; e
Z;0 2 =P ((X; = X;) N (X = X)) € (X; = Xp) N X = 0.

Logo, a seqiiéncia {zy, k € IN} é formada por pontos distintos e tem, de fato, infinitos elementos. O



Capitulo 3

Unicidade do minimizador local em R"

Este capitulo apresenta principios béasicos para decidirmos se o programa nao linear

min f(x) (3.1)
sujeito a  hi(z) =0, i=1,...m,

tem uma dnica solucdo local na regiao factivel F'. Assumimos que f ¢ limitada inferiormente em
F, isto é, existe p tal que f(x) > u para todo x € F. Nosso propodsito é motivar os capitulos
mais abstratos que vem a seguir e apresentar resultados tteis para o leitor interessado apenas no
problema (3.1) e que ndo tem interesse ou conhecimento para lidar com problemas mais gerais.
No R" seguiremos a estratégia sugerida no tltimo capitulo, ou seja combinaremos a Alternativa
da Conectividade definida em 2.0.7 e o teorema 2.0.2. Os casos (iii) e (iv) na Alternativa da Conec-
tividade 2.0.7 sao patoldgicos, como mostram as defini¢coes 2.0.4, de Plateau, e 2.0.5, de Terraco, e o
lema 2.0.4. Por exemplo, nao héa Plateaus, Terragos ou Pontes se os minimizadores locais de f forem
estritos. Portanto, o dificil para usar o teorema 2.0.2 para provar que hé um tnico minimizador
local em problemas especificos é mostrar que ndo hé Pontos de Conexao. Assim, critérios simples
para decidir se um dado ponto é um Ponto de Conexao sao essenciais para usar o teorema 2.0.2.

Neste capitulo apresentamos critérios neste sentido em R™. O critérios mais simples sao estes:

Lema 3.0.1 Seja f: R™ — R uma funcdao com derivadas continuas. Se x € um Ponto de Conezxdo
entao Vf(x) = 0. 0

Lema 3.0.2 Seja f : R® — R wma fungdo com derivadas sequndas continuas. Se os autovalores

de V?f(z) sdo positivos entio x nao é um Ponto de Conerdo. O

Lema 3.0.3 Seja f: R™ — R uma funcao com derivadas sequndas continuas. Se dois autovalores

de V3f(z) sdo negativos entdo x nio é um Ponto de Conezdo. 0

O ntmero de autovalores nulos ou positivos € irrelevante no lema 3.0.3. O teorema 2.0.2 e os
lemas 3.0.1 e 3.0.3 sdo analogos aos critérios de segunda ordem para minimizacao. A condigao
“V2f(x) com pelo menos dois autovalores negativos” que garante que  nao ¢ um Ponto de Conexao
parece com a condi¢io “V2f(x) com pelo menos um autovalor negativo” que garante que x nao
¢ um minimizador local. Para estender esta analogia com minimizacao para problemas restritos

consideramos o cone dual associado ao problema (3.1):

13
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m p
Cy(z) = Zthz(x) — Zvngj(m) paran; € Re v, >0 com ~;gj(z)=0,. (3.2)
i=1 Jj=1

Podemos entao enunciar uma condi¢ao de primeira ordem para excluir a existéncia de Pontos de

Conexao para problemas restritos:

Teorema 3.0.1 Suponha que as funcoes f, h; e g; nos problemas (3.1) tem derivadas continuas e
seja F' sua regiao factivel. Se o ponto xg € F satisfaz a condicdo de Mangasarian Fromovitz e € um
Ponto de Conexdo para f restrita a F' entao Vf(xzo) € Ca(zo). O

Condigoes de segunda ordem para Pontos de Conexao sob a condi¢gdo de Mangasarian Fromovitz
sao mais complicadas, assim como elas ji sao mais complicadas para minimizacao. Considere o

seguinte exemplo bi dimensional:

Exemplo 3.0.1 O programa nao linear em duas varidveis dado por

minf(x7 y) = 4z — 23/27
sujeito a g1(z,y) = —=x <0,
g(zy) = —z+y* <0

tem uma regido factivel convera F = {(z,y) com = > y?} e o ponto p = (0,0) satisfaz a condicio
de Slater (veja Bertsekas (2003)), que implica Mangasarian Fromovitz. Além disso, para y1 = 3 e
Y2 =1,

Vf(p) = —1Vg1(p) — 12 Vg2(p) (3.3)

d' (V*f(p) + nV1(p) +72V?02(p)) d = —2||d|)*

para todos d no subespago ortogonal a Vg1(p) e Vga(p). Entretanto, p é um minimizador global pois
sex > y? entio f(x,y) > 4y? — 2% > 0= f(p). O

Este exemplo mostra que é possivel existir minimizadores com autovalores negativos na matriz
Hessiana do Lagrangeano para algumas combinagoes (3.3) sob Mangasarian Fromovitz. Adicionando

um dimensao obtemos um exemplo anélogo para Pontos de Conexao:

Exemplo 3.0.2 O programa nao linear com trés varidveis dado por

min f(z,y,2) = 2z—az%— 2%
sujeito a gi(z,y,2) = —=z <0,
g(z.y,2) = —2+y*<0

tem uma regido factivel conveza F = {(x,y,z) with 2 > y?} e o ponto p = (0,0,0) satisfaz a

condi¢cao de Slater. Além disso, para v1 = y2 =1,

Vf(p) = =1 Vg1 (p) — 72Vg2(p)
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d' (Vf(p) + nV’01(p) +12V702(p)) d = —2|d||>

para todo d no sub espago bi dimensional orthogonal a Vg1(p) and Vga2(p). Entretanto, p é um Ponto
de Conexao pois se f(x,y,z) <0 and g2(x,y,z) <0 entao

_12 = f(x7yaz) +2g2(x7y72) <0==x 7é 0
e o conjunto {(x,y, z) com f(x,y,z) <0 = f(p)} tem duas componentes conexas, uma contendo o0s

pontos com x > 0 e outra com os pontos com x < 0. O

O proximo teorema mostra que o Ponto de Conexao xg com uma matriz Hessiana com dois
autovalores negativos no cone tangente ocorre porque a derivada de ¢ = (g1, 92) no ponto zy é

singular.

Teorema 3.0.2 Suponha que as fungoes f; e gj no problema (3.1) tem derivadas de seqgunda ordem

continuas e seja F' a sua regidgo factivel. Se xog € F' € tal que os vetores

D = {Vh;(zo),i = 1,...,m}U{ng(xo),j: 1,...,p com gj(x)=0}

sao linearmente independentes, Vf (x) = > 2121 i Vhi(vo)—>_%_ 7 Vgj(x0) , comy; > 0 ev;Vg;(zo) =

0, e existe um espaco bi dimensional V- C R"™ tal que

m P
dv=0 e v'{ V(o) — ZmVZhi(xo) + ZWng(xo) v <0
i=1 j=1

para todo v € V —{0} ed € D entao xo nao é um Ponto de Conexao para f restrita a F. O

Os teoremas 3.0.1 e 3.0.2 fornecem critérios locais para provar a inexisténcia de Pontos de
Conexao. Para usa-los precisamos de critérios topologicos globais para verificar que a Alternativa da
Conectividade definida em 2.0.7 é valida. Um bom critério global foi introduzido por Palais e Smale
em Palais e Smale (1964) para variedades modeladas em espagos de Hilbert. Estamos interessados
no problema restrito (3.1), que sob Mangasarian Fromovitz pode ter uma regiao factivel que nao é
uma variedade. No nosso caso o que importa ¢ a distancia do gradiente ao cone dual em (3.2). Por

isso sugerimos a seguinte adaptacao do conceito de norma da derivada:

Definigao 3.0.1 Seja F' a regiao factivel do problema (3.1) e Cy o cone dual em (5.2). Definimos
a derivada restrita de f no ponto x € F' como cdf (z) = dist(Vf(z), Cq(z)). O

Podemos entao enunciar uma versao da Condicao de Palais Smale para problemas restritos:

Definigao 3.0.2 Seja F a regido factivel do problema (3.1). Dado ¢ € R, dizemos que este prob-
lema satisfaz a Condig¢ao de Palais Smale no nivel ¢ se toda seqiiéncia {x,,n € N} C F tal que

limy, 500 f(2y) = ¢ € limy, 00 cdf (z,) = 0 tem uma subseqiiéncia convergente. O

A Condigao de Palais Smale é satisfeita por fun¢ées com conjuntos de nivel limitados. Ela leva

a critérios globais para verificar a Alternativa da Conectividade:



16 UNICIDADE DO MINIMIZADOR LOCAL EM RY 3.1

Teorema 3.0.3 Suponha que as fungoes f, h; e gj no problema (3.1) tem derivadas continuas e
f € limitada inferiormente na regido factivel F. Se F' é conexa, o problema satisfaz a Condi¢ao de
Palais-Smale para todo ¢ € R e a condi¢cdo de Mangasarian-Fromovitz € satisfeita para todo x € F

entio f restrita a F satisfaz a Alternativa da Conectividade na defini¢io 2.0.7. a

Combinando os teoremas 3.0.1, 3.0.2 e 3.0.3 quando sabemos que f nao tem Pontes ou Terragos
obtemos uma técnica razoavel para provar que o problema (3.1) tem um tnico minimizador local:
usamos os teoremas 3.0.1 e 3.0.2 para garantir a inexisténcia de Pontos de Conexao e concluimos que
oitem (i) da Alternativa da Conexao deve valer. A aplicabilidade desta técnica ao problema particu-
lar com o qual nos importamos depende dos detalhes do problema. As referencias Mékelainen et al.
(1981) e Orme e Ruud (2002) exemplificam como isto pode ser feito em problemas importantes em
economia e estatistica. Porém, em problemas gerais podemos ser incapazes de mostrar até mesmo

que F' é conexo.

3.1 Provas do capitulo 3

Prova do teorema 3.0.1. A condigdo de Mangasarian-Fromovitz é equivalente & condigao de
Robinson (4.2) para o problema (3.1) e o teorema 3.0.1 é um caso particular do teorema 4.0.2. 0O
Prova do teorema 3.0.2. Para simplificar a notagao assumiremos que gj(zo) = 0 para todo j,
isto é, ignoraremos as restrigdes inativas, que sao irrelevantes em uma vizinhanga suficientemente
pequena de zg. Seja ¢ : R" — R™*? dada por q(z) = (h1(x),..., hn(z),01(x), ..., gp(x))" e dq(zo)
a sua matriz Jacobiana no ponto zp. Tome uma base {v1,v2} de V. A hipotese de independéncia

linear implica que, para 1 <i < j < 2, existem s;; € R" tais que
vN2h1 (l‘()) Uj

1 viVth(xo) Vi
d =—c J
Q(xo) S J 2 ’UiVQ‘gl (ZEO) 'Uj

UiVQQp(:L‘o) vj

O teorema 3.0.2 segue do teorema 4.0.3 com X = R", G = {(y,w) € R™ x RP com y =0 e w < 0},
YV =R"7P, C=R", p=0,v:R"P = R dado por y(z) = >0, miwi — D5y ViTm+j, dx = vy e
8;j COmMO acima. O

Prova do teorema 3.0.3. A condi¢ao de Mangasarian Fromovitz é equivalente & condicao de
Robinson (4.2) para o problema (3.1) e o teorema 3.0.1 é um caso particular do teorema 4.0.4. O

Prova dos lemas 3.0.1 e 3.0.3. A situacdo descrita nestes lemas pode ser modelada como o
problema 3.1 com uma varidvel adicional x, 1 e a restricao z,11 = 0. Os lemas seguem entao do
teorema 3.0.2. O

Prova do lema 3.0.2. Um minimo local x nao é um Ponto de Conexao pois & fyi) - O



Capitulo 4

O Lema da Conexao em espacos de

Banach

Neste capitulo generalizamos os critérios apresentados no capitulo anterior para provar que

certos pontos nao sao Pontos de Conexao para problemas da forma

min f(x) (4.1)
sujeitoa ze€Ceg(x)eG

no qual a funcao f esta definida no espaco de Banach X e g é uma funcao de X para o espaco de
Banach Y. Assumimos que C' e G sao fechados e convexos e que as fungoes f e g sao estritamente

diferencidveis em z9 € C'N g~1(G), no seguinte sentido:

Definigcao 4.0.1 Sejam X e Y espacos de Banach, f uma fung¢do de X paraY e D : X —Y uma
transformacao linear continua. A transformacio D € a derivada estrita de f no ponto rg € X se

para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que

z,y € Bs(zo) = |[f(y) — f(z) = D(y — 2)|| < elly — =].

Dizemos que f € estritamente diferencidvel no ponto xg se existir uma derivada estrita para f no

ponto xg. O

Aqui Bs(zg) denota a bola de centro zp e raio 6. Quando xg = 0 nos escrevemos simplesmente Bs.

Este capitulo foi inspirado pelos seguintes trabalhos: Ljusternik (1934), Bartle e Graves (1952),
Hildebrandt e Graves (1927), Graves (1950), Michael (1956a). Michael (1956b) e Borwein (1986).
O trabalho pioneiro de Ljusternik e Graves foi traduzido para linguagem moderna e generalizado
em Dontchev (1996), Dontchev (2004) e Borwein e Dontchev (2003) levou ao conceito de regular-
idade métrica , que foi relacionado a qualificagao de restrigoes em Borwein (1986), loffe (1979) e
Cominetti (1990). A teoria apresentada aqui com relacao a Pontos de Conexao e unicidade é analoga
a teoria para minimizacao desenvolvida nas referéncias acima. Nosso trabalho também se baseia na

qualificac@o de restrigoes de Robinson (veja Robinson (1975)):
g(xo) € core(G — dg(xo)(C — x9)) (4.2)

e a caracteriza¢ao do Cone Tangente de Clarke dada por Rockafellar (1979)

17
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Definigao 4.0.2 Seja X um espaco de Banach e C C X. Dado xg € C dizemos que d é tangente
a C em g se para todo € > 0 existirem 6 e A > 0 tais que se ||z — zo]| < 0 et € [0,A] entdo
dist(x + td, C') < et. Denotamos por Tc(xo) o conjunto de vetores tangentes a C' em xq, e chamamos

este conjunto de Cone Tangente de Clarke. a

Nossa teoria comeca com este teorema primal:

Teorema 4.0.1 Sejam X eY espacos de Banach e sejam C C X e G C Y fechados e convexos.
Suponha que as funcées g : X — Y e f: X — R sdo continuas em X e tem derivadas estritas
df (x0) e dg(zo) no ponto v € F = C N g YG) e g(wg) € core(G — dg(xo)(C — x0)). Se g € um
Ponto de Conexdo para f restrita o F e d € To(xzo) Ndg(zo) ™ (Ta(g(xo))) entdo df (zo)d > 0. O

O resultado dual correspondente ao teorema 4.0.1 é enunciado em termos dos conjuntos
t={2" € X* tal que 2*(a) > 0 paratodoa € A }

Podemos entao usar o teorema 4.0.1 acima e o teorema 4.2 em Borwein (1986) e deduzir o seguinte

teorema:

Teorema 4.0.2 Sejam X e Y espagos de Banach. Suponha que C C X e G C Y sao fechados e
convexos, g : X — Y e f: X — R sao continuas em X e estritamente diferencidveis no ponto
9 € CNg HG) e g(xg) € core(G — dg(z0)(C — x0)). Se xg € um Ponto de Conexdo para f restrita
a CNg~Y(G) entdo df (z) € T (o)™ + dg(xo)” Ta(g(wo)) ™ O

Os teoremas 4.0.1 e 4.0.2 fornecem critérios primais e duais de primeira ordem para mostrar
que xg nao é um Ponto de Conexao. Estes critérios sao analogos aos critérios para minimizagao.
O exemplo 3.0.2 mostra que critérios de segunda ordem para provar que zop ndao é um Ponto de
Conexao certamente pedirao mais do problema. Como conseqiiéncia, critérios gerais de segunda

ordem nesta area serao necessariamente tao complexos quanto este:

Teorema 4.0.3 Sejam X e Y espacos de Banach, f € CA(X,R), g€ C(X,Y)eCCX eGCY
fechados e converos. Suponha que mg € C N g~ Y(G) € tal que g(wo) € core(G — dg(xo) (C — x0)) e
df (z0) = dg(xo)* v + p para p € To(zo)™ ey € Ta(g(xo)) ™. Se existirem dy,do, s11, 519,592 € X

tais que dy e do sao linearmente independentes e, para 1 < < 5 < 2,

di € (C—xzo)N(xg—0C), (4.3)

sij € To(zo) N (=Te(wo)), (4.4)

dg(zo)d; € (G —g(xo0)) N (g9(z0) — G), (4.5)

dg(wo) sij + d°g(wo) (di,dj) /2 € Ta(g(xo)) N (=Ta(g(wo))) (4.6)

e d*f (x0) (d,d) < v(d%(z0) (d,d)) para d € Span{dy,ds}—{0} entio xq nao ¢ um Ponto de Conexdo
para f restrita a C N g~ H(G). O

Este teorema ilustra porque descartar candidatos a Ponto de Conexao é mais facil que anélise
variacional cléssica. Um especialista em Teoria de Morse em dimensao infinita leria este teorema

como “Se x( tem Indice de Morse pelo menos dois entao xy nao é um Ponto de Conexao”. Ele estaria
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correto. Porém, para prosseguir com sua teoria ele usualmente se restringiria a espagos de Hilbert
e fungoes f com derivadas segunda de Fredholm (veja Gromoll e Meyer (1969) e Struwe (2000)).
Como no capitulo anterior, precisamos de critérios globais para usar os teoremas 4.0.1, 4.0.2 e
4.0.3 para provar que f tem um tnico minimizador local usando a Alternativa da Conectividade
definida em 2.0.7. Propomos entao os seguintes conceitos de derivada restrita e Condigao de Palais

Smale para o problema (4.1):

Definigao 4.0.3 Seja F' a regiao factivel do problema (4.1). A derivada restrita de f em x € F €

cdf (z) = sup —df (z) d.
deTc(z)N(dg(z) ™ (Telg(x)))) com |[|d]|=1

O

Definigao 4.0.4 Seja F' a regiao factivel do problema (4.1). Dado ¢ € R, dizemos que este problema
satisfaz a Condigao Diferencial de Palais Smale no nivel ¢ se toda seqiéncia {x,,n € N} C F tal

que limy, oo f(xy) = ¢ e lim, oo cdf (z,) = 0 tem uma subseqiiéncia convergente. ad

A defini¢do 4.0.4 difere da definicdo 3.0.1 devido a detalhes técnicos sobre a projecao métrica em
cones em espago de Banach discutida em Penot e Ratsimahalo (1998). Entretanto, sua esséncia ¢ a

mesma e elas sao equivalentes em espacgos de Banach reflexivos:

Lema 4.0.1 Se o espago de Banach X € reflexivo e o problema (4.1) satisfaz a condi¢ao de Robin-

son (4.2) no ponto xo entdo

cdf (zg) = dist(df(xo), To(zo)™ + dg(xo)* Tg(g(xo))+) .
]

Finalmente, a Condigao Diferencial de Palais Smale leva a critérios globais para verificar a

Alternativa da Conectividade:

Teorema 4.0.4 Suponha que os conjuntos C e G no problema (4.1) sao fechados e convezxos, que
as funcoes f e g tem derivadas de Fréchet continuas e f € limitada inferiormente na regidgo factivel
F. Se ' € conexo e o problema satisfaz a Condi¢do de Palais Smale para todo ¢ € R e a condi¢cio
de Robinson, definida em 4.2, para todo © € F entdo f restrita a F satisfaz a Alternativa da

Conectividade na defini¢ao 2.0.7. O

4.1 Provas do capitulo 4

A principal ferramenta nesta secdo € uma versao do Teorema da Func¢ao Implicita de Ljusternik,
introduzido em Ljusternik (1934). No problema (4.1), se 290 € F = C N g YG), yo = g(z0) € G,
d € Te(xo) e dg(zo)d € Ta(yo) entdo um argumento de funcdo implicita mostra que se z esta
proximo de xg entdo existe um caminho continuo n(x,t) C F' que é aproximadamente tangente a d
para cada t. Se df (xg) d é negativa entdo, para ¢ = f(xg), estes caminhos podem ser usados para
ligar todos os pontos em F'N f.. proximos a xg a um tnico ponto x € F'N f... Como conseqiiéncia,

xg nao é um Ponto de Conexao pelo seguinte lema:
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Lema 4.1.1 Seja F' um espago topoldgico, f : F — R uma fungao continua e xg € F' com f(xg) =
c. Se hda uma vizinhanca V de xg, um conjunto conexo C C f<. e, para todo x € V N feo, um

conjunto conexo Cyp C f<c tal que x € Cp e Cp, NC # () entdo xg nao é um Ponto de Conexdo. 0O

A teoria de segunda ordem sob as hipdteses do teorema 4.0.3 é similar. Um argumento do
tipo fungao implicita mostra que ha um sub espago bi dimensional D no espago tangente T a
F =Cng Y (G) no qual d*f (z0) (.,.) — v(d% (z0) (-,.)) ¢ negativa e se d%(zo) (D, D) C dg(zo) T
entao existe um circulo (deformado) C C F proximo a D tal que f(z) < ¢ = f(zo) e C e podemos
ligar todo z préximo a zg em F' N fo. com C por um caminho contido em F'N f.. e o lema 4.1.1
implica que g nao é um Ponto de Conexao.

No resto desta secao formalizamos esta introducao intuitiva. A esséncia do nosso argumento
é conhecida desde o trabalho de Ljusternik nos 1930’s, mas nossa apresentagao usa o Teorema
da Selegdo de Michael (Michael (1956b)), que foi desenvolvido nos anos 1950’s. Michael usou
seu teorema para extender os resultados de Bartle e Graves e mais recentemente Pales (1997) e
Borwein e Dontchev (2003) usaram argumentos similares aos apresentados aqui. Nos adicionamos
alguns detalhes a estes trabalhos para provar os teoremas do capitulo 4. Para iniciar, emprestamos

as seguintes defini¢ao e lema de Borwein (1986):

Definicao 4.1.1 Sejam X e Y espagos de Banach spaces e V. um espaco métrico. Dizemos que
g: X xV =Y € parcialmente estritamente diferencidvel em x no ponto (xg,v9) € X x V se

as derivadas parciais de Fréchet d,g(zo,vo) ezxistem e para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se

v,z,y € Bs(xg) entdo ||g(y,v) — g(x,v) — deg(wo,v0) (y — ) || < €lly — x| 0

Lema 4.1.2 Sejam X e Y espacos de Banach, sejam C C X e G C Y fechados e converos
e seja V. um espagco métrico. Suponha que g : X XV — Y € continua em X X Y e parcial-
mente estritamente diferencidvel em x no ponto (xg,v9) € (C x V)N g Q). Se g(wg,v0) €
core(G — dyg(xo,v0) (C — xg)) entio existe p,d > 0 tais que se x € C N Bs(zg) e v € Bs(vp)

entao
dist(z, R(v)) < pdist(g(x,v), G), (4.7)

onde
R(v) = {c € C com g(c,v) € G}. (4.8)
O

O resultado de Borwein, o Teorema da Selegdo de Michael e o proximo lema levam a nossa
versao do teorema da fungdo implicita 4.1.1 enunciada a seguir. Apds apresentarmos estes lema e

teorema provaremos os teoremas e os lemas do capitulo 4.

Lema 4.1.3 Sejam X e Y espagos de Banach, V' um espago métrico e U,C C X eG CY, com U
aberto. Sejamr:V - R, c:V - X ep: X XV =Y funcées continuas. Defina

R(v) ={c € C com p(c,v) € G} (4.9)
e suponha que existe p € R tal que, para todoce UNC ev eV,

dist(c, R(v)) < pdist(p(c,v), G). (4.10)
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Considere a funcao multi-valuada A 1V = X dada por

A(w) =A{c(v)} ser(v) <0 e  A(v) =UnNR(@)Nint (B, (c(v))) ser(v)>0. (4.11)

Se o0s conjuntos A(v) sao nao vazios entao B :' V = X definida por B(v) = A(v) € semi continua

inferiormente. O

Teorema 4.1.1 Sejam X e Y espagos de Banach. Suponha que C C X e G C Y sdo fechados e
convezos e g : X — Y € continua em X e estritamente diferencidvel no ponto xo € C N g~ H(G). Se
g(xo) € core(G — dg(xg) (C — xg)) entao existem § e p positivos tais que para todo espago métrico
M e fungoes continuas h : M — C N Bs(xg) existe uma fungdo continua h: M = C tal que
g(ﬁ(m)) €eGparame M e

1h(m) — h(m)|| < pdist(g(h(m)),G). (4.12)
O

Corolario 4.1.1 Sejam X e Y espacos de Banach. Suponha C C X e G C Y sao fechados e
conexos e g: X — Y € continua em X e estritamente diferencidvel no ponto zg € C N g 1 (G). Se
g(xo) € core(G — dg(xo) (C — x0)) entao existem § e p positivos tais que para todo espago métrico
M e fungoes continuas hy : M — C N Bs(xg) e hy : M — GNBs(g(xo)) existem fungoes continuas
hy: M — C eﬁy:M—>Gtai5 que, para todo m € M,

g(hatm)) = hy(m), (4.13)
| (1) = B (m) | + || By (m) = By(m)l| - < p lgCha(m)) = hy(m)]. (4.14)
|

Corolario 4.1.2 Sejam X e Y espacos de Banach. Suponha que C C X e G CY sdo fechados e
convezos e g : X — Y € continua em X e estritamente diferencidvel no ponto ro € F = CNg~'(G).
Se g(zo) € core(G — dg(zo) (C' — xg)) entao dado € > 0 existe § > 0 tal que para todos x1,x2 €
F N Bs(xg) existe uma fungao continua ¢ : [0,1] — C' com

() = txg — (1 = )a]| + [lg(p(t) = tg(z2) = (L =O)g(z1)l| < et (1 —1)[lxz — a1l (4.15)
e g(p(t)) € G parat € [0,1]. O

Prova do Teorema 4.0.1. O teorema 4.0.1 segue da definigao 5.0.2, do lema 5.0.7 e dos

préximos lemas e teoremas, que serao provados a seguir.

Lema 4.1.4 Sejam X e Y espacos de Banach. Suponha que C C X e G C Y sao fechados e
convezos. Se a funcdo g : X — Y € continua e estritamente diferencidvel no ponto xg € CNg~(G)
e g(wo) € core(G — dg(wo) (C — x¢)) entdo existe 69 > 0 tal que se § € (0,00) entdo C N g~ H(G) N

Bs(xzg) € conexo por caminhos. ]

Teorema 4.1.2 Sejam X e Y espagos de Banach. Suponha que C C X e G C'Y sao fechados e
converos e g: X =Y e f: X — R sao continuas em X e tem derivadas estritas df (zo) e dg(xo)
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emxg € F =CNg YG). Se g(xg) € core(G — dg(x)(C — 1)) e existe d € To(xo) tal que ||d|| = 1
e dg(zo) d € Ta(g(wo)) entao a weak slope de f restrita a F' em xqg € pelo menos —df (zo) d. O

Prova do teorema 4.0.2. Se tomarmos K = Te(xg) e S = Ti(g(xo)) entdo o teorema 4.0.1
implica que
4 (wo) € (K ndglao)1(5))
A quarta linha na prova do corolario 6.2 na pagina 35 de Borwein (1986) e a equagao (67) no
enunciado do teorema 6.3 na pagina 34 de Borwein (1986) mostram que df (zg) € KT +dg(z)* ST.
O
Prova do teorema 4.0.3. Escrevamos F = C N g YG), yo = g(zo), ¢ = f(z0), S =
Span (s11, S12, S22) € D = Span (dy,ds). A equagao (4.4) implica que S C Te(xg) N (—=Te(xg)) e a
equacao (4.6) mostra que existe uma fungao quadratica simétrica @ : Dx D — S com Q(d;, d;j) = si;
parral<:i<j3<2e

dg(x0) Q(d, d) + d’g(x0) (d, d) /2 € Ta(yo) N (—=Ta(yo)) -

Se K é convexo e z € K entdao K —x C Tk(x). Assim, as equagoes (4.3) — (4.6) implicam que
D C Te(xo) N (=Te(xo)) e dg(xo) D C Ta(yo) N (=T (yo)). A positividade de p em T (zg) e
positividade de v em T (yo) mostram que

u(d) = 1(Q(d, d)) = v(dg(x0) d) = y(dg(wo) Q(d, d) + d’% (x0) (d. d) /2) = 0. (4.16)
Por hipotese, df (o) (d,d) < v(d%(z0) (d,d)) para d € D — {0} e existe x € (0,1) tal que
d*f (w0) (d, d) — v (d%(z0) (d, d)) < —8k]d||*. (4.17)

Agora usamos as equagoes acima e os corolarios 4.1.1 e 4.1.2 para definir €, 0 € (0, 1), uma funcao
continua ¥ : DNB, — X, e para cada = € B,(z0), fungdes continuas ¢, : [0,1] - X e w, : [0,1] —
X tais que parad € DNB, — {0}, t € [0,1] ez € F N fe NB,2(x0),

Y(d) € F N fee, p(z,t) € F N fee, wy(t) € FN feo, (4.18)
(PI(O) =7, Wm(o) = ‘;0:10(1)7 W:v(l) = @Z}(dw)v (4'19)

onde d; € D tem norma o. O conjunto H = ¢»(D N B, —{0}) é conexo e H C F'N f... Além disso,
sex € F'N feeNB,,2(x0) entao o caminho {p,(t), t € [0,1]} U{wx(t), t € [0,1]} conecta z a H via
F N f... Portanto, se encontrarmos fungoes v, ¢, e w, como acima entdo o teorema 4.0.3 seguird
do lema 4.1.1.

Agora explicamos como construir ¥, @, e w,. Segundo os corolarios 4.1.1 e 4.1.2 existem d, p > 0
tais que para todo espaco métrico M e funcdes continuas hy : M — CNBs(xg) € hy : M — GNBs(yo)
existem fungoes continuas h, : M — C e hy, : M — G tais que (4.13) e (4.14) sio satisfeitas para
todo m € M e se z,y € CNg 1 (G) N Bs(zp) entdo existe um caminho continuo 7, : [0,1] —
CNg Q) tal que

| Ty (8) — ty — (1 — )] < 81— B) 2 — . (4.20)
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Definamos

Er(ww) = flz+w) = f(a) —df(z)w = d*f (o) (w,w) /2, (4.21)
Elr,w) = gla+w) —g(w) — dg(z) w — d’ (o) (w, w) /2. (4.22)

~—

A continuidade das derivadas segundas de f e g e o fato de @) ser quadratica no espago de dimensao

finita D implicam que existe A > 1 e v € (0,9) tais que se 2,y € B,(z¢) e d,e € D entao

ldf (2) | + 1 dg(2) | < A, (4.23)
1Q(d;d) = Q(e,e)| < Alld = e (lld]| +[le]]) (4.24)
ldf (x) = df (y) [| + [l dg(2) —dg(w) | < Ally — =] (4.25)
Usando a constante x em (4.17), definamos
min{1, x} (4.26)

T+ AT

A hipotese sobre d; e s;5 e o lema 4.1.5 (enunciado no fim desta secdo) aplicados aos sub espagos

S, = Z aijQ(diadj)7 Q45 eR ) CX,
1<i<y<2

Sy = > aiy (dg(xo) Q(di,dy) + dg(o) (diy dj) /2), aij €R 3 CY
1<i<j<2

implicam que ha o positivo tal que

. €
2w o)
esex € By(zg), w € B, e d € DN B, entao as seguintes desigualdades sao satisfeitas:
dist((z +d) + Q(d,d), C) e||d||?, (4.27)

dist( (g(x) + dg(zo) d) + (dg(xo) Q(d,d) + d°g(wo) (d,d) /2), G) < el|d|*,  (4.28)
€ (2, )| + 1&g (@, w) | < ellw]® (4.29)

IN

Seja M o espago métrico (C' N B, (z9)) x (D N B,). Usando (4.27),0lema4.1.3com X = X, Y = X
V=MU=X,C=0C,G=C,r(z,d) = 26|d||? c(z,d) = z+d+ Q(d,d) e p(c,r,d) = ce
o Teorema da Sele¢ao de Michael com a fun¢ao multi valuada 7' : M = X dada por T(x,d) =
Byejjq)2 (* + d + Q(d,d)) N C obtemos uma fungao continua x : M — X tal que

Ix(z, d)| < 2e]d|?, (4.30)
he(z,d) = z+d+Q(d,d) + x(z,d) € C. (4.31)
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Analogamente, existe uma fun¢ao continua v : M — Y tal que

lo(z, d)|| < 2e]d]|? (4.32)
hy(z,d) = g(x)+dg(xo)d+ dgg(:no) (d,d) /2 + dg(x0) Q(d,d) + v(x,d) € G.  (4.33)

Para avaliar a desigualdade (4.14), note que w = Q(d, d) + x(x, d) satisfaz
lwll < 1Q(d, d)|| + [Ix(z,d)|| < A+ e)[l1d|f?, (4.34)
|lx+d—ao| <o+ |d|| <20e

g(hy(z,d)) — hy(z,d) = glz+d)+dg(z+d)w+ d%g(xo) (w,w) /2 + &g (x 4+ d,w) — hy(x,d)
= &ylz,d) + (dg(x + d) — dg(20)) Q(d, d) + dg(z + d) x(z,d) +
+&y (x + d,w) —v(z,d) + d2g(ac0) (w,w) /2.

Usando as equagdes (4.25)(4.30), (4.32) e lembrando que A > 1 e ||d|| < o < €/6(\ + €)?, obtemos

lg(ha(@, ) = hy (@, )| < €+ 20N + 22 + (A + €)2[d]2 + 2¢ + A (A + ) ]2 |

lg(ha (@, d)) = hy (@, d)|| < TAelld]>. (4.35)

As equagdes (4.14) e (4.35) e o modo como 0 foi definido mostram que existem fungoes continuas
hy: M — Cehy: M — G tais que hy(z,d) = g (ﬁx(x,d)> e

lha (2, d) = ha(a, d)|| + ||y (2, d) = hy (2, d)| < TApelld]*. (4.36)

Como conseqiiéncia da tltima linha, se definirmos

>

8

&
|
>

x(l‘,d)-l’—d—@(d,d), (437)
y(@,d) = g(w) — dg(xo) d — d%(z0) (d, d) /2 — dg(0) Q(d. d) (4.38)

g
8
&

I

>

entao usando (4.30) — (4.38) obtemos

IX(@,d)| < 8hpelld]> e oz, d)] < 8\pe|ld]?, (4.39)
he(z,d) = x+d+Q(d,d) + x(x,d), (4.40)
hy(z,d) = g(x)+ dg(xo) d + d%(x0) (d,d) + dg(x0) Q(d, d) /2 + D(y, d). (4.41)

Afirmamos que se ||z — zg|| < o e ||d|| < o,
(dg(x) — dg(x0))d =0 (4.42)
e k é a constante em (4.17) entao

fha(@, d)) < f(z) — 2] d||*. (4.43)
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De fato, a equagao (4.40) mostra que, para w como em (4.34),
[ (hale.d)) = f(@) + df(@) (d + Q(d, d) + (@, ) + &% (w0) (w + d, w + d) /2 + (2w + d).

Segue de (4.42) que

7 (ot d)) = J(2) + df (o) (d+ QU ) + f (o) (d,d) /2 + E(,0+d) (4.44)

onde

f(x,w) = df(x)x(w,d) + (df (z) — df (x0)) Q(d,d) +
+ (d%f (w0) (w + d,w + d) — d*f (w0) (d,d)) /2 + &5 (2, w + d).

As desigualdades (4.23) — (4.29), (4.34) e (4.39) levam a ||jw + d|| < [Jw|| + ||d|| < 2||d|| e
G w)ll < (8A2pe + X + 3N\ + )] + 4e) ] < 2] (1.45)
Além disso, a equagao (4.16) implica que

df (o) (d + Q(d,d)) = p(d+Q(d,d))+ v (dg(zo) (d+ Q(d,d)))
= 7 (dg(z0) Q(d, d)) = —y (d%g(z0) (d, d))) /2.

A equagao (4.43) segue de (4.17) e (4.44) — (4.45) e da ultima equagao.

Como (4.42) é satisfeita para todo d quando x = =z, a equagao (4.43) mostra que ¥(d) =
ha(xo,d) é tal que f(1(d)) < f(xo) — 2k||d||? < ¢ para d € D N B,. Portanto, 1) é como prometido
em (4.18). Como D tem dimensao dois, para todo = € B,(zg) existe d = d, com ||d,|| = o
satisfazendo (4.42). Segue de (4.43) que @, (t) = hy(z, tdy,) € tal que f(p(t)) < ¢se f(z) < c. Além
disso, as equagoes (4.39) e (4.40) mostram que ¢, (0) = fzm(:v, 0) = x. Portanto, p, também é como
prometido em (4.18) — (4.19).

Finalmente, definimos wy(t) = 7, (1)y(d,)(t), onde 7z, ¢ o caminho em (4.20). Pelo modo
como 7y, foi definida w,(t) satisfaz (4.19) e w,(t) € F para t € [0,1]. Para completar esta prova
mostramos agora que se f(z) < c e ||z — x| < €0? entdo f(ws(t)) < ¢ para t € [0,1]. De fato, as
desigualdades (4.25) e (4.43) levam a

fwe(t))

IN

F(@(de)) + Mlwa (t) = 1(de) |
< fl@) = 2607 + Mlws () = t(da) — (1= )pa(D)]| + A1 = )llea(1) — 9 (da) |

e (4.20) implica que
Flws(t) < e =2r0° + AL = %)|l0u(1) = ¢(da)|| = ¢ = 2k0° + N||hp(2, dy) — ha(2o, dy)|| (4.46)
As equagdes (4.39) e (4.40) e o fato que ||z — zg|| < €0? e ||d,|| = o mostram que
1hae(, de) = o (w0, do) | < [l — ol + X (, da) || + | X (20, de) || < 1BA(L + pea.

Esta equagdo, (4.26) e (4.46) mostram que f(w,(t)) < ¢ — ko? e w, é como dito em (4.18). 0
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Prova do teorema 4.0.4. Seja fr a restrigao de f a regiao factivel F'. O lema 5.0.6 e a hipotese
que fr satisfaz a Condigao Diferencial de Palais Smale definida em 4.0.4 implicam que fr satisfaz a
condicao Métrica de Palais Smale definida em 5.0.3 para todo ¢ € R. Como conseqiiéncia, os lemas
6.0.3 e 7.1.5 mostram que fr satisfaz a Condigao Topologica de Palais Smale e os conjuntos f™i®
na definigao 6.0.7 sdo relativamente compactos para todo c. Se fo, é conexo para todo a entdo o
teorema 7.0.2 mostra que fr satisfaz o item (i) ou (iv) na Alternativa da Conexao. Por outro lado,
se f<q € desconexo para algum a entdo o lema 6.0.2 e o lema 6.0.1 com ¢ = 400 mostra que fr
satisfaz o item (ii) ou o item (iii) da Alternativa da Conectividade. Em ambos os casos fr satisfaz
a Alternativa da Conectividade. O

Prova do teorema 4.1.1. A fungéo 6 : X x X — Y dada por 0(z,v) = g(v) + dg(xo) (z —v) é
continua em X x X e parcialmente estritamente diferenciavel em = no ponto (xg, xg), com derivada

parcial em x dada por d,0(zg,xo) = dg(xo). Portanto,
0(zo,x0) = g(xo) € core(G — dg(zo) (C — xg)) = core(G — d0(xo, x0) (C — x0))
e o lema 4.1.2 aplicado a g =60 e V = X fornece u, o > 0 tais que
dist(z, R(v)) < pdist(g(v) + dg(zo) (z — v), G) (4.47)

para
R(v) ={ c € C with g(v) + dg(xo) (c —v) € G } (4.48)

ex € CNBy(xg) e v € By(xg). Como g € estritamente diferenciavel no ponto zg existe 7 € (0,0/4)

tal que se ||z — ol < 4(1+ p)7 e |Jw — 20| < 4(1 4 p)7 entdo
w) —g(x) —dg(xg) (w — 2)|| < ————|w — z||. 4.49
lg(w) — g(x) — dg(wo) ( )!L2<1+M>|l [ (4.49)
A continuidade de g fornece ¢ € (0, 7) tal que se ||z — o] < 4(1 + p)d entao

x(x) =dist(g(x),G) < T

< Taa (4.50)

Dado um espag¢o métrico M e uma fung¢ao continua h : M — C N Bs(xp) definimos hy = h
como o primeiro elemento de uma seqiiéncia de Cauchy {hy, k € IN} no espago métrico completo
Cp(M,C) que converge para uma fungao h como prescrito na tese do teorema 4.1.1. A equagao

abaixo é 6bvia para k =0e m € M:

dist( g(hx(m), G) < 27*x(h(m)), (451)
Itm) = n(m)l| <2 (1= 27%) (14 o) x(h(m). (452)

Definimos entéo hyi; assumindo que (4.51) — (4.52) séo satisfeitas. Note que o uso de (4.48) —

(4.49) com z substituido por hi(m) é justificado porque (4.50) e (4.52) implica que

[ (m) — ol < [ (m) —h(m)||+ [|h(m) — ol < 2(1+p) x +0 =740 <47 <o. (4.53)

2(1+p)
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Os conjuntos U = int (B, (x0)) e V = M e as fungoes

c(m) = hg(m), (4.54)
r(m) = 27F(1+ p) x(h(m)), (4.55)
e(,m) = g(h(m)) + dg(xo) (x — hx(m)). (4.56)

satisfazem as hipoteses do lema 4.1.3, pois (4.47) implica (4.10) e afirmamos que os conjuntos A in
(4.11) correspondentes a ¢, r e ¢ acima sao nao vazios. De fato, se R(m) é o conjunto correspondente

ac,repem (4.9)eser(m) >0 entao (4.51) mostra que
dist(c(m), R(m)) = dist(hg(m), R(m)) < pdist(p(hr(m)), G) <

< 12 Fx(h(m)) < 27* (14 1) x(h(m)) = r(m).

e existe © € R(m) com |z — ¢(m)|| < r(m). Este x pertence ao conjunto A(m) em (4.11). Os

conjuntos B(m) = A(m) sao fechados e convexos e concluimos do lema 4.1.3 e do Teorema da

Selecao de Michael que existe uma fungao continua hg4q : M — C tal que

s (m) — elm)l| = [ (m) — hi(m)l| < #(m) = 275 (1 + 1) x(h(m)), (4.57)
Mi(m) = glhx(m)) + dg(xo) (his1(m) — he(m)) € G.

Somando (4.57) a (4.52) concluimos que (4.52) vale para k+1 e (4.53) nos permite usar (4.49) para
concluir que g(hgi1(m)) = np(m) + &(m) com

1€k (m)ll < 5 s (m) — he(m) | < 2~FDx(h(m).

(L4 p)

Combinado as ultimas duas equagdes com o fato que np(m) € G obtemos (4.51) para k + 1. A
desigualdade (4.57) mostra que hy é uma seqiiéncia de Cauchy. Isto completa a construgao indutiva

de hy, que converge para h tal que h(m) € G por (4.51) e, segundo (4.52),
1h(m) = h(m)|| < 2 (1 4 p) x(h(m)) = 2 (1 + p) dist( g(h(m)), G).

A desigualdade (4.12) segue desta equagao com p = 2 (1 + pu). 0
Prova do corolario 4.1.1. Definamos yp = g(xg). A funcdo v : X x Y — Y dada por
~v(x,y) = g(x) — y é continua e estritamente parcialmente diferenciavel no ponto (zg,yo) e satisfaz
d.y(xo,y0) = dg(xo) e dyy(xo,yo) = —I. Portanto, a hipotese yo € core(G — dg(zo) (C — x¢))
implica que
0 € core({0} — dyy(z0, y0) (G — yo) — day(20, y0) (C' — 20))

O teorema 4.1.1 para X = X XY com a norma |[(z,y)|| = [|z|| +|yl, Y =Y, C = C x G,
G = {0}, g = v, leva a §,p > 0 tais que para todo espago métrico M e fungdes continuas
h:M — (C x G)N By ((x0,y0)) existe uma funcao continua h: M — C' x G tal que

g(alm)) = hy(m) € {0}, (4.58)
ha(m) = ha(m)l| + [ hy(m) = hy(m)|| - < pllg(ha(m)) — hy(m)]. (4.59)
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Tomando § = ¢’/2 obtemos (C N Bs(xp)) x (GNBs(yo)) C (C x G) N By ((xo,v0)) € se hy € hy
sao fungbes continuas de M para C N Bs(zp) e G N Bs(yp) respectivamente entdao a imagem de
h(m) = (hy(m), hy(m)) esté contida em (C' x G) N Bg ((xo, yo)). Portanto, o teorema 4.1.1 mostra
que existem hy : M — C e By : M — G que satisfazem (4.58) e (4.59) para todo m. As equagoes
(4.13) e (4.14) seguem de (4.58) e (4.59) e terminamos. O

Prova do corolario 4.1.2. Sejam ¢’ e p os numeros dados pelo corolario 4.1.1. Pela diferen-
ciabilidade estrita de g no ponto xy implica que existe § € (0,0’) tal que se x,y € Bs(xp) entao
g(21), 9(w2) € Bs(g(w0)) e

4pllg(x) — g(y) — dg(zo) (z — y)|| < €ellz -yl (4.60)

Dados z1,z2 € C N Bs(xp), definamos M = [0, 1], hy(t) = taa + (1 — t)xq e hy(t) = tg(x2) + (1 —
t)g(z1), e apliquemos o corolario 4.1.1 e tomemos ¢(t) = hy(t). A equacio (4.14) mostra que a

prova estara completa se mostramos que

2p[[Y(@)]] < et (1 —=1) [[ag — x4, (4.61)

para ¢ (t) = g(ha(t)) — hy(t). Para verificar esta desigualdade, note que

¥(t) = t(g(ha(t)) — g(@2) — (1 —t)dg(zo) (21 — 22)) (4.62)
+ (1 =1)(9(he(t)) — g(x1) — tdg(z0) (x2 — 21))) - (4.63)

A desigualdade (4.60) para z = hy(t) = 22 + (1 — t)(x1 — z2) e y = z2 implica que
Apllg(ha(t)) = g(a2) — (1 = t)dg(xo) (x1 — 22) || < e(1 = t)[[x1 — 22| (4.64)
O mesmo argumento com = = hy(t) = 1 +t(xe —x1) e y = 1 leva a
Apllg(he(t)) — g(x1) — tdg(xo) (z2 — 1)) || < €tllzr — 22

A desigualdade (4.61) segue de (4.62) — (4.64) e da tultima equagao. O

Prova do teorema 4.1.2. Escrevamos yp = g(z¢) e sejam ¢ e p os niimeros dados pelo teorema
4.1.1. Para ¢ € R, defina M, = (CNB¢(zg)) x [0,¢]. Dado € > 0, encontraremos 7 > 0 e uma
funcao ¢ : M, — C N g~ H(G) tais que

lpe(,t) — zf| <t e flpe(z, 1)) < f(z) + (df (x0) d + €) t. (4.65)

Segundo a definigao 5.0.2, isto prova que |df|(zo) > —df (zo) d. Definamos

A continuidade de g, a diferenciabilidade estrita de f e g no ponto z( e a hipotese que d € T (o)
e dg(xzo)d € Ta(yo) implicam que existe o € (0,0) tal que se x € By (x0), y € B,(y0) e t € [0, 0]
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entao

dist(z + td, C) + dist(y + t dg(zo) d, G) ut, (4.66)
169 (z, w)|| + & (2, w)|| - < pllw], (4.67)

ANVAY

para
€

20 (1 + p) (L + lldg(zo) 1) (1 + [ldf (o) 1)

O argumento usado para derivar (4.30) — (4.33) leva a fungoes continuas hy : My, — Cev: My - G

= (4.68)

com
Ihowt) —a —td] <20t e uly.t) —y — tdgao) d]] < 2ut. (4.69)

Pela continuidade de g existe 7 € (0,0) tal que se || — zg|| < 7 entdo ||g(x) — yo|| < 0. Sejam
izx M, —Ce }le : M, — G as funcgoes obtidas aplicando o corolario 4.1.1 com h, restrita a M, e
hy : M = GNBy(x0) dada or hy(x,t) = v(g(x),t). Estimemos agora o lado direito de (4.14) para
(x,t) € M-

lg(ha(z, 1)) = hy(z, )| < llg(ha(z,t)) — g(z + td)|| + [lg(x + td) — g(x) — tdg(zo) d|
+ hy(2,t) = g(z) — tdg(xo) d||
< (lldg(@o) [| + 1) [ha (2, t) — & — td]| + [[§4(x, td) || +

+llv(g(x), t) — g(x) -t dg(xo) d]]

e as equagoes (4.67) — (4.69) levam a

€

A+ o) L+ )]

g(ha(z,t)) — hy({E,t)H < 1

e (4.14) implica que

e () = o, )| < 5 (1 + [[df (z0) H)t'

(4.70)

Definindo

€
LA [ @)

t=(1—a)tand ¢ : M; = CN g (G) por pc(z,t) = hy(z,t) obtemos de (4.69) — (4.70) que
lpe(z,t) — & — td|| < ||he(x,T) — he(z,E)|| + ||he(z,F) — 2 — Ed|| < od. (4.71)

Isto implica que [|pc(z,t) — 2| < (14+a)t = (1 — a?)t e ¢, satisfaz a primeira desigualdade em
(4.65). Para provar a segunda desigualdade, note que pu < €/2, a (||df (zo) || + 1) < €/2 e as equagdes
(4.67) e (4.71) mostram que

f(pe(z,t)) — f(x) )—x — fd) +&p(r + td, pc(z,1) — x — td)

flz+1td) — f(z) + df (zo) (el t
< tdf (o) d+ ||€5 (x, td) || + (lldf (o)
1

+1 Hgoe z, t —x—th
t(df (zo) d+ p+ a (|ldf (zo) || +1)) <t

I
) < t(df(xo)d+e).

IA

Isto prova a segunda desigualdade em (4.65). O
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Prova do lema 4.0.1. Seja A o cone convexo fechado A = Te(20) N dg(xo) ™ Ta(g(xo)). O
Teorema 6.3 na pagina 34 de Borwein (1986) mostra que AT = To(x0)t + dg(z0)* Ta(g(zo)) ™.

Segundo a defini¢ao 4.0.3, esta prova estara completa se mostrarmos que

sup —df (zo) d = dist(df (z0), AT). (4.72)
deANB,

Aplicando o coroléario 3.2 na pagina 91 de Penot e Ratsimahalo (1998) com C' = AT e w = df (x)
e usando a reflexividade de X obtemos y € ANB; e x € AT tais que z(y) =0 e

dist (df (z0), A™) = [la—df (z0) || = y (= — df (z0) ) = x(y)—df (z0) y = —df (z0) y < S —df (xo) d.

Por outro lado, se z € AT entao

|z —df(z0) || = sup (x(d) —df(x0)d) > sup (z(d) —df(wo)d) > sup —df(zo)d.

deB; de ANBy de ANBy
Portanto,
dist (df (zo), AT) = inf | df(zo) —a|| > sup —df(zo)d.
z€AT deANB,
As tdltimas trés equagoes implicam (4.72). ]

Prova do lema 4.1.1. A prova é por contradigdo. Se xg é um Ponto de Conexao entao existe
uma particio aberta fo. = A; U Ay com xy € A N Ag. Isto implica qghe existe a; € NN Ay e
az € NN Ay O conjunts C,, U C é conexo porque Cy, e C sdo conexos e Cy, N C # (). Como
f<e = A1 U Ay é uma particao aberta e C' C f.., isto implica que C' C C,, UC C A;. Pela mesma
razao, C C As. Isto contradiz o fato de Ay e Ay serem disjuntos. O

Prova do lema 4.1.2. Este lema é uma versao particular do teorema 4.2 na pégina 23 de
Borwein (1986). O

Prova do lema 4.1.3. Mostramos que se limg_ o Up — Voo € Too € B(vs) entao existem
subseqiiéncias vy, de vy e x,, € B(vy,) tais que limy_ o0 Tn, = Zoo. Se 7(vs) = 0 entdo o tnico
elemento de B(vso) € oo = ¢(vso) € para qualquer escolha de xp, € B(vy) a seqiiéncia {zg, k € IN}
converge para Too, pois r(vg) = r(ves) = 0, c(vg) = ¢(Voo) = Too € ||z — c(vk)|| < r(vg). Por outro
lado, se 7(vso) > 0 entdo dado zo € B(vso) existe uma seqiiéncia {zy,, m € N} com z,, € A(vso)
e limy_y00 #m = Zoo. Tomamos qualquer z, € A(vg) e ko = 0 como o primeiro elemento de uma
seqiiéncia crescente de indices {ky,n € IN} que produzira os xj, € B(vg,) que convergem para Zoo.

Suponhas entdo we ja definimos ko, ..., ky,—1 com z, € A(k;) e
1
[k, — ool < 65 = 1 (1 + ok — zooll) - (4.73)
Seja m,, tal que se m > m,, entdao ~
2|12m,, — Tool| < Int1- (4.74)
Pela continuidade de ¢ at (2, , Voo) existe p, > k,—1 tal que se k > p,, entdo

20l¢(zmy s vik) = P(Zmn s Voo || < Onta- (4.75)
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As definigoes (4.9) — (4.10) implicam que ¢(2p,,,, Vo) € G. Logo, dist(v(zm,,, V), G) = 0 e (4.10)

mostra que
dist(zm,,, R(vk)) < pdist(p(zm,, vk), G) < plle(zm,,, V&) = @(Zm,, voo) || + pdist(p(2m,,, Vo), G) =
plle(zm,, vk) — 2 (2m,, > Voo |
para k > p,. A definigao (4.9) implica que para cada k > kg existe y; € C tal que
oy, vx) € G and gk = 2m, || < plle(zm,, vk) = ©(2m.,, voo) |- (4.76)

A ultima equagao e (4.74) (4.75) implicam que para todo k > p,
19 = Zooll < llyk = 2mall + 12my = Tooll < dnp1- (4.77)

Como zp,, € A(vs) temos que 7(voo) — ||2m,, — ¢(vso)|| > 0. Também temos que z,, € U, que é

aberto. Portanto, dist(zy,,, A°) > 0 e podemos tomar k = k, > p,, tal que

Plle(Zmn s Vi) = P(2ma, Vool + (r(veo) = (v, ) + [[e(voo) — c(or, )l < pim, (4.78)

para

1
Lo = min{ idist(zmn, U, (Vo) — ||2m, — c(voo)]l } ,

porque o lado esquerdo de (4.78) converge para 0 quando k, — 0o e p,, > 0. Como conseqiiéncia

das duas ultimas equagoes e (4.76), zk, = yx, satisfaz

2k, = ekl < N9k = 2ma | 4 12m, = e(Voo) || + [[e(voo) = e(vr )| < 7 (vi,,)-

Isto mostra que g, € By, )(c(vk,)) por (4.11). A mesma equagao mostra que

Vky,)
dist(zx, , U°) > dist(zm,s U) = |28, = 2| 2 21t = pll (s 06) = 9z o)l = fim > 0.

Portanto, zx, € U N By, y(c(vk,)) N R(vk,) = A(vg,). Finalmente, a segunda desigualdade em
(4.77) mostra que zy,, satisfaz (4.73) e a construgao indutiva de zy, estd completa. 0

Prova do lema 4.1.4. Seja ¢’ o namero e ¢ a fun¢ao dadas pelo corolario 4.1.2 com e = 1/2.
Pela continuidade de g existe 6y € (0,¢") tal que se ||z — zo]] < o entdo g(x) € By (g(zo)). Se
|z — zo|| <6 < Jp entdo a equagao (4.15) implica que ||¢(t) —txg — (1 —t)z| <t (1 —1t) ||xo — z||/2.

Como conseqiiéncia,
lo(t) — ol < (1 =) (1 +¢/2) [lzo — =] < (1 —1/2) |lz — ol

e p(t) € Bs(zo). Portanto, para todo § € (0,d9) o conjunto N5 = C N g~ 1(G) N Bs(w) é tal que se

x € Ns entao existe um caminho continuo contido em Ng conectando x a xg. a

Lema 4.1.5 Seja X um espago de Banach, C C X exg € C. Se S C Tc(xg) € um sub espago de
dimensao finita de X entao dado € > 0 existe ¢ tal que para todo x € Bs(xo) ed € S com ||d|| <6
temos que dist(z + d,C) < €||d]|. 0
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Prova do lema 4.1.5. Como tem dimensao S finita, dado € > 0 existe V = {v1,...,v,} C S
com |lv;|| =1 tais que se d € S entdo existe vy € V tal que 2||d — ||d||vq]| < €[|d||. Como V ¢ finito
eV C Tco(xzg), existe 0 tal que se ||z —xo|| < 0, ¢ €[0,d] e v € V entao 2dist(x + tv, G) < et. Dado
entdo d € S com ||d|| < § e x € Bs(zp) temos que

2dist(z + d,G) < 2||d — ||d||vg|| + 2 dist(x + ||d||vg, G) < €|d|| + €||d]| = 2¢]|d]|.

Portanto, se x € Bs(zp), d € S e ||d|| < § entdo dist(z + d, G) < €||d]|. O



Capitulo 5

O Lema da Conexao em espacos

métricos completos

Os capitulos anteriores apresentaram critérios locais para decidir se g € F' é um Ponto de
Conexao e critérios globais que implicam a Alternativa da Conectividade. Estes critérios seguem
a tradi¢do da programacao nao linear e requerem condi¢Oes nas derivadas de f. Neste capitulo
mostramos como obter resultados semelhantes substituindo a derivada pela “weak slope”. O conceito
de weak slope ¢ discutido em profundidade em Corvellec et al. (1993) e Ioffe e Schwartzman (1995).
Seguindo os passos de Marston Morse, estes trabalhos generalizam o conceito de norma do gradiente

pela seguinte defini¢ao

Definigao 5.0.2 Seja X um espago métrico, f : X — R uma fun¢io e uw € X. Denote por |df| (u) o
supremo dos o’s em [0, +00) para os quais existe 6 > 0 e uma fungao continua ¢ : Bs(u) x[0,d] — X
que satisfaz

dist(p(v,t),v) <t e flo(v,t) < f(v) — ot (5.1)

para todo (v,t) € Bs(u) x [0,0]. O numero real estendido |df|(u) é chamado de weak slope de f

no ponto u. O
O proximo lema relaciona as derivadas restritas na defini¢ao 4.0.3 com a weak slope:

Lema 5.0.6 Sejam X e Y espacos de Banach e sejam C C X e G C Y fechados e convexos.
Suponha que f : X — R eg: X — Y sdo continuas e estritamente diferencidveis em xg €
CNgHG). Se g(wg) € core(G — dg(zo) (C — x¢)) e fr € a restricio de f a C N g~ (G) entdo
|dfp|(z0) > cdf (xo). 0

Este capitulo mostra que weak slopes e Pontos de Conexao funcionam bem juntos em espagos

métricos completos. Nosso primeiro resultado é analogo ao teorema 4.0.1 do capitulo anterior:

Lema 5.0.7 Seja F' um espag¢o métrico completo e suponha que F' € localmente conexo em xq. Se

f:X = R € continua e xy € F é um Ponto de Conezxao entao |df|(xo) = 0. O

A Condigao de Palais Smale tem uma generalizagao natural para espagos métricos (Corvellec et al.
(1993) e loffe e Schwartzman (1995)):

Definigcao 5.0.3 Seja F' um espago métrico e f : X — R uma funcao. Dizemos que f satisfaz a
Condi¢ao Métrica de Palais Smale no nivel ¢ se toda seqiiéncia {x, k € N} C X tal que f(xy)

converge para c e |df| (x) — 0 tem um ponto de acumulagao. O

33
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Tomando por base o trabalho Corvellec et al. (1993) podemos enunciar o Lema da Conexao para

espagos métricos completos:

Lema 5.0.8 Seja F' um espaco métrico completo e f : F' — R uma funcdo continua. Se foq €
desconezo e hd ¢ € (a,+00] tal que o conjunto f<. € conexo e f satisfaz a Condi¢ao Métrica de
Palais Smale para todo b € [a,c) entdo f tem um Ponto de Conexdo ou uma Ponte em f~'([a,c)).

O

5.1 Provas do capitulo 5

Prova do lemma 5.0.6. O lema 5.0.6 segue do theorem 4.1.2 no capitulo anterior e da definicao
4.0.3. a
Prova do lema 5.0.7. Mostraremos que se |df|(zo) > 0 entao zp ndo ¢ um Ponto de Conexao.
Neste caso existem o e § positivos e uma funcao ¢ : Bs(xg) X [0,d] — X que satisfazem (5.1). Pela
continuidade de f existe p € (0,6) tal que x € B,(z9) = f(x) < c+0d/2 e pela conectividade local
de X em zg ha uma vizinhanca conexa V' of xy contida em B,(xp). A continuidade de ¢ implica

que C' = ¢(V, ) é conexo. Se x € C entdao = = p(w,d) para w € V e (5.1) implica que
f(x) = fle(w,9)) < f(w) =06 <c+06/2 00 < c—00/2.

Portanto, C' C f.etodox € VN f<. pode ser ligado a C através do caminho Cy, = {¢(x,t),t € [0, ]}
e Cp C f<. pela segunda desigualdade em (5.1). Finalmente, lema 4.1.1 mostra que xp nao é um
Ponto de Conexao. a

Prova do lemma 5.0.8. Este lema segue dos lemas 6.0.3 e 6.0.1, que sao provados no préximo

capitulo. O



Capitulo 6

O Lema da Conexao

Este capitulo apresenta a forma geral do Lema da Conex&@o, que é uma versao topologica
do Mountain Pass Lemma classico. Este ¢ mais um passo em direcdo a teoria C° de pontos
criticos discutida em Corvellec et al. (1993), Ekeland e Ghoussoub (2002) e Ioffe e Schwartzman
(1995) e que teve seus primordios no proprio Marston Morse. Os trabalhos Corvellec et al. (1993),
Ekeland e Ghoussoub (2002), Ioffe e Schwartzman (1995) focam em espagos métricos completos.
Eles se baseiam na Condigao Métrica de Palais Smale. N6s vamos um pouco além e formulamos
uma versao estritamente topologica da Condig¢ao de Palais Smale, que chamamos de Condi¢cdo
Topoldgica de Palais Smale. A seguir mostramos que a Condigdo Métrica de Palais Smale implica
a Condicao Topologica de Palais Smale em espagos métricos completos. Portanto, este capitulo
generaliza Corvellec et al. (1993), Ekeland e Ghoussoub (2002) e Ioffe e Schwartzman (1995).

Uma boa razao para generalizar o Mountain Pass Lema e a Teoria de Morse para espagos
topologicos é a possibilidade de tomar quocientes ou identificar pontos de um espaco topologico e
obter um outro espago topologico, sendo que em geral ao tomarmos quocientes ou identificar pontos
podemos destruir propriedades mais elaboradas, como a estrutura diferenciavel. Um caso concreto
de relevancia pratica que ilustra bem isso é a prova do teorema principal do artigo que nos motivou

Mikelédinen et al. (1981), o qual, em termos de minimizacao, pode ser escrito assim:

Teorema 6.0.1 (Adaptado de Mdkeldinen et al. (1981) Seja A C R™ um subconjunto conexo e
aberto ee f: A — R uma fungao com derivadas de sequnda ordem continuas tal que lim,_,54 f(z) =
0. Se V2f(x) > 0 para todo x € A tal que Vf(z) = 0 entdo f tem um tnico ponto critico em f, que

é um minimizador local, e f(x) < 0 para todo x € A. O

A identificagao de pontos no teorema acima esta implicita na definigao de lim, ,54 f(z) = 0:

Definigao 6.0.1 Seja A um subconjunto do R™ e f : A — R. Dizemos que lim, .94 f(z) = ¢ se
para todo € > 0 existir um conjunto compacto K C A tal que se x € A— K entao |f(z)—c| <e. O

Esta definicdo permite que identifiquemos todos os pontos na fronteira de A no R"™ estendido,
0A = A — A, como um tnico ponto abstrato co e estendamos f para uma funcio continua em
AU {00}, com f(oo) = 0. O espago topologico AU {oo} resultante deste processo de identificacao

de pontos na fronteira de A é chamado de compactificagdo de Alexandroff (ou de um ponto):

Definigao 6.0.2 A compactificacao de Alexandroff (ou de um ponto) do espago topoldgico X, deno-

tada por aX, € obtida adicionando um ponto oo a X e tomando como conjuntos abertos os abertos

35
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de X e os conjuntos da forma B U {cc} onde B é um aberto de X tal que X — B € fechado e

compacto. O

E facil ver que aX é compacto qualquer que seja X e no apéndice apresentamos outras propriedades
de aX. Em termos informais aX é o que obtemos ao adicionar um ponto no infinito co a X. Usando

a teoria deste capitulo podemos provar uma versao topologica do teorema de Makeldinen:

Teorema 6.0.2 Seja X um espaco topoldgico normal, Hausdorff, localmente compacto e conexo,
aX = X U{oo} a sua compactificagiao de Alexandroff e f : aX — R wma fungdo continua. Se os
minimizadores locais de f em X sao estritos e f nao tem mdaximos locais em X entdo f(z) < f(o0)
para todo x € X e f tem um unico minimizador local em X se e somente se f nao tem Pontos de

Conezxao em X. O

O conceito de compacticidade local no teorema acima é definido assim:

Definicao 6.0.3 O espaco topoldgico F' € localmente compacto se para todo x € F' existir um aberto

A, tal que x € A, e A, é compacto. O

O teorema de Mikelédinen 6.0.1 segue do teorema 6.0.2 pois a hipotese lim, 54 f(z) = 0 implica
que f pode ser estendida a funcdo continua f : A — R com f(00) = 0 e a hipotese que V2f(z) > 0
para todo x € A implica que f nao tem maximos locais ou Pontos de Conexao em A e todos os
minimizadores locais em A sdo estritos. Além disso, a positividade de V2f(z) para todo = € A
implica que todos os pontos criticos de f em A sa@o minimos locais e portanto, neste caso, ao
mostrarmos a unicidade do minimo local provamos também que s6 ha um ponto critico.

Em termos mais abstratos e especulativos, a importancia de quocientes em anélise variacional é
ilustrada pelo principio da Concentragao-Compacticidade, que foi proposto por P. Lions na série de
artigos Lions (1984a), Lions (1984b), Lions (1985a) and Lions (1985b) e é explicado no capitulo 4 de
Struwe (2000), em Tintarev e Fieseler (2007) no blog Tao (2009). Nao discutiremos este principio
aqui, pois ainda precisamos pensar mais sobre este assunto e analisar com calma as conseqiiéncias do
trabalho Tintarev (2009). Porém, neste espirito, observamos que os espagos nesta se¢ao nao precisam
ser Hausdorff. No apéndice discutimos esta questdo em um pouco mais de detalhe e mostramos,
por exemplo, que o quociente de um espago de Banach por um sub espago S é sempre normal e que
este quociente é Hausdorff se e somente se S é fechado. Em termos mais gerais, se G é um grupo
topologico que age continuamente em um espago normal X e H é um subgrupo de X (fechado ou
nao) entdo basta que X/H seja normal para que X/H seja normal (ou seja, o fato de H ser fechado
¢ irrelevante para a normalidade de X/H.)

Se F' é normal entao a propriedade de Hausdorff nao é importante para analisar a conectividade
dos conjuntos f.. e Pontes e Pontos de Conexao propositos porque podemos argumentar usando
o fecho T do ponto x ao invés de x mesmo. Porém, normalidade é essencial em nossa abordagem
porque freqiientemente precisamos substituir a condicao A N B N C = ) na defini¢ao 1.0.1 por
AN B = quando C ¢é fechado, como ilustrado no lema A.1.3 apresentado no apéndice.

Este capitulo enfatiza que Pontes e Pontos de Conexao sao uma conseqiiéncia em um sinal das
mudancas na conectividade dos conjuntos f-. ao variarmos c. Para entendé-los precisamos apenas
nos preocupar com a relacao entre as partigoes dos conjuntos de nivel f<. e f<., como na seguinte

propriedade:
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Definigao 6.0.4 Seja F' um espago topoldgico e f : F — R. Dizemos que f tem a Propriedade
da Extensao no nivel ¢ se para toda parti¢ao fechada f<. = Uy U Uz hd uma seqiiéncia decrescente
{¢n,n € N} C R com lim,,_soc ¢, = ¢ € parti¢oes abertas f<., = A1pnUAs, com Uy C Ay, Uy C Agp
e Ay, N Ay, = 0. 0

Em palavras, f tem a Propriedade da Extensao no nivel ¢ se toda particao fechada de f<. pode
ser estendida a parti¢oes abertas de f<.4. para e suficientemente pequeno. Isto é tudo que ha por
tras do Lema da Conexao em espagos topoldgicos e acreditamos que a mesma afirmacao se aplica

ao Mountain Pass Lemma. Aqui estd o Lema da Conexao Geral:

Lema 6.0.1 Seja F' um espago topologico e f : F — R uma funcgdo continua. Se f<, € desconexo
e hd c € (a,+00] tal que o conjunto f<. € conexo e f tem a Propriedade da Extensao para b € [a,c)

entdo f tem um Ponto de Conexdo ou uma Ponte em algum nivel em f~1([a,c)). O

A funcado semi continua inferiormente f : [—1,1] — R dada por f(z) = 1+ z para z < 0 e
f(z) = x para x > 0 satisfaz todas as condigoes na hipotese do lema 6.0.1 a menos da continuidade
para a € (0,1) e ¢ = 1, mas ela ndo tem Pontes ou Pontos de Conexao. Portanto, nao podemos
substituir continuidade por semi continuidade inferior no lema 6.0.1 e o mesmo se aplica ao resto
deste capitulo e ao resto desta tese.

A parte dificil ao usar o Lema da Conexao 6.0.1 é, obviamente, verificar que f tem a Propriedade
da Extensdo. Em artigos sobre Teoria de Morse e o Mountain Pass Lemma que assumem diferen-
ciabilidade a Propriedade da Extensado é derivada das propriedades do fluxo do campo gradiente.

Basicamente, eles consideram a solugao 1(z,t) da equagao diferencial

Yy =-vi@en e v@0=x

tomam A;, = {z € F com ¢(x,1/n) € U;} na defini¢ao 6.0.4 e usam a Propriedade da Extensao de
um modo ou de outro. Eles precisam da condi¢ao de Palais Smale classica para lidar com os zeros
do campo gradiente, que leva a pontos estacionarios no fluxo.

As referéncias Corvellec et al. (1993), Ekeland e Ghoussoub (2002), Ioffe e Schwartzman (1995)
fazem o mesmo em espacos métricos completos usando a weak slope. Portanto, as versoes correntes
da Condic¢ao de Palais Smale podem ser interpretadas como hipdteses sob as quais é possivel definir
um fluxo gradiente bem comportado fora de vizinhangas arbitrariamente justas do conjuntos de

pontos criticos. Nés propomos algo semelhante para os espagos topoldgicos:

Definicao 6.0.5 Seja F' um espago topologico, ¢ € R e f : F — R. Dizemos que K C F € fc-
compacto se para todo conjunto fechado C C K com inf,cc f(x) > ¢ existe d > ¢ tal que C C fsq.
O

Definicao 6.0.6 Seja F' um espago topologico, f : F — R uma fun¢ao continua e ¢ € R. Dizemos
que f satisfaz a Condigcdo Topoldgica de Palais Smale no nivel ¢ € R se existe um conjunto fc-

compacto K. tal que para todo conjunto aberto A O K, existe d > ¢ e uma fung¢ao continua
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Y feq X [0,1] = F tal que, para x € fq,

Y(z,0) = =, (6.1
f(@(z,t)) < f(x) para todo t € [0,1], (6.2)
f@W(x,1))>c = (x,t) € A para todo t € [0, 1]. (6.3)
O

Se f é continua entao todo conjunto compacto é fc-compacto e a condicao 6.0.6 ¢ satisfeita se f<4
é compacto e ¢ < d (tome K. = f<q and ¥(x,t) = x). No contexto diferencial poderiamos tomar K.
como o conjunto de pontos criticos z € f~1(c) e Corvellec et al. (1993), Ekeland e Ghoussoub (2002)
e loffe e Schwartzman (1995) explicam como estender esta idéia para espagos métricos completos.
Acreditamos que a definicao 6.0.6 captura a esséncia das outras condi¢oes de Palais Smale e nos
permite provar a existéncia de pontos criticos no contexto topolégico. Como as outras definigoes,
ela requer um fluxo sem pontos estacionarios fora de vizinhancgas arbitrariamente justas de um

conjunto critico fc-compacto. Ela é justificada pelo seguinte lema:

Lema 6.0.2 Seja F' um espago topoldgico normal, c € R e f : F' — R uma fun¢ao continua. Se f
satisfaz a Condicao Topoldgica de Palais Smale no nivel ¢ entdo ela tem a Propriedade da Extensdo

neste nivel. O

Assim, quando combinada com o lema 6.0.1 a Condi¢ao Topoldgica de Palais Smale leva aos
mesmos resultados obtidos sob a condic¢ao usual de Palais Smale Além disso, o lema seguinte mostra
que a condigao topologica é implicada pelas condigdes diferencias quando derivadas (ou suas gen-

eralizagoes) estao disponiveis:

Lema 6.0.3 Seja F' um espago métrico completo e f: F' — R uma fungdo continua. Se f satisfaz
a Condi¢cao Métrica de Palais Smale no nivel ¢, definida em 5.0.3, entao ela também satisfaz a
Condicao Topologica de Palais Smale neste nivel, com um conjunto K. compacto e contido em
fY(c) e fmin ¢ K. O

O conjunto f™™ no lema acima é definido como:

C

Definigao 6.0.7 Se F' um espago topoldgico e f : F — R. Denotamos por f" o conjunto de

minimizadores locais x de f tais que f(x) = c. O

Terminamos este capitulo descrevendo algumas propriedades da Condigao Topoléogica de Palais

Smale. As provas dos teoremas nos demais capitulos ilustram como elas podem ser usadas.

Lema 6.0.4 Seja F' um espago topoldgico e f : F' — R uma fungao continua. Se p = inf ep f(x) >
—o0 e f satisfaz a Condigao Topoldgica de Palais Smale para p entdo K, N 1w #0. a

Lema 6.0.5 Seja F' um espago topoldgico normal. Suponha que f: F — R € continua e satisfaz a
Condicao Topologica de Palais Smale Condition no nivel c. Se f<. € desconexo entao existe b > ¢

tal que f<, € desconexo para todo a € (c,b). O
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6.1 Provas do capitulo 6

Prova do teorema 6.0.2. Como aX é compacto o conjunto M de méaximos globais de f em
aX é nao vazio. Como, por hipotese, f ndo tem maximos locais em X e devemos ter M = {oo}
f(z) < f(o0) para todo x € X. Além disso, como f nado tem méximos locais em X este conjunto
nido é compacto. Como, segundo o lema A.2.6, X é compacto e portanto diferente de X devemos
ter X = aX e aX é conexo, pois o fecho de um conjunto conexo é conexo. Além disso, como X é
denso em a.X o ponto co nao é um minimo local. Finalmente, os lemas A.1.4 e A.2.4 mostram que
aX é normal e Hausdorff e para terminar a prova basta usar os teoremas 1.0.2 e 1.0.2. O

Prova do lema 6.0.1. Como f., é aberto e desconexo ha uma particao aberta fo, = AU C.
Se ANC # (0 entdao qualquer z € AN C é um Ponto de Conexao no nivel a e terminamos. Para
completar a prova assumimos entao que nao ha Pontos de Conexéo em f~1 ([a,c)) e que ANC =0 e
mostramos que ha uma Ponte em f~!([a, c)). Comegamos com a observagao que (A, C,a) é membro
da classe T de triplas (U, V,b) tais que

b€ la,c), (6.4)
fa=UUY, (6.5)
unv =19, (6.6)
AcUeCCV (6.7)
e U e V sao abertos. Considere a ordem parcial < em 7 dada por
(Ul, Vl, bl) =< (UQ,VQ,bg) <~ (b1 < bg, U1 (- U2 and V1 (- VQ) . (6.8)

Afirmamos que toda cadeia para < tem um limitante superior. De fato, dada uma cadeia € =
{(Ux, Vi, b)), A€ A} em (T, =) defina boe = supyep by €

Uw=JUxn e V=W
AEA AEA

E claro que febe = Uso UV, Us € Vi sa0 abertos e Uy, N Vo = 0. Isto implica que Uy N Voo =
Us NV = 0. A partigio aberta fop. = Uso U Voo mostra que by < ¢, pois f<. é conexo e fop_
nao é. Se bo € {by, A € A} entdo (by,Uy,V)) para A tal que by = by é um limitante superior
para a cadeia. Logo, podemos assumir que bs > by para todo A. Note que ndo ha z € Uy N Voo
com f(z) = b (tal z seria um Ponto de Conexao). Provamos agora que U, N Vo = () tomando
2 € Uy e mostrando que z € V. De fato, podemos assumir que f(2) < by € entdo existe « tal que
f(2) < by, pois by > by para todo A. A equagao (6.5) implica que z € U, UV, Porém, z ¢ V,, pois
Uso NV CUs NVy = 0. Logo, 2z € Uy € z € Voo porque U, é aberto e Uy N Vg C Use N Vo = 0.
Portanto, Use N Ve = 0 € (Uso, Voo, boo) é um limitante superior para a cadeia €.

O ultimo paragrafo e o lema de Zorn fornecem um elemento maximal (Uy, Vi, b,) para <. Se
B = f<, — (U* UV*) pudesse ser decomposto como B = B, U B, de modo que (U* UEU) N
(V* U Ev) = () entdo aplicando a Propriedade da Extensdo de f paraU =U,UB, eV =V,UB,
obteriamos d € (b, ¢) e conjuntos abertos Uy e V; tais que (Ug, Vg, d) contradiriam a maximalidade
de (Us, Vi, by). Portanto, nao ha B, e B, como acima e B é uma Ponte. O

Prova do lema 6.0.2. Esta prova usa o lema 6.1.1, provado no fim desta se¢do e o lema A.2.7
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do apéndice. Sejam A; e Az conjuntos abertos com f<. C A; U Ay e A;NAy;=0e K. o conjunto
fe-compacto na defini¢ao 6.0.6. O conjunto R = K.— A;UAs também é fc-compacto e RN f<, = .
Portanto, existe s > ¢ tal que R C fss. O conjunto aberto A = fs s U A1 U Ay contém K.. Logo, a
Condicao Topologica de Palais Smale fornece d € (¢, s) e uma fungdo continua ¢ : fog x [0,1] — X

que satisfaz (6.1) — (6.3). Para completar esta prova mostramos que ¢(z) = ¢(z, 1) e, parai = 1,2,
B; ={zx € X com ¢(x,t) € A; parat € [0,1]} N fcq, (6.9)

satisfazem (6.13)—(6.15). O Lema A.2.7 mostra que B; e By sao abertos. Tomando ¢ = 0 na defini¢ao
de By e By e usando (6.1) concluimos que By C A;, Ba C As. Fazendo t = 1 nestas defini¢oes
obtemos (6.13).

Para verificar (6.14) note que se x € A; N f<. entao (6.2) implica que ¢ (z,t) € f<. C A1 U Ay
para todo t. Como 9(x,0) =z € A1, Cy = {¢(x,t),t € [0,1]} & conexo e A; N Az = () devemos ter
C, C Ay. Em particular, p(z) = ¢(z,1) € A;. Portanto, (6.14) é valida.

Finalmente, para provar (6.15), tomemos = € f.q com f(p(z)) > c. Neste caso (6.3) mostra
que Y(z,t) € A= fs.UA; UAg para todo ¢t. Além disso, (6.2) mostra que f(i(z,t)) < d < s para
todo t e, por definigao de s, ¥(x,t) € fs. para todo t. Portanto, ¥ (x,t) € A; U Ag para todo t. Pelo
mesmo argumento de conectividade do altimo paragrafo concluimos que ou (i) ¢ (x,t) € A; para
todo t ou (ii) ¢(x,t) € Ay para todo ¢t. Equac@o (6.9) mostra que no caso (i) x € By e no caso (ii)
x € By. Isto prova (6.15). O

Prova do lema 6.0.3. Nossa prova usa o teorema (2.14) em Corvellec et al. (1993). O conjunto

fe-compacto K. é definido como
Ke={uz¢ f~Y(¢) com |df|(z) =0 }.

Ele ¢ compacto e esta contido em f~!(c) e fmin C K.. O Teorema (2.14) em Corvellec et al. (1993)

pode ser enunciado como:

Teorema 6.1.1 (por Corvellec, Degiovanni e Marzocchi) Seja X um espago métrico completo,
f X — R uma funcao continua e ¢ € R. Se f satisfaz a Condigao Métrica de Palais Smale no
nivel ¢ entao dados € > 0, uma vizinhan¢a B de K. e A > 0 existem e >0 e ¢ : X x [0,1] - X

continua tais que

dist(p(x,t),z) < At (6.10)
f(o(x,t)) < f(z), (6.11)

[f(u) —c| =€ = oé(ut) =u,
U€ f<ere— B = f(P(x,1)) <c—e. (6.12)
O

Dado um conjuntos aberto A D K. nos aplicamos o teorema 6.1.1 com
B = {z € X with dist(z, K;) < ¢ },

d =dist(K., X —A)/3,eé=1e X\ =0 e obtemos € and ¢ como em (6.10) — (6.12). Tome d = c+ ¢
e 1 como a restri¢ao de ¢ a fo4 x [0,1]. A Equagao (6.10) mostra que v satisfaz a condigao (6.1)
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na definigao 6.0.6 e a equagao (6.11) leva a (6.2). Finalmente, (6.12) mostra que se f(i(z,1)) > ¢
entdo xz € B. A definigdo de B e as equagdes (6.10) implicam que, para t € [0,1] e z € A,

dist ((z, 1), K,) < 26 < 36 = dist(X — A, K,).

Como K. C A, a ultimas desigualdades implicam que 9 (z,t) € A para t € [0,1]. Em resumo,
mostramos que f(¢(x,1)) > ¢ = ¢(x,t) € A parat € [0,1]. Esta é a ultima exigéncia na definigao
6.0.6 e esta prova esta completa. O

Prova do lema 6.0.4. Argumentamos por contradigdo para mostra que a = inf ek, f(x) = p
(Para lidar com o caso degenerado K,, = () tome a = pu + 1). De fato, se a > p entdo a fe-
compacticidade de K, fornece s € (u,a) tal que K, C fss. Tomando o conjunto aberto A = fs,
obtemos da Condigao Topologica de Palais Smale d e ¢ que satisfazem (6.1)—(6.3). Porém, tomando
b = min{d, s} obtemos que b > p = inf,cp f(z) e existe x € F com f(z) € (u,b). A equagao (6.2)
mostra que o ponto z = ¢ (x,1) satisfaz f(z) < b < s. Portanto, z ¢ A = f-s e (6.3) implica que
f(z) = f(¢(x,1)) < p. Isto contradiz a minimalidade de p e o nosso argumento esta completo. O

Prova do lema 6.0.5 Esta prova usa os lemas A.1.3 e A.2.7 do apéndice. Como F' é normal
e f<c é desconexo, o lema A.1.3 fornece conjuntos abertos disjuntos U; e Uz com f<. C Uy U Us.
O conjunto C' = K, — (U3 UUs) é fe-compacto e f(x) > ¢ para x € C. Portanto, existe e > ¢ tal
que C C fse e o conjunto aberto A = Uy UUs U fs contém K. Seja 1 e d a fungdo e o numero
correspondentes dados pela definigdo 6.0.6. Tome b = min{d, e}. Para cada a € (¢,b), v € feq €
t € 10, 1], a equagao (6.2) mostra que ¢(z,t) € f-4. Como conseqiiéncia, a equagao (6.3) implica que
sex € feqgetp(x,1) > centao x € BiUBg, onde B; = {z € f., com ¢(x,t) € U; para t € [0,1]}. Os
conjuntos B; sao abertos pelo lema A.2.7 aplicado a X = f.ge Y = [0, 1]. Definido ¢(z) = ¢ (=, 1),
os conjuntos C; = ¢~ 1 (U; N f<.) sdo abertos também e o mesmo vale para D; = B; U C;. E claro
que feq = D1 UDsy and D1 N Dy = (), pois By N By = BiNCy = C1 N By = C; N Cy é uma

conseqiiéncia direta do modo como estes conjuntos foram definidos. Portanto, f-, é desconexo. 0O

Lema 6.1.1 Seja F' um espaco topologico normal, f : F' — R uma funcao continua e ¢ € R. Se
para todo par Ay, Ag de conjuntos abertos com f<. C A1 U Ag e A1 NAy = 0 existirem d > ¢ e
conjuntos abertos By C A1 N feq € Bo C Aa N feq € uma funcgdo continua ¢ : foq — F tal que

@(B1) C A e ¢(B2) C Ay, (6.13)
(A1 N fee) T A1 e (A2 N fee) C Az, (6.14)
e, para T € f.q,
fle(x)) >c = x € ByUDBs, (6.15)
entdo f tem a Propriedade da Ezrtensdo no nivel c. a

Prova do lema 6.1.1. Seja f<. = U; U U uma particao fechada de f<.. A normalidade de
F fornece conjuntos abertos disjuntos F; D Uj e Fy D Us. A normalidade também implica que
existem conjuntos abertos disjuntos 4; D Uy e G1 D X — F. Isto implica que A; N (F — F) =0
e entdo A; C Fy. Pela mesma razio existe um conjunto aberto A, O Us com Ay C F». Portanto,
A1 NAy C FiNF, =0 e ahipotese leva a d > ¢, By, By e ¢ como em (6.13) — (6.15).

Os conjuntos

Ci=A1Nfce and Co=A2N feo (6.16)
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sao abertos e disjuntos. Pela continuidade de ¢, os conjuntos
Dy = YC)) and Dy = ¢ HCy) (6.17)
também s@o abertos e disjuntos. As equagdes (6.15) e (6.16) e o fato que fo. C A1 U Ay levam a
f<a C E1U Ey, (6.18)

para
FEi=Bi1UD; e FEy = By U Ds. (619)

Segundo a equagao (6.13), ¢(By) C Aj. Isto implica que By N Dy = (), pois p(Dy) C Cy C Ag e
Ao Np(By) = 0. Pela mesma razao B N Dy = (). Portanto, E1 N Ey = () e como estes conjuntos sdo
abertos

Ei1NEy=FE NEy=1{. (6.20)

A seqiiéncia ¢,, = ((n+1)c+d)/(n+2) é descrecente, ¢, € (¢,d) e limy,_, ¢, = ¢. Agora mostramos
que
Aln - El N f<Cn € A2n — E2 N f<cn (621)

satisfaz as exigéncias da definigao 6.0.4. Comegamos observando que (6.18) e ¢, < d levam a

Aln UA2n = (El UEQ) ﬁf<cn D) f<dmf<cn = f<Cn'

Por outro lado, (6.21) mostra que A, U Ag, C f<¢,. Portanto, a condigdo Ay, U Agy, = fee, €
satisfeita. Para provar que Uy C Ay, considere x € Uy C f<.. Se f(¢(x)) > c entao (6.15) leva a

.QJE(BlLJBQ)ﬂUlCBlﬂfSCCAln.

Se f(¢(x)) < ¢ entao (6.16) implica que ¢(z) € Ci, pois (6.14) mostra que p(z) € A;. Portanto
r €D =9 YC1)ex € (BiUD)N f<. C (B1UD1)N fee, = Arp. Isto mostra que as condigdes
U; C Ay, e Uy C Ay, também sdo satisfeitas. Agora, (6.21) mostra que Ay, C E7 e (6.20) implica
que A1, N Ey = ). A equagdo (6.21) também mostra que Ay, C f<., C fcq € (6.18) combinada
com Ay, N Ey =0 leva a Ay, C Ey. Pela mesma razoes, Ao, C E». Finally, E;1 N Ey = () implica a
altima condicao: Ay, N As, = 0. O



Capitulo 7
Funcoes com conjuntos de nivel conexos

Como vimos no capitulo 2, devemos considerar dois casos ao analisarmos a unicidade dos mini-
mizadores locais: (i) os conjuntos f.. = {z € F with f(z) < ¢} sdo conexos para todo ¢ (ii) alguns
conjuntos f<. sdo desconexos. Os capitulos anteriores mostram que o caso (ii) pode ser abordado
através de Pontes e Pontos de Conexao. Neste capitulo analisamos o caso (i). Mostramos que neste
caso se f tem mais de um minimizador local entao ela tem um conjunto complexo de minimizadores
locais, como descrito no item (iv) da Alternativa da Conectividade definida em 2.0.7.

Usaremos a seguinte definigao:

Definigao 7.0.1 Seja F' um espago topologico e x € C C F'. Definimos

C(z,C) = U

ACC conexo com r€A

O

Em palavras, C(z,C) ¢ a unido de todos os subconjuntos conexos de C' que contém . E claro que
z € C(x,C) e que C(z,C) é conexo.

Seja f™" o conjunto definido em 6.0.7. Se z € f™" e C(z, fMin) N f_. # () entdo C(z, frin) ¢
um Terraco (veja a defini¢ao 2.0.5). Esta é a situagao usual para os minimizadores locais multiplos
quando os conjuntos f.. sdo conexos. Os minimizadores locais miltiplos excepcionais pertencem

ao conjunto

D.= {.CC € fMiN tais que C(x, fRin) N foo =0 } (7.1)
Usando os termos acima podemos enunciar o primeiro teorema nesta secao:

Teorema 7.0.2 Seja F' um espacgo topoldgico normal e f : F — R uma funcao continua. Se f €
limitada inferiormente e, para todo ¢ € R, D. = 0, f<. € conexo, e [ satisfaz a Condigao Topoldgica
de Palais Smale no nivel ¢, entao ou f tem um unico minimizador local ou f satisfaz o item (iv)

na Alternativa da Conectividade na defini¢io 2.0.7. a

Apresentamos agora nosso ultimo lema. Ele mostra que o fato de D, ser vazio é uma conseqiiéncia
de versoes da classicas da condicao de Palais-Smale e dos lemas 6.0.3 e 6.0.5. Assim, perdemos pouca

generalidade ao assumirmos que D. = () no teorema 7.0.2.

Lema 7.0.2 Seja F' um espago topoldgico normal, f : F — R wuma fungdo continua e ¢ >

inf,.cp f(z). Se f™in ¢ compacto e D. # () entao f<. é desconezo. O

43
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7.1 Provas do capitulo 7

No fim desta se¢@ao provaremos os seguintes lemas:

Lema 7.1.1 Seja F' um espago topoldgico e x € C C F. Se C(x,C) C C entao C(x,C) € fechado.
Em particular, se C' € fechado entao C(x,C) € fechado. O

Lema 7.1.2 Seja F' um espago topoldgico. Se AC B C F ex € A entao C(x,A) C C(x, B). O

Lema 7.1.3 Seja F' um espago topoldgico. Se A C B C F eC(x,B) C A entdo C(x,A) =C(x, B).
O

Lema 7.1.4 Seja F um espago topoldgico normal e seja D C F um subconjunto fechado e compacto.
Sex,y € D ey & C(x,D) entao hd conjuntos abertos disjuntos A e B com D C AUB, C(x,D) C A
ey € B. O

Lema 7.1.5 Seja F' um espago topoldgico normal, f : F — R uma fungao continua e ¢ >
infyep f(z). Se fmin ¢ compacto e eviste x € f™ e conjuntos abertos disjuntos A e C tais que
fceCAe C(x, émn) C C entao f<. € desconezo. O

Prova do teorema 7.0.2. O Lema 6.0.4 mostra que o conjunto f;nin definido em 6.0.7 é nao
vazio para p = inf,cp f(x). Portanto, f tem pelo menos um minimizador global. Se f tem apenas
um minimizador local entao ela satisfaz o item (i) na Alternativa da Conectividade e a prova esta
completa. Assumamos entao que f tem multiplos minimizadores locais. O Lema 6.0.5 mostra que
os conjuntos f<. sao conexos para todo ¢ € R. Portanto f;ﬂin = f<u € conexo. Se fﬁlin tem mais
de um elemento entao ele é um Plateau segundo a definigao 2.0.4 e o item (iv).(b) na Alternativa
da Conectividade é satisfeito. Se w é algum outro minimizador local com ¢ = f(w) > p entdo
C(z, fmin) N fee # O porque © & D, = 0. O conjunto C(z, fi*) ¢ um Terrago e w satisfaz item
(iv).(a) na Alternativa da Conectividade. O

Prova do lema 7.0.2. Se 2 € D, entdo fo.NC(z, fmin) = § e C(z, fmin) C fMin pojs fmin
min
c

abertos disjuntos A D fe. e C D C(:B, f;ni“) e o lema 7.0.2 segue do lema 7.1.5. O
Prova do lema 7.1.1. Afirmamos que se y € C(z,C) entao y € C(x,C), porque U = {y} U

fRin g fo.. e olema 7.1.1 mostra que C(m, ) é fechado. A normalidade de F' fornece conjuntos

C(z,C) C C & conexo e contém y. De fato, sejam A e B conjuntos abertos tais que U C AU B,
ANBNU =0 e x € A. Pela conectividade de C(x,C) temos que C(z,C) C A. Isto mostra que
BnNnC(x,C)=0ey ¢ B pois y € C(z,C). Portanto, y € A, BNU = () and U ¢é de fato conexo.

Finalmente, C(z,C) C C implica que C(x,C) C C e se C é fechado entdao C' = C e a primeira parte

desta prova implica que C(z, C) é fechado. O
Prova do lema 7.1.2. Se x € C(z, A) entao existe um conjunto conexo C' C A com z,y € C.
Como A C B temos que C C B ey € C(x,B). a
Prova do lema 7.1.3. O Lema 7.1.2 mostra que C(x,A) C C(z,B). Por outro lado, se
y € C(x, B) entao existe C' C B conexo com z,y € C'. Isto imlica que C C C(z,B) C A, y € C(x, A)
eC(z,B) C C(x, A). |
Prova do lema 7.1.4. Considere o conjunto D(z, D) formado pelos y € D tais que se A e B
sao abertos e disjuntos, D C AU B e C(z,D) C A entao y € A.
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O conjunto D(zx, D) é fechado em D porque se y € D —D(x, D) entao existem conjuntos abertos
disjuntos A e B com C(x,D) C Aey € B e BND éuma vizinhanga y de D contida em D—D(x, D).
Como D é fecahdo em F', D(x, D) também é fechado em F'. Também é claro que a partir da definigao
de D(z, D) que C(x, D) C D(x, D).

Lema 7.1.4 & logicamente equivalente a afirmagao que D(x, D) C C(x, D). Como = € D(z, D) C
D, para provar esta afirmagdo mostramos que D(x, D) é conexo. A normalidade de F, of fato que
D(z, D) é fechado e o lema A.1.3 mostram que para verificar esta conectividade basta assumir que
R e S sao conjuntos abertos disjuntos com € R e D(x,D) C RUS e provar que D(xz, D) NS = 0.
Como C(z,D) C D(x,D) temos que C(z,D) C RUS e a conectividade de C(z,D) and z € R
implica que C(z, D) C R.

Mostramos agora que D(z,D) NS = (). O conjunto K = D — (RUS) é fechado. Como D &
compacto K também é compacto. Como K C D — D(z,D),sey € K entdoy € D —D(z,D) e

existem conjuntos abertos A, e B, tais que

C(z,D) C Ay, y € By, D cC AyUB,y, e AyN B, = 0. (7.2)

Os By cobrem K. Seja By,,..., By, uma sub cobertura finita e defina B = {J,_; , By, e A =
Niz1,..n Ay;- As equagdes em (7.2) levam a

C(z,D) C A, K C B, D cC AUB, e ANB=40. (7.3)

Por defini¢ao de K temos que D C KURUS. Combinando isto com D C AUBe ANK C ANB =)
obtemos
Dc(BU(ANS)) U (ANnR). (7.4)

Vimos acima que C(x,D) C R e (7.3) mostra que C(z,D) C A. Portanto, C(x,D) C AN R.
Esta identidade combinada com a partigdo aberta (7.4) e a definicdo de D(x, D) implicam que
D(xz,D) C ANR. Como RN S = ) concluimos que D(xz, D)NS = ) e esta prova esta completa. 0O

Prova do lemma 7.1.5. O conjunto B = (F — A — C) N f™in & fechado e compacto. Usando
a identidade f<. = fminy f_ .o leitor pode verifica que fmin = (A OW) UD para D = BU
(C’ N fcmin) C fmin g C(w, fcmi“) C D. Além disso, D = fmin — A ¢ fechado e segue do lema 7.1.3 que
C(z, D) = C(z, fi*™) C C. Portanto, se y € B entdo y € C(x, D) e o lema 7.1.4 fornece conjuntos

c

abertos disjuntos Uy D C(x, D) and V,, 3 y tais que D C U, UV},. Os conjuntos abertos {V},,y € B}

cobrem o compacto B. Seja V,,...,V,, uma sub cobertura finita. Os conjuntos
U= (U, e V= |J v,
i=1,....,n i=1,...,n

sao abertos e disjuntos, D C UUV, C(xz,D) C U e B C V. Para completar esta prova mostramos
que os conjuntos abertos G = AUV and H = U N C sao disjuntos, G N f<. #0 e HN f<. # 0 ed
f<c C GU H. De fato, GN f<. # 0 pois fec C G e f<. # 0 ja que ¢ > infyep f(x). A interse¢do
H N f<. é nao vazia pois C(x, D) C H. O conjunto G N H é vazio porque ANC =0, VNU=0e

GNH=(AuV)N(UNC)=(ANnCNnU)UVNUNC)=0Ud=1.
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Finalmente, f<. C AUBU(C' N f"") = AUD,BCVeD CUUV e (i) Sex € A entdo z € G, (ii)
Sexr€ Bentior € VexrcGe (ili) Sex € CN fMentdior € D CUUV. Sex € V entdo z € G.
Se x ¢ Ventdao x € UNC = H. Os itens (i),(ii) e (iii) mostram que f<. C GU H e terminamos

O



Apéndice A
Topologia

Topologia é uma ferramenta basica em programagao nao linear. Compacticidade por exemplo
é um conceito fundamental, que baseia muitos resultados nesta area. Porém, em geral os conceitos
topoldgicos sdo usados de modo intuitivo, como uma ferramenta auxiliar e nao o foco da pesquisa.
Esta é uma atitude correta, pois muito do que se discute em trabalhos especializados de topologia
sao filigranas de pouca relevancia em programagao nao linear. Porém, alguns poucos pontos de
topologia geral sao sim de interesse para esta tese.

Este capitulo tem duas secoes nas quais discutimos, respectivamente, Normalidade e a Pro-
priedade de Hausdorff. Normalidade estd on centro desta tese. Ela é usado em véarios dos nossos
resultados e é a condigdo minima sob a qual conseguimos operar. A propriedade de Hausdorff nao é
necessaria em nossa discussao, porém ela é implicitamente aceita e alguns pesquisadores em progra-
macao nao linear podem ficar até assustados na sua auséncia. Por isso, na se¢do A.2 apresentamos
alguns resultados que continuam validos sem a propriedades de Hausdorff e inconvenientes que

ocorrem na sua auséncia (como conjuntos compactos que nao sao fechados).

A.1 Espagos Topologicos Normais

Nesta secao apresentamos resultados que sdo validos em espagos topolégicos normais, mesmo

que estes nao satisfacam a propriedade de Hausdorff.

Lema A.1.1 Seja F um espaco topoldgico, A um subconjunto de F e A o seu fecho. O ponto x
pertence a A se e somente se todo aberto B contendo x toca A e A é fechado se e somente se
A=A O

Lema A.1.2 Seja X um espaco topologico e G um grupo que age continuamente em X. Se H €

um subgrupo de G e X/H é normal entao X/H ¢é normal. 0

Lema A.1.3 Seja F um espago topologico normal. Se C' C F € fechado entdo C € desconezo se
somente se existem conjuntos abertos By e By tais que BiN By =0, C C BiUBy, Bi1NC # 0 e
BonC 7& 0. a

Lema A.1.4 A compactificacao de Alexandroff de um espago normal e localmente compacto € nor-

mal. O

Lema A.1.5 Seja F' um espago topoldgico normal. Se os subconjuntos fechados A1 e As de F' sdo

disjuntos entdo existem conjuntos abertos Cy e Co tais que A1 C C1, Ao CCy e C1NCy=0. 0O

47
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A.2 A propriedade de Hausdorft

A propriedade de separacao de Hausdorfl, formalmente descrita na definicdo 77, é freqiiente-
mente assumida e ha até mesmo quem a considere parte da defini¢do de espago topologico. A maior
dificuldade em trabalhar em espagos que nao sao Hausdorff é que a nossa intuigao (ou pelo menos a
do autor) assume inconscientemente a propriedade de Hausdorff. Considere por exemplo o seguinte

lema

Lema A.2.1 Se um espaco topoldgico é Hausdorff entao os conjuntos unitdrios (pontos) sao fecha-

dos. Em espagos topoldgicos que nao sao Hausdorff isso pode nao ser vdlido. O

A possibilidade de haver pontos nao fechados implica que conjuntos compactos também podem
ser nao fechados (conjuntos finitos sdo sempre compactos). A propriedade de Hausdorff cura esta

patologia:
Lema A.2.2 Os subconjuntos compactos de um espago topoldgico de Hausdorff sdao fechados. 0O

Espagos nao Hausdorff podem apresentar ainda outras patologias, como a nao unicidade do
limite de seqiiéncias. Porém, tais espagos sao interessantes pois eles aparecem quanto tomamos
quocientes de espacos mais naturais, como ilustrado no inicio do capitulo 6. O proximo lema, ilustra

este fato:

Lema A.2.3 Se X é um espago de Banach e S é um subespago de X entiao o quociente X/S é

normal. Este quociente é Hausdorff se e somente se S € fechado. a
Muitas vezes a propriedade de Hausdorff é necesséria, como neste lema:

Lema A.2.4 Seja F' um espaco topoldgico localmente compacto. A compactificacao de Alexandroff
de F é Hausdorff se somente se F' é Hausdorff. ad

Porém as vezes ela é exigida sem necessidade. Por exemplo, nas primeiras paginas de Struwe (2000)

é enunciado o seguinte resultado:

Lema A.2.5 Seja F' um espago topoldgico compacto (e Hausdorff). Se a funcao f: F — R é semi
continua inferiormente entao existe x € F tal que f(y) > f(z) para todo y € F. O

Na verdade, a hipdtese de Hausdorff ndo é necesséaria para provar o lema A.2.5, conforme expli-

camos na se¢ao A.3. Ela também nao é necessaria para provar os seguintes lema:

Lema A.2.6 Seja F' um espago topoldgico e C' C F um subconjunto compacto. Se A C F € fechado
entao AN C é compacto. ad

Lema A.2.7 Seja X um espago topoldgico e Y um conjunto compacto. Se ¢ : X xY — X €
continua e A C X € aberto entao B = {z € X com ¢(z,y) € A para todo y € Y} € aberto. O
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A.3 Provas do apéndice

Prova do lema A.1.1. Mostrar que x € A se somente se todo aberto C' 3 z toca A é um

exercicio simples de teoria dos conjuntos e légica booleana basicas:

c

reAsaxc ﬂ Bexd ﬂ B| z¢ U B¢

BDA,B fechado BDA,B fechado BDA,B fechado

S g U Bsax¢ U C < Aaberto C comz € Ce ANC = 0.
ANBe=(),B¢ aberto ANC=0,C aberto

& ((C abertoex € C) = (ANC #0)).

(Na dltima equivaléncia usamos que ((p&q) =!r) < ((p&q)|lr) <! (p&ag&er).)

Como A C A, para mostrarmos que A é fechado se somente se A = A basta mostrar que A é
fechado se somente se A C A. Por um lado, ¢ claro que se A é fechado entdo A = BoAB fechado B C
A. Por outro ladose A C Aex & Aentdo x € A e pela primeira parte deste lema existe um aberto

Cy tal que x € Cp e Cp, N A = ().Logo C,, C A€ e isto implica que

A= J{z}c | Ceca”
TEAC TEAC
Portanto, A° = |J,c 4. Cz € aberto e A ¢ fechado. ]
Prova do lema A.1.2. Denotarei a acao de g € G sobre o elemento x € X por gx. Seja
m: X — X/H a proje¢ao de X sobre H. Note que 7 é aberta pois se A C X ¢é aberto entao g(A) é

aberto para todo g € G, pois g ¢ um homeormorfismo, e w(A) é aberto porque

n(m(4)) = |J 9(4)

geqG

é aberto.
Tome entao conjuntos fechados disjuntos @1 e Q2 de X/H. Pela continuidade de 7, os conjuntos
C1 = 7 Q1) e C3 = 7 1(Q2) sdo fechados. Eles também sio disjuntos porque Q1 N Q2 = 0.

Afirmamos que, para i = 1,2,
(z€Ci e he H)= hxeC. (A1)

Para provarmos esta afirmagdo devemos mostrar que ’R’(E{E) €Q; = @Z Ou seja, basta mostramos
que todo conjunto aberto A de X/H contendo hx toca @; (veja o lema A.1.1.). De fato, como A é
aberto 7~ 1(A) é uma vizinhanca de hz e como h € H existe h € H tal que hx € A. Segue entio
que 7(hz) € 7~ 1(A) N Q; e concluimos a verificacio de (A.1).

Considere agora o quociente X/H, com a projegido correspondente 7. Por hipotese X/H ¢é
normal. Os conjuntos 7(C;) C X/H sio fechados e disjuntos porque (A.1) mostra que 7 (7(C;)) =
C; e os C; sdo fechados e disjuntos. A normalidade de X/H fornece conjuntos abertos disjuntos
A1, Ay C X/H tais que 7(C;) C A;. Os conjuntos B; = T 1(A;) sdo abertos e disjuntos e C; C B;.
Os conjuntos D; = m(B;) também sao abertos, porque m é uma aplicagdo aberta. Além disso,

como B; = 7 }(A;) e H C H temos que se x € B; e h € H entdao hx € B;. Como conseqiiéncia,
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B; = 7~ Y(D;) e D1 N Dy = ) porque By N By = (). Finalmente, Q; C 7(C;) C n(B;) = D;. Isto
mostra que podemos separar (1 e Q2 por conjuntos abertos e X/H ¢é de fato normal. a
Prova do lema A.1.3. E claro que se B; and By sdo como na hipotese entdo C' é desconexo.

Por outro lado, se C' é desconexo entao existem conjuntos abertos A; e Ag tais que
A1ﬁA2ﬂC:@, C C Al UA,, AlﬂC;&@ e AQQC#Q

Explicamos agora como construir conjuntos By e Bs como na hipotese a partir de A1 e As. Denote-
mos o complemento de A; por AS. Como C C Ay U A temos que CNAJ C AN Af. Analogamente,
Cn A c AN AS. Logo,

(CNAS)N(CNAS) C (AN AS)N(ATNAS) =0 (A.2)

e os conjuntos fechados C'N A§ e C'N AS sao disjuntos. Pela normalidade de F', existem conjuntos

abertos By e By com
By N By =1, CNASC By e CNASC B. (A.3)
A identidade C N A; N Ay = 0 leva a
C=(CNAINA))UCN(AINA))=CN(AINA) =CnN(AJUAS) =
=(CNAJ)U(CNAS) C BoUB;.
Além disso, a equagao (A.3) implica que
BoNnCOCNAINC=CNA{DCNANA] =

(CﬂAQﬂA({)U(CﬂAzﬁAl):(CﬁAz)ﬁ(A(fUAl):CﬁAg.

BQﬁC:BQD(AEUAQ)ﬁC:(BQﬁA%ﬂC)U(BQﬂAQﬂC)C(BQOBl)U(AQﬂC):AQQC.

Portanto, Bo N C'= As N C' e, analogamente, By N C' = A; N C. Estas identidades e (A.3) provam
o lema A.1.3. O

Prova do lemma A.1.4. Seja F' 0 nosso espago topoldgico. Ha dois tipos de fechados em o F":
F1: Conjuntos da forma A = B U {oo}, com B fechado em F'.
F2: Conjuntos compactos e fechados em F'.
Sejam entdo Ay e As subconjuntos fechados disjuntos de aoF'. Temos dois casos:

e Um dos A;’s, digamos A1, contém oo (caso F1). Neste caso Ag deve ser um compacto fechado e
se chamarmos de Bj o conjunto fechado em F' tal que A; = By U{oo} temos que By N Ay = ().
Como F' é normal existem conjuntos disjuntos C7 e Co abertos em F' tais que By C C}
e Ay C Cs. Note que isso implica que B; C C5°. Como Ay ¢é compacto e F' é localmente

compacto existem pontos z1,...,x, em As e abertos Di,...D, tais que z; € D; e D; é
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compacto para todo i e Ay C |J;_; D;. O conjunto

E=0C53N U D;

i=1n

é fechado e esté contido no compacto | J D;. Segue entdo do lema A.2.6 que E é compacto.

i=1n

A definigao 6.0.2 mostra entao que G = E€U{o0} é aberto em aF. Como F C Cs temos que
GNCy=0eGeCyseparam Ay e Ay em aF'.

e Os dois A;’s sao do tipo F2. Neste caso, como F' é normal e A; e Ay sao fechados disjuntos
h& abertos disjuntos By e By em F' que separam A; e As. Os abertos By e By também sao

abertos em aF' e separam A; e Ay neste espaco. O

Prova do lema A.1.5. Como F é normal existem conjuntos abertos disjuntos By e By tais
que A; C By e Ay C By. Os conjuntos A; e Bf = F — By sao fechados e disjuntos. Logo, existem
conjuntos abertos disjuntos Cy e Dy tais que A1 C Cy e Bf C Dy. Como C; N Dy = ) temos que
C1 N Dy = 0. Portanto, C; N Bf=10e C1 C By. De modo analogo, existe um conjunto aberto Cs
tal que A C Cy e Cy C By. Segue que C1NCy C BN By =0 e C; e Cy sao como exigidos na tese
do lema A.1.5. ad

Prova do lema A.2.1. Seja F' um espago topologico e {z} C F um conjunto unitario. Para
todo y € I — {z} existe um aberto A, tal que x ¢ A,. Logo F' — {z} = |J,, Ay & aberto e {z}
é fechado. Por outro lado, se considerarmos o espago topologico definido pelo conjunto F' = {0, 1}
com a topologia dada pelos conjuntos abertos F' e ) veremos que nem {0} nem {1} sdo conjuntos
fechados. a

Prova do lema A.2.2. Seja F' nosso espago topoldgico e K C F um conjunto compacto. Pela
propriedade de Hausdorff, dado x ¢ K, para todo y € K existem abertos disjuntos A, e B, tais que
z €Ay eye By Como {B,,y € K} é uma cobertura de K por abertos e K é compacto existem
By,. O conjunto A = Ay, & aberto e x € A. Além
disso, C, N K C ANB =0 e olema A.1.1 mostra que x ¢ A. Como z pode ser qualquer elemento
de A° temos que A = A e A ¢ fechado. a

Prova do lema A.2.3. A pagina 51 de Holmes (1975) mostra que o quociente X /S é Hausdorff

Y1,...,Yn em K tais que K C B = Ui:l,n i—1.n

se somente se S é fechado. A pagina 70 de Conway (1990) mostra que X /S é um espaco de Banach.
Portanto, X/H é normal. Para mostrar que X/S ¢ normal considere a agdo de X sobre si mesmo
dada por v.x = v+ x e use o lema A.1.2. a

Prova do lemma A.2.4. Se I’ é Hausdorff e z1 e 9 sdo dois pontos distintos de aF’ entao

temos trés possibilidades:

e Se 11 e xy estdao em F' entdo como F' é Hausdorff ha abertos disjuntos A; e As em F. com

r1 € A1 e T9 € Ag. Os conjuntos A; e As também sao abertos em aF e separam x1 € Ts.

e Se 1 € F e 9 = 00 entdo, como F é localmente compacto, ha um aberto A; tal que A;
é compacto e 1 € A;. Como F é Hausdorfl o lema A.2.2 mostra que AL é aberto em F e
assim As = A;° U {o0} & aberto em aF. O conjunto A; também é aberto em aF e Aj e Ay

separam xi e xo.

e O caso r1 = 00 e xg € F' é andlogo ao anterior. O
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Prova do lema A.2.5. Como f é semi continua inferiormente os conjuntos
fse ={z € F com f(x) > ¢}

sao abertos. Portanto, { fs.,c € R} é uma cobertura de F' por abertos. Como F' é compacto existem
c1 < - < ¢p tais que F C Ui:Ln fse; = f>e,- Isto implica que p = infzep f(x) > ¢1. Agora
argumentamos por contradi¢do. Se nao houvesse z* € F tal que f(2*) = p entdo {fs,41/n,n € N}
seria uma cobertura de F' por abertos e existiria ny € N tal que F' C f,41/p,, 0 que contraria
o fato de p ser o infimo de f(x). Portanto, deve haver xz* tal que f(z*) = p e esta prova esta
completa. O

Prova do lema A.2.6. Seja { By, A € A} uma cobertura de ANC por abertos. Como o conjunto
By = A€ é aberto, {Bx, A € A}U{By} é uma cobertura de C por abertos. Como C' é compacto ha um
conjunto finito {A1,..., A} C A tal que C C BoUU;—y,
¢ uma sub cobertura finita de BfNC = ANC e ANC é de fato compacto. O

B),. Segue entao que {B,,,i =1,...,n}
Prova do lema A.2.7. Mostraremos que o complemento de B,
B¢ = {x € X tal que ¥(z,y) € A° para algum y € Y},

é fechado. Para isto tomamos uma net {z,,y € I'} C B¢ convergindo para zo, € X e mostramos que
Too € BC. Para todo v € T existe y, € Y tal que 9(z,y,) € A°. Como Y é compacto {y,,y € I'}
tem uma subnet que converge para algum y~ € Y. Sem perda de generalidade podemos assumir que
{yy,7 € I'} ela mesma ¢ esta subnet. Como 1) é continua e A° é fechada, {¢(z,yy),y € I'} C A°

converge para ¥ (Zoo, Yoo) € AC. Portanto, zo, € B¢ e terminamos. O
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