


✗ : conjunto não vazio
{ fn } : sequência de funções fn:X→R
Def . Seja f :X→R . Dizemos que a
sequência { fn} convergeuniformemente
para f- ,

e escreveremos físf ,

se :

Dado E > O 1- noEIN , no=motel , tq .

n> no Ifm(x) - f- (x) / SE , Vx c-X

n >, no suplfnlx) - f (x) / S E
IE ✗

Critério de Cauchy para convergência
uniforme : Seja { fn} uma sequência
de funções fn :X→R .

Então {fn}

converge uniformemente se ,
e só se

,

vale :



Dado E > O existe no = no (E) c- IN :

m
,
m > no I fm (x) - fnlx) -KE

,

VoceX .

Bem . Suponha fnif . Então dado
E> o existe noc- N t.iq .

n >, no ⇒ Ifn (x ) - flx) / f % AxeX .

Então
,
se min > n. então

Ifmlx) - fn (x) I - I fmlx) -fbd-ifbd.fixp
f / fm (x) - f (x) / + / fnlx) - f-(x) /
f % +% = E .

Reciprocamente , suponha que { fn}
satisfaça o critério de Cauchy .

Então
, para

cada xeX
, {fim} é

Cauchy emR .

Como R é completo ,
esta

sequência converge emPr , ie ,
para cada x e X , existe limfn (x)

n→ao



f- :X→ IR f. (x )
Indique fn-71

Resta provar que f.⇒ f. Seja E > O
Existe nç N t.q.sn ,

n >
, no ⇒

lfmlx) - fnlx ) / FE .

Fixemos E > O
,

Xe X
,
M ? Mo e

defina An : | fmlx) - fntxd.mn.
Iamos : 1) A me [O ,

E) .

-

2) ANÃ Ifmlxtflxl
⇒

De fato , fnlx) I> flx ) ⇒
fmlx) - ffç) E> fmtx ) - flx) ⇒
lfmlx) - fnlx) /É Ifmlx) -flx) /
pois I . / é uma função contínua .



Agora [O, E) é fechado em IR .

Como Ame [O ,
E]

,

Fm? no segue

que A e [O , E] .

Conclusão :

Dado E > O
,
dado m >, no , dado XEX

lfmlx ) - flx>KE
ie

, fria f El
Séries de funções e o M - teste de

Weierstrass

: conjunto não vazio , fn : ✗→ R
.

É fn é uma notação para an

M= 1

sequência (Sn} ,
SE [
j = , Fj

ao

•[ fn converge pontualmente em
M = 1

✗ se {sn} converge pontualmente



• E. fn converge uniformemente
M = r

em X se {Sn} convergeuniformemente
.

Teorema : Seja { fn } uma sequência
de funções fn :X→R 1×-1-01 ) .

Suponha que :

( i) Existam Mn> O ,
n = 1,2 , . . .

:

I fn (x ) / f Mn ,

Voce X
.

M - teste de
( Ii ) [Mn < 00 . Weiustrass

M= A
• 00

Então [fn , [Ifnl canoagem
m = 1

M = 1

uni fomente em X .

Dem . Critério de Cauçhy para :

Sw =
[ fn ,

ÕN = Zlfnt
n =A m = 1



Queremos mostrar que {Sn } e {%}
convergem uniformemente

em ✗
.

/Snap (x) - Sul⇒ / =/ FÉf. bad
M = N -11

f ÊI f. (x) / = 15µW -ÃH

m-m-s-EMn.HN
n = N -11

Como [Mm < ao dado E > o

M = 1

7 Noc- IN tq .

NZ No , p c- IN ⇒

TEMna E E

n = N -11



Teorema 1 ( X
,d) espaço métrico ,

{fn } , sequência de funçõesfn:X→R,
cada uma delas continua em

x
.

c- ×
.

Se f :X→R tal que
fn If em X então fécontinua
em xo .

Emparticular ,

se cada

fn é continua em ✗ então f-
é continua em X .

Dem
.

Se xe "

f- (x) - flxo) / =

IfGo - fix) + fnbd-fnkokflatfk.it
ftp.nlxi-fhl-ilfmbd-fnxil-lfnxd-fk.d



Como fn " f em X ,
dado E > o

existe sã e IN tq .

/ fntx) - fb / E § Voce×
Logo , substituindo ã por m na
desigualdade acima ,

obtemos

Ifcx) - fixo) k¥+1 fãlx) - flipni
x e X . Como fã é continua

em sã
,
existe 8> O :

dtx ,
xD E E ⇒ lfGD-fjx.lt §

ã

Logo , dado E >o 78>0 :

dtsçxo) E 8 ⇒ If (x) - flxo)KE

eouma 2 Seja { fn } uma se -



gerência de funções contínuas
fni [a. b) IR

,

A- 1,2 , . . . .

Se

f :[a. b) → R é tal que fãifb b

em [a. b) então {fpddx-sffbdd.sc
a

Dem
. Seja E > O .

Existe n
.
EN :

n >
, no ⇒ lfnbd-fbdkb.fi

Voce [a
,
b]

. Logo , se n > no
temos

/ ftp.badoo -[flxidx =

a
b

/ { Ifnlxtflxildxç



ftp.ktfbaldxs
[E- dx = E E

a
b-a

NB : as integrais de fn ,
n = 1,2 ,

_ _ .

e

de f existem pois todas são
funções contínuas ( TeoremaI )

Teorema3 Seja ICIR umintervaloaberto
, { fn} umasequênciade funções fn :I→R

cada uma delascontinuamentediferenciarel (d)
F-n ?→ f- em I e se {In}



converge Àformemame sobre
os intervalos compactos de I
para uma função g : I→R
então o mesmo é verdade

para lfn} e fim⇒ f !

fn : I-> IR ffief
fnec

"

( fi→ g sobrecada
[a ,
b] CI

fn# f unif sobre
e g = f

' cada [a.b)



Dem
.

iremos la
,
b) CI .

Vamos

raciocinar neste intervalo .

Pelo teorema fundamental do
cálculo

,
se XÉ [a. b)

fnlx) = µa) + [finltdt
a usei que

a fiíg
em

f- (x) ⇒ f- (a) + { gltdt [;D
a Teorema2

Logo fé continuamente
diferenciarel f-

'

= g. Resta
mostrar que fn-usfemla.tt



De fato ,
se xe [a. b)

fnlx) - f- (x) = fnla) - f. (a) +

[Hit) - gltidt
Logo
lfnlxtflx) /ftp.nlal-fla/--+I!4f!H-gk-ddt/fIfnlaI-flaIfffHA-gltHdt
ftp.nlal-flal/+fablfHtI-gltHdt



ftp.nlal-fla/+supHttgk-ikasttb
(b- a)ttxe [a.b)

suplfnlxi-flxffafxfblfn.la) - flat / + (b- a) suplffxi.PH
- afeto

→ o ⇐
não pois f!→ q

rmifuu
⇒ fn -7 f- em [a. b) [a. b)



Próxima aula :

{an } limitada emR .

ao

Então [amém ,
X >O

M = 1

define uma função infinita
mente diferenciarel em local
Jimi

.

-

-

.


