


Teorema : R IRN
, ¢ =/ P perfeito ,

ie
,
P=P

"

então Pé não enumerável .
Resta provar que ,

se P = {xn : me N}
então existe sequência de bolas abertas
{Bn} : B

,
>Bi B, > . . . > Bno Émi .

_
.

x
,
e Br

✗
n ¢ B-n+1
Bnn P =/ 0

Por indução sobre n .

Tomo B
, como

sendo qualquer bola
que contém x,

.

Assumo que B , . . _ ,Bn já foram
construídas .

Existe y e Pr Bn .

Como

P =P
'

,
Bn contém infinitos pontos de P.



Logo existe ze Bnn P , ztxn .

Tomo r> o t.iq .

Bm ,

Bm
Bfz] a Bn

J r

e xn¢ Brlz]
Defino Bem ,

= Brfz) .

Definimos . agora , km= B-nnp
• Kn é compacto

-

compacto fechado
• Km# ottn
• Km ,

C Km
⇒ 3- ye ÂKNCP

M = 1

Mas
, fixado m ,

xm¢ B-
m ,

e .

.

. Im ¢ Km + , e. : y # Xm

para todo m }



Conescidade

Def : Um espaço métrico ( X ,
d)

é conosco se os únicossubconjuntosde ✗ que são
abertos e fechados

ao mesmo tempo são e☒
• ✗ é desconexo se não for conosco
•YC ✗ é conosco se ( Y

, dy ) é conexo .

Logo X é desconexo se ,
e só se

,

podemos escrever ✗ = R ,
ura ,

onde

R
. A, são abertos ,

ambos não

vazios e disjuntos .

Conexos em R

Def .

Um subconjunto ICIR
é um intervalo se I satisfaz :
Vx

, yEI , x < y , V-te.IR ,
x < te y

então teI



Teorema : ECIR é conosco⇐

E é um intervalo .

Bem
.

= é desconexo {⇒
E não é um intervalo

⇐ Suponha que E não é
um intervalo

.

Então existem

do < to < yo ,
com xo

, Joe E , t.EE
Sejam R , = E n ] - o , tt
rs = E. n ]t.nl

• R
,
e Rz são abertos de E ;

• R , n Rz = ¢ .
R

,
-1-0 pois DGER ,

•
R
,
# 01 pois y .er,

•
R

,ura = E pois t.EE . Logo
E é desconexo .

⇒ Assuma E desconexo .

Então

existem abertos U , ,Uzc IR com :



U
,
n E -1-0 , ↳ n E # ¢ .

(U
,
n E) n ( U, n E)

'

= OI ,

IV , n E) u ( U, n E)
= E

Tomo x e U ,
n E

, y e U, n
E

.

Note que x =/ y .
Assumimos ✗< y .

z
÷ sup{ter:X stay ,

t e Ü
, }
÷
não vazio e limitado

.

superiormente !
.

= supµ , y] n
Ü
, )

xsz.ly
1) z¢ Up .

De fato suponha que
ze U, Existe E > o t.iq .

Iz- Ez+ E [ a U , .

Como zsy
(pois z = y implicaria y c-Ü

,)



logo existe te ] z , z+ E [ ,

t < y .

Assim te lx , y] nU ,

e t > z E
2) Suponha que z ¢ Üz . Logo
× < sy < g. pois x EU ,

e YEU,
Mas z¢ E pois sepertencesseteríamos z E Uz .

Logo E não é intervalo .

3) Suponha que ze Üs .

Então 1- E > o : ] z - E , z+E EU,

Agora ,
como j-supkx.pro ,)

existe te Üi
, z - E < tez .

xstsy .



Logo te Üz e i. te Um U,
e portanto 1-¢ E . Logo ,
também neste caso

.

E

não é um intervalo ☒

Exemplo :
=

= { o ,
1 }

(a) U
,
= ] - qo . Yz [

,
Üz=)% ,

•(

sup ( o , 1) n U , ) = 13 = z
f-¢ Uz o < z < 1

. A

(b) U ,
= ) - a

,
I [

↳ = ] % ,
ao [



sup ¢0 ,
Dnv

, / = 1 = } EU,
( z
-

- y ) ! Provamos que
existe o < tal

,
te E

tUp
A Uz

o % i


