
( X
, d) .

YCX é compacto se vale :

• V IÜ ;) i eI família de abertos em X
com YCIUÜ; então 3- JCI finito

IEI
tal que Yc U Üi .

IEJ

Exemplos Y é finito
2) ✗ = IR

,
Y = {1m : neN} do}

3) Y = 01 .

Exercício : Suponha KCYCX .

Então K é compacto em Y⇐
K é compacto em X .

Teorema Se YC ✗ é compacto
então Y é fechado em X .

Dem
.

Vamos mostrar que ✗
' Y

é aberto em X
. Seja x . c- X -Y .



Dado p EY tomo

O < rp < dtro , p)

2

" '
. Logo
Brplãohpsrpp) =p

Goa YCU Brplp)pey-✓ aberto em ✗
é compacto
Logo 7 ps , _ _ , PEREY tais que

✗ a Brp!Piu . -
u Brperlper)



O

Í Tomo E > O ,

O < E < rpj N-j-1.ir
Logo Beta ) nBrpjpj ) = $
Hj = 1

, _
_ ,
K

.

Portanto Beba) a ✗Y

Def .

.
d)

,
YCX

. Dizemos que
Y é limitado se

{ dtx , y) : x , y e
Y }

é limitado superiormente ,

ie
,

3- C > O : d (x , y) ÇC , V-x.GE Y .



diâmetro de Y ÷ O ( Y ) =

sup { dtx ,y) : x , y c- Y }

Teorema Se Y é compacto ,
YCX

então Y é limitado

Dem
.

Fixemos y . e Y .

Então
ao

✗ = UBN ( yo)
N= 1

De fato ,
dado xç ✗ existe

MÇIN , no> dlç , y . ) , ie , x.c-Bn.ly .)
Em particular
Yc Ü Bnly .)

M = 1

e portanto ,
como Yé compacto



existe Bn
,

( yo) , _ _

, Bnprlyo) :

YC Bn
,

(g.) u . . _

o Benjy.)
c Bmly.)

onde m =Max { n . . . . , mer}
Concluindo

,
se x

, ye Y ,

dtx
, y ) fdlx , yo) + dlyo , y)

< 2m ET

Questão Ycompacto ⇒ {Y fechadoy limitado
Infelizmente a recíproca
não é válida

.

De fato : seja ✗ um conjunto



infinito munida da métrica
discreta

.

✗ é fechado , ✗ é limitado
J ( X ) = 1

. Agora X não
é compacto
✗ = U {x}

xe X
i ,

B
,
Ix) ( aberto
em X )Como X é

infinito não é possível
tomar um número finito
dos abertos { {à} } × e✗
cuja reunião seja igual a
✗ o



Teorema Sejam IX.d) um
espaço métrico

e { Ka }⇐a
uma família de compactos
de X

. Suponha que ,
VBCA

finito.EEnk, =/ ¢ .
Então

✗EB

nka =/ lo .

✗ E A

Dem
. Suponha que não ,

ie
,

suponha que MK✗ = ¢ .

✗ c-A

Assim ✗ = X , nk, =
LEA

= U [× . KÀ
✗ c- A -

abertos



Tome kg , para ✗
•

c- A
.

kx.ch?KKdT
abertos em X

compacto
Logo ,

3- BCA finito tq .

Kxç ftp.lkkd
Assim

Kan / X - U IX. KM-4✗ EB

Kan nkx =P }
✗ e B



Corolário
,
d) espaço

métrico
, { Km}

me µ sequência
de compactos de X :

1) Kpkz> . . .

> Kika? -
-

.

2) Km # $ ,
VMEIN

Então nkn =/ $
ME IN

crema de Heine - Borel

• Um "intervalo" ; nesta seção ,

é um conjunto [ a. b)CR
,

com a < b

Teorema : Seja { In} uma
sequência de

"

intervalos
"

,
com

I
,
> Ia > . .

> In > In +F- - - .



Então n In =/ $ .

ME IN

Dem . Escrevemos In = lan ,
b)

à
.

'

ae ain
. . .

'

bn É b.
Seja A = { an : me IN }
A é limitado superiormente
De fato ,

FK
,
ber élimitantesuperior de A .

Se ✗ = sup A então {an ' ✗✗ tbm
Fn

,
e portanto ✗ E MIN ET

me IN



"Intervalos em IR
" "

= lá"
,
b
") × . .

.

✗ lá" , b" )
onde oíikb"

, j = 1
,
_ _

,
N

.

I = {✗ c- IRN : X = (Rn - Rn) ,

áikxjçb" , j = 1
, _ ,
N }

• N = 2 I é um retângulo
b"
E

é

a
" b"

Teorema de Heine - Borel
Iodo "intervalo " em RN
é compacto .


