
( ×
,d) : espaço métrico

E a ✗ ; fecho de E :

I = { F a X : F fechado emX ,

Fs E}
✗ e 7 I. : 7¥ d)
n F ÷ E > F
FEFI .

Proposição : E- = Eu É .

Dem
. a) Eu E

'

é fechado emX .

Vamos mostrar que ✗ \ ( Eu E)
é aberto em X .

Note que
✗ a (Eu É ) = (Xi E) n (KE

' )

Seja xo e / ✗ a E) n (✗ \ E
'

) .

Existe d > O : É
,
(xd n E =P

Mas xo & E ,
o que implica



Bglxo) n E =p .

Resta verificar que Botan E:-p
Suponha que não ,

ie
, que

exista x
, c- Botão) n É .

:c
.

Existe E > o tal que
a BEK.laBolão)

Como x
,
c- E

'

,
existe xze E,

Xae B.dx , ) e Bglxo) }
(b) Logo Eu ÉEFI . Agora ,
seja FEFI , ie ,

F- é fechado
em ✗ e ECF .

Então

ÉCF ' e
.

.

.

Eu ÉCFUFÍF
pois Fé fechado em X



Concluímos
,
então

, que
Eu E

'

= E ☒

NB : E é fechado em ✗
-

= E

{ ) ( se x e ✗ é tal que
V6 > O

, Bobc) n E =/ ¢ então
x e E)
Subespaços
de ( ×

, d) é um espaço métrico

e se Yc ✗ é não vaziopodemosconsiderar o espaço
métrico (Y

, dy) ,
onde

dy = d /µ, : YxY→ IR



Se g.EY e ser > o

BÍI g.) = { YEY : dyly.y.la}
⇒ Brly . ) n Y .

Exemplo
✗

Y
,

.

r
, • •

Yo

✗=p
"

com a métrica usual

✗ = { Ix ,
O) : xe IR }



Proposição : Sejam IX. d) um
espaço métrico

e YCX não vazio .

Então

(1) Se ÜCY então
é aberto em Y JVCX
aberto em ✗ t.q.VN/--V

(2) Se ECY então
E é fechado em Y
3- FCX fechado em ✗ tq .

FNY = E .

Exemplo ✗ = R
, 4=10,1}

o 7

% , 1) é aberto emY



] Yz , 1) = Y n ] Yz
,

2L
lo

, % ] é fechado em Y
] o

, % ] = Yn 1- i. %)

Demonstração (a)

Suponha que Vc X é aberto
em ✗

.

Queremos mostrar que
Vn Y é aberto em Y . Seja
y .E Vn Y .

Em particular y.eu
e portanto existe r > O :

Brly .KV
Logo Yn Br ( g.) a YNV
ME,



e portanto Ynvé aberto em Y.
Seja vc Y aberto em Y .

Dado
ye U existe a- rlyl > O :

B! IYKÜ
Então UB! (g) ⇒Ü

YEÜ
Considere ✓ = ¥%Íf
✓ é aberto em X
e VNY = ¥19,41")



= U BÍ ( y )
y EU

= Ü E

(b) E é fechado em Y#
Y . E é aberto em Y#

JU aberto em X :

Yi E = Yn Ü

Logo E fechado em Y⇒
7 U aberto em X t.iq .

Yi E = Yn U
⇒ E = Yn t.EE)



F fechado em X .

Agora se E = FNY
comFfechado em X então

Yi E = Yn IX. F)
um

aborto em✗
⇒ Y . E é aberto deY .

Compacidade

Def . Seja IX. d) um espaço
métrico

. Dizemos que ✗ é
compacto se vale :

• Dada qualquer família
{Üi }
#

de subconjuntos
abertos em ✗ t.q.X-i.EE.



existe JCI finito tal que
✗ = U Üi .

IEJ

• Dado Yc X dizemos que
✗é compacto se o espaço
métrico ( Y

, dy ) é compacto ,
ie :

• Dada qualquer família de
abertos de X

, {Üi }# com
YC UÜI existe JCI finitoie I

tal que YCUÜI
IEJ

Exemplos : 1) Y finito .



2) YCR
,
Y = { Yn : nem} UH

Yé compacto .

Seja {Vi} ie , umafamíliade abertos de R
com YC UÜ .

IEI

Existe i.e I : O c-Üi
.

Como Üi
.

é aberto existe
E > O : ] - E

,
E [c Üi

.

.

Pela propriedade arqeume .
drama existem

.
c- IN : Yn

.

< E

Mas então Yn < E ,
tn>

, no



e portanto
{ Yn : n > no} v10} CÜi.

Para cada 1 Em < no

J Üin t.q.nl c- Üin .

Logo YCÜEu i.
☒

M = 1


