
Exercícios : normas equivalentes
seja R 70 um inteiro .

Per (IR ) : espaço dos polinômios de
graus h ,

com coeficientes reais .

Pq (Pr) : espaço vetorial sobre IR
de dimensão = k¥ 1 .

Exercícios

1) Sejam × . . . _ , xne R distintos ,
com n > LR

.

Mostre que
existem constantes C ,

> O
,
C
,>
o :

C
,[If Hp If ftp.lxddxt ÇÊIflxjil,
j = 1 o j = 1

Ff e Per IR) .



2) Mostre que dado 470 existem
constantes C ,> O ,Caio :

k k

C. [lojaftp.baldx.GE?ajhj--0kV-f--EajxiePplR)j--
o

3) Seja { f- n } uma sequência
em Pp (R ) . Suponha que fã> f-
uniformemente sobre lo,1} .

Mostre que f c- Per IR ) e que fã>f
em Perth) .

Def . Sejam E um espaço vetorial
e II. 1h , II. 1k normas sobre E . Dizemos



que II. H , e H . II
,
são equivalentes se

existirem constantes C
, .cz> O :

C
,
H xD

,
E Ilxllzf ÇII ✗ 1h ,

VoceE
.

Obs :
Se x

, y c- E

Çlbc - y 1H Haight Ç Ix -yll , .

✓ em um

dztx.gldfx.gl d
,
lx

, y) .

⇒ ( E
,
d
, ) e (E.dz) tem os

mesmos abertos
.

Teorema : Se E é um espaço
vetorial de dimensão finita
então duas normas quaisquer
sobreEsão sempre equivalentes .



Demonstração : Fixemos uma base

de E : { e , . . . , en} e ,
a partir dela ,

definimos a seguinte norma :

N

se xe E
,
se =Ejej , definimos

j = I
Ix I = {Êxj /%

j= I
Vamos provar que qualquer
norma sobre E é equivalente
à I . I . De fato ,

se H 1
,
e II. IK

são normas sobre E então
existem Ç ,Cz ,D ,D, > O :

C
,
Il xll

,
E IXI E ÇHXH ,

D
,

IIx II
,
f I XI f De HXIIe .



Então Çllx HA ix. Dzlbcllz
f De /x/ f Cada HXII ,
D
, D

,

ÇIIXII , E D, kok FCEDZIIxD ,
D
,

↳ 11×11
, f IIXII, E cede 11×11

,
Dz D

,De

Seja II. II uma norma sobre E .

Então se XEE ,

Hall =HÊJEJHÇÊ Ilxjej "
j = 1

µ

= xjlllq.lk E Ixllkjll
f = 1



= ( É llej II ) / xl

EE
IIXII f C

,
IXI , Voce E .

Note que T : R
"
→ E

N

Tlx
, .
. -pen) = Exjej

j = 1
é uniformemente contínua .

HTGG , - -pg) -Fly , . - - , YN) /KG .

| ( Xp , _ . , XN) - (Yi , _ _ , Y NA / .
Lema Se II II é uma norma
sobre um espaço vetorial então
I Ix II - Ky II / E II x - yll , V-x.ge E



Dem
.

De fato ,

HXII = llx - y + y II E II x -ylltllyll
⇒ 11×11 - IIYH E Hoc -y "
Trocando x ⇐y

My II- Ix II s µ -xD = /Ix - yll
Pelo lema concluímos que
IRN→ IR

, .

19 , _ _ , XN)↳ HTIOG ,
_

, XNIH
é contínua

.

Note que ,
se

xp )
"
2=1 então

H Ttsç , . . ,xn) /I > O Por

Heine - Borel
,
existe a >O :



II Tlxi , _ _, xn) /I >, C ,

V19 . _ , xn) e R
"

, ( Isaf)
"
? p

⇒ HTIX , . . _,xp 117429? )
"

V lxi . - - , xn )c- IR
"

Conclusão : se XEE
,
✗=Êqej

j = n

c /XI e II Êxjejll = Hall ☒
f- 1 N

Exemplos Em R :

↳ b. = { TÉ. ¥}"
Ixl

,
= [ lxjl
f = 1



Ix /
•
= max{ Ix , I , _ _ , Ixnl }

- 2

1

•

p - I I

I
I - b I. I

,
I . /•

Em geral o resultado é falso
se a dimensão não for finita
Exemplo

= { * = {xn} : TER e

{m : xô o } é finito}
E é um espaço vetorial



IDEH
,
= [lxnl
M= 1

HA Há Max { Ixnl : me N}
H 1h e II II, são normas sobre E

Suponha que exista C)O://x-IHCHXIKV-x.EE
Para cada KEIN

X-p= ( t , I . . _ . ,

1
.

O
,
- - - -

O
,
- -

)

na
Heer II

,
= K

" Xp % =p
K

.

Logo faça . 1 , V & . §



Solução do exercício 3

fne Pp ( IR) , fn→ f- em lo .
A

⇒ f e Per IR) .

Defina a seguinte norma em
Pr ( IR)

A f- N = sup I f Ix) / norma
xelo . D em Pp (Pr )

foi f então { fn} satisfaz
o critério de Candy paraconvergênciauniforme .

Vc > o 1- n
.
: n.mn

.
⇒ Ifnbd - f.Ela



para todo x e [o ,
1]

. Logo
te > o 1- no : n.ms, no ⇒ AI fn-f.ME
e portanto { fn} i Cauchy
em Pp (Pr) . Logo existe
ge Per IR) tal f-n-sg.ie ,

VE > O Jn
,
: msm

.
⇒ lllfig IKE

ie
, fi> g . Logo f- = q ☒


