
Lista de exercícios . 26111 / 2021

1) Sejam ✗ um espaço métrico e Yc X .

Mostre que Y é conosco então
5 também

é conosco .

2) Sejam ✗ um espaço métrico e {%} ,µ
uma família de subconjuntos de X ,

cada um deles conosco .

Mostre que
se nYx =/$ então UY, é conosco .

de A ✗E A

Definição : Uma componente conexa
de um espaço métrico é umsubconjuntoconosco maximal , ie , um que
não está contido propriamente em
algum subconjunto conosco .

3) Resolva os seguintes itens :



a) Toda componente conexa de X ,
espaço métrico ,

é fechada em X .

b) Se C, e C, são componentes
conexas de ✗ e se C

,
nÇ = $

então C
,
= Cz .

c) Mostre que ✗ se escreve como
a reunião disjuntor de suas
componentes conexas .

d) Defina a seguinte relação ~
sobre os pontos de X :

Xiv X, ⇐ ] YCX conosco , com

Xp ,
X
z
E Y .

Mostre que ~ é uma relação
de equivalência e que
as classes de equivalência de n
de equivalência desta relação
são

, precisamente ,
oscomponentesconexas de ✗ .

Observarão



são
, precisamente ,

os componentes
conexas de X .

e) Determine as componentesconexasde :

✗ = IR. {o} , ✗ = ④
ambós com a métrica induzida
por IR .

Definição : Um espaço métrico é
totalmente desconexo se suascomponentesconexas são os conjuntos
unitários ( ie , qualquer subconjuntocontendo dois pontos distintos édesconexo ) .

f) Seja ✗ um espaço métricoinumerável
.

Então ✗ é totalmente
desconexo

.

Definição : Um espaço métrico ✗ é



localmente conosco se dados xo E X
e r> o existe VC Bata conosco
com Doe V ?

g) Mostre que se ✗ é localmente
conosco então toda componente
conexa de ✗ é um subconjunto
aberto em X

.

1) Basta mostrar que :

YCX conexo ,
5 = X ⇒ ✗conexo

De fato , seja ✗ = Au B uma
decomposição de ✗ com :

A.B abertos em X
,
An B = $ .

Temos que verificar que A=p ou B-- lo



Agora ✗ = ( ANY) UIBRY ) .

b- a _

em Y | aberto emY
disjuntor

Como Y é conosco temos

ANY -- lo ou BNY =P
I

A-- lo B=P
suponha que não !
A # ¢ .

Tomo a c- A
.

Ir > o : Bria) a A .

Como a c- ✗ e # = ✗ existe
BEY ,

be Brla) _ Logo be Any }



2) Y, e ✗ ,
✗ E A

I Do c- % ,
V ✗ E A .

⇒ Y ÷ U % é conexo .

✗ e A

Suponhamos que Y = Au B ,

A
,
B abertos de Y

,
An B = ¢

Vou assumir que %e A .

Temos % = (Anya) u (Br %)
aberto em aberto em

Ya Ya

disjuntorcomo Y✗ é conosco
e xo E Ar Yx ,

V2⇒
Br Yx = 0 ,

Vx ⇒



B = $ ⇒ Y é conosco
.

Sejam ✗ espaço métrico , xo e X

F
,a.
= { C : c c ✗ éconosco

,
xoec}

Fã $ pois {ao} e Fxo

Çç = U C
cc- Fixo

exercício
2

↳ é conosco ! Agora ,
se

DCX é conosco
, CãçD



então xoe D ⇒ De 7%
e portanto DC Cxo .

Logo Cxo=D ⇒↳ é
uma componente conexade ✗
Por outro lado

, suponha que
C
,
e Cz sejam componentes

conexas de X
,

C
,
nÇEO .

Então
, pelo exercício 2 ,

C
,
u Ç é conosco . Logo

C
,
= ÇUC, e C, = C , v9

ie
,
C
,
=Cz ☒

Conclusão : resolvemos b) e c) .



Agora se C é uma componente
conexa de ✗ então C- é conosco
e Cc E ⇒ C = c- e portanto
C é fechado em X .

e) X :-. IR \O = ] -a
,
o [ v70

,
ao [

conosco conosco

C
, Ç

componentes
conosco de ✗

.De fato ,
se YCX então

ou YCC
,
ou Yccz ,

ie
,

ou Yn Ç = Y ou Ync
,
= Y

Suponha que isto não valha .
Logo J y , e Ync , e yr eYncz



Y = ( Yn G) u ( YnG)
* disjuntor ☒☒

⇒ Y é desconexo .

① : tem um exercício em
uma lista :

A cQ
,
A contém dois pontos

distintos ⇒ A é desconexo .

• Se ✗ é inumerável e se
C a ✗ contém pelo menos dois
pontos distintos então C é
desconexo

.

De fato , sejam a ,
b e C

,

a =/ b .



Considere f :C >

Rffsa) = dlx
, a) ,

XEC

dlx
, a) fdtx.yi-d.ly ,

a)

⇒ dtça) - dly .
a) E dtsçy)

Trocando x ⇐y temos
Idlx

,
a) - dly , a) / fdtsçyl

Logo fé (uniformemente)
contínua em C .

⇒ fklé conosco em IR

⇒ { f. (a) , flb)/ cfk)
não

_ → [ o
,
dla

, b) ] cfklenumerarel



Logo f- (c) é não enumerárd
⇒ C não é memorável

⇒ ✗ não é enumerárd

/ : localmente conosco
C : componente conexa de X
C é abertaem X : seja x.EC .

Existe Vc ✗ conosco ,
existe E > O :

Betão)CV .

Agora xoe Vnc ⇒ Vuc
é conosco .

Como C é componente
VUC = C

,
ie
,
VCC

.

Logo Betão) CC .



Exemplo : ra R
' aberto

. f :R→R
"

diferenciarel , fitx) = O ,
VoceR

Então f é constante em cada
componente conexa de R .

O"
r =r

, urz


