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Definição. Sejam X um espaço métrico e F ⇢ X. Dizemos que F é totalmente limitado
se dado " > 0 existem Sj ⇢ X, j = 1, . . . , n, tais que

(]) F ⇢
n[

j=1

Sj, �(Sj) < ", j = 1, . . . , n.

1. Mostre que F ⇢ X é totalmente limitado se, e somente se, dado " > 0 existem Sj ⇢ X,
j = 1, . . . , n, cada Sj fechado em X, tal que vale (]).

2. Mostre que se F ⇢ X é totalmente limitado então F é limitado.

3. Mostre que F é totalmente limitado e se G ⇢ F então F é totalmente limitado.

4. Mostre que se d é a métrica discreta e se F ⇢ X é infinito então F é limitado mas não
totalmente limitado.

5. Sejam X um espaço métrico completo e F1 � F2 � · · ·Fn � Fn+1 � · · · uma sequência
de subconjuntos fechados em X, Fn 6= ;, 8n. Suponha que �(Fn) ! 0 em R. Mostre queT1

n=1 Fn = {x0}, para algum x0 2 X.

6. Demonstre o seguinte teorema:

Teorema. Seja X um espaço métrico. Então X é compacto se, e somente se, X é completo
e totalmente limitado.
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F é totalmente limitado
se dado E > O existem

5. , _ _

,Sn C X , OTSJ) < E
n

e F a U Sj
j = I

a ✗ compacto ⇒ ✗ é
totalmente limitado .

De fato , seja E > 0 .

Então

✗ = UBçglx)
xe X



Como X é compacto ,

] Xp ,
- - pc n E X :

n

✗ = UB
%
(xi)

I = 1

② F totalmente limitado
⇒ F é limitado

De fato existem 9 ,
_

, Sn
CX

,

8 (Sjk 1 tq .

Fc Ôsj [Sfd)j = 1



Sejam xjesj , f- t.in
Se x

, y E F existem
i.KE { 1 ,
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,
n } t.iq .
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E 1 + 1 + dlxj ,xr )
f 2 + M

,

onde

M = max { dtxppç )}
kp ,qçn

Logo F é limitado .

0H; d ) , d : discreta

FCX totalmente
limitado⇒ F finito



Existem 51 , - - ,Sn ,

Sj =/ $ , ltj = 1
.
-

,
n :

FCÔS; e d (Sp < 1j = 1

dlsjk 1
,Sjto ⇒F-Hj}

Logo Fc {x, . . _ ,?} .

Para o aluno curioso

l.HN ) = { {xn} me µ :



✗me R
,
{xn} é limitada}

l HN ) é um IR - espaço
00

vetorial
,
com métrica

definida por
d({xn} ,{yn}) =

suplxn- yn/
me IN

txn - ynk txnl Hynl



a) Mostre que d é
uma métrica

sobre lof N )
b) Mostre que ,

em las IIN ) ,

B
,
(o) não é

totalmente limitada
Abs .

Para cada j e N
defina §. E las ( IN ) :



ÔJ = ( O ,
O
,
- -

,
0
, 1,0 ,

- -)
j

d (Êj Êp) = 1 sej + K

⑤ X : completo
F
,
> Fãs . .

> Fã Fn? i . .

fechados , Fn # Otn
E (Fn)→ O

⇒ ÂFN = {xo}
M= 1



Solução Trancada
ne N tomo Xnefn .

Afirmação : lxn} é Candy
De fato ,

dado E >o existe

MEN : n > no⇒ CSIFNKE
bem

,man . então

XMEFM e XNEFN
e i. Xmixnefmintmm}
Como min {m.nl > no



Ó ( Fmin{mm} ) < E
e portanto dlxmixnkE
como ✗ é completo ,

JOGEX : sem⇒ ao
00

Afirmação : xçnf
n =p

M

De fato , sejam c- N

arbitrário
.

Então
{xn}não é uma



sequência em Fã
como xn→ xo

mim

e como Fã é fechado
segue que Roe Fm

Logo ao c- A Fn .

N 71

Se x
,
e nfn então
me IN

dtx
, iron ElEn) , ttn

Como 6 ( Fn) → o segue



que d (xp , xo ) = O ,
ie
,

X
,
=X

o
☒

Dem
.
do Teorema

completo ,
totalmente

limitado⇒✗ compacto
Suponha que a conclusão
não valha .

3- {UM
,µ ,
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U ✗ aberto em X ,



U ↳ = X mas
✗E A
não existe subfamília
finita de { Ux}✗ c- A
cuja reunião seja
= a ✗ .

Dado E = 1 existem

9 ,
_

,Sn fechados
em X

, Üsj = X
f = 1



e o (Sj ) < 1

Existe je { 1
,
_ _

,
N }

tal que Sj não
pode ser coberto por
um n°. finito dos
{Ua} . Defino
F
,
= Sj .



• E é fechado em X
E ( Fi ) < 1

,
F
,
não

pode ser coberto por
um vi. finito dos {4}
Agora F, é totalmente
limitado

.

Dado E- E
existem R

, . . _ , RM
fechados em X tq .

F, c ÃPer e o Ira) É



para todo K .

E = ( Rn F)U.U KAH
Existe te / 1 .

- -

,
M } tq .

Ren F, não pode ser
coberto por um n°.

finito dos { U ×}
Ponho E = Ren Fs .

• Fa C Fi ,
F
,
é fechado em



✗
,
8 ( Fa ) < % e

E não pode ser
coberto por um n°.
finito dos {Ux} .

Continuando oprocessoobteremos uma

sequência de fechados
de X :

F
,
> Fé . .

> FãE? - -



tal que
• ME - KY.EE?
• cada Fj não pode
ser coberto por um
vi. finito dos { Ux}
Como ✗ é completo.

À Fj = {ao }j = e



Agora xoe Ü,
para algum ×. c-A .

Como Üà é aberto
.
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.
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,
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Assim fj.CI

.
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