
Teorema da decomposição espectral para operadores
simétricos

Teorema e LIIRN ) simétrico ,
ie

(Ax) . y = x . (Ay) , V-x.ge R
"

Então existe { u . . . _ , Un } base ortonormal
de R"

,
ie

, { U , . . . , un} é base de RN
e Mi . Uj = coij , ij = 1

,
-

,
N

,
e existem

Xp , _ ,
✗
N e R tais que
A Uj = hj Uj , j = 1

,
_ _

,
N

Lembrar : hj são as raízes de
ditHI -A) = O

Demonstração : A função f- : R
"

→Rdefinida
por f- (x ) = (Ax) . x é contínua .

Se A = ( ay) , çij < µ é
a matriz de A

com relação à base canônica de R
"

,



{ei , _ , en } , e se x = [rxjej então
j = 1

flx) = (Ax) .x = [aijxixj
j = I

OBS : A
ij = hj i ,

i
,j = 1

,
_ _

,
N

.

Seja 5 = {xeR
"

: 1×1=1 } .

•
5 é compacto . Seja gtx ) = Ixl? 1

.

q é continua em IR
"

e

S = g-
' Ho }) ⇒ sé fechado emN
&
fechado em IR

Também S é limitado
.

Logo : existe do c- S : flxo) = mim f- (x)
xe 5

Note agora que g , f são de classe C
'

e que 5 é uma hipersuperfície cmÃ



S = { xe RN : glx) = O } e

GYX) é representada por
( 9-(x) , _ .

,
09-1×1) = Fg (x)OX , OXN

gtx) = xi + . . .

+ xni -1 ⇒

ÍÍG(x) = ( 29 ,
_

, ZXN) = 2x

e x -1-0 em S

Logo flxo) = min ( fls) e portanto5.
xo é ponto crítico de f / g. . Logo ,
pelo teorema da aula passada ,

Ff (xd = AÍglxo) = 217

T
f(x) = Êaijxixji

,j = 1



9- (x) =[aerjxj +[%xi
OXp j = , i= e

¥2[Apjxj (Aé simétrica)
j ⇒

N

Logo Àflx) ⇒ ([aipcj .
.
_

,[oenjxj)
j = e j = e

= 2
91 - - - Qin c

,

: :
Q
Np - - - ANN X

N

2 AX

Conclusão : 2A? = 2106

ou Ax
.

= Axo

ie
,
ao é auto vetor de Acorrespondenteao autovalor 1 !

Obs xo é determinado por



(Axo) . Do = minlaxux
1×1--1

e como Axo = Axo então

(Axo) . 7=(7061.16--1177)--14%2
e portanto D= (Axo) .sc

.

Faço Mix. 4. U ,
= 1

h
,
=D AU

,
= AU ,

Seja E- { XER
"

: xiu
,
-0 }

dim E = N -1

De fato h : R
"

→ R

frlx) = X.tl ,
hésobujctor .A
dimlrerh + dim /Imagem (h )) = N



dimE = dimkah =

.

N - 1

Observação : A(E) a E .

AXN
\

U ,

•

>

Xz
<
X e

De fato se xe E então
X . U

,
= 0 e portanto
(Ax) .U ,

= x
.
IAU

,) = x . Hiei)
= A

,
IX.U , ) = O ,

ie
,

Axe E
.

Considero : A : E→E

E simétrica

Repito o que foi feito :
JU
,
e E



com Us . U
,
= 1 e 7 TER : AUE 14

Como U
,
E E

, Ui Ué O .

Repete- se o processo N -2 vezes ☒


