
R : corpo ordenado completo
satisfaz o
axioma do

supremoconsequências
① VYER , Vx> O ,

] me IN : na > y .

Em particular ,
dado E > o existe

no C- IN : no E > 1
. Logo ,

se n >, no

me N
,
temos n E 7 M

.
E > I

,
I e ,

f- < E ,
mano . 1m→O

O Dados x ,YER ,
x < y existe re① .

x < r < y
Digressão Em N vale o princípio
da indução : se Pc N satisfaz

•
1 EP

.
Se me P então n + pep P = IN

Princípio da boa ordem :

VBCIN ,
B # ¢ então B possui seu menor



elemento ,
ie

, 7 b eB t.q.b.tn ,

para todo me B .

O princípio da boa ordem pode
ser enunciado em Z :

V P C Z
,

P# lo e limitado inferior
.

mente então P tem menor elemento

De fato , existe q
tal

ftp.V-pc-P
.
( qe 2) . Seja

A = { p - q + 1 : p c- P } a IN
A # 01 pois P# ☒ e portanto
A tem menor elemento .

Isto é
,

1- a c- A tal que as
m

,
km e A .

Em outras palavras
as p -q +1 , VpePax
q-1 E p , ltpep

Ainda mais
,
a =p. - q + 1

, para
algum p. e P . Logo pép.lt PEP .



Demonstração de ② Sejam x , y c- R ,

x < y .

Existe qe IN tal que q.ly - x) > 1

qx À qy

qx < p < qy ie
.

✗ <f- < y .

Existência de p :

seja D= {me 2 : qx < m}
Pé não vazio (propor . arguimediana

Logo P tem menor elemento :p .

Assim p -1 < qxcp
ie

,

qx < p e p < qx+1 < qy



Tópicos sobre teoria dos conjuntos
Definição : Dados A

,
B conjuntos

diremos que
A é equivalente a B

(ou que A tem a
mesma carolina.

lidada de B) ,

e escreveremos A ~ B
.

se existir f : A →B bijetora .

Observação :
• A ~ A
• A ~ B ⇒ B NA
• Au B ,

B vc ⇒ ANC

Notação : Se NEIN
,

derrotamos

JN : = { 1 ,
2

,
_
_

,
N }

Definição . Seja Aum conjunto .

(1) Dizemos que A é finito se ou
A = ¢ ou se ] NE IN : A ~ JN .

(2) Dizemos que A é infinito se
A não for finito .



(3) Dizemos que A é inumerável
se ou A é finito ou A ~ IN .

Observação : Se f : IN → A sobrejetaa
e se escrevermos f (m) = Xn então
A = { XN : me IN } .

Note então que

A é inumerável⇐ A se escreve
na forma A = {xn : n c- AI }

/
isto é claro se A é infinito ,
se A é finito ( não vazio )
A = { ai , _ _ ,

a
N } = { Xm : me IN } onde

,

por exemplo ,
X

,
= Q, e xn = ar

:
se n > N✗

N = AN

Observação 1 . Se A é inumerável e

se qg : A=> B é sobujetora então
B é inumerável . [ A = {xn : me IN }
então B = {glxn) : me IN} ]



Observação 2 Se Aé inumerável

e se BCA então B é inumerável .

Dem Se B =D Ok
.

Assuma 13=1/0
Escrevamos A = {xn : me IN } e
tome be B .

Forme yn.me IN ,

da seguinte forma :

Yn =[n se XNEBb se xneps
Então B = { yn : me IN } LE

Exemplos 1) Né inumerável

2) Z
,
é inumerável

f : IN → Z
,_ , f- (m) = n - I

bijeção
3) Z éinumerável

{ %
se népar

g : IN→Z
, Gtn) = EE senéímparbiseção



Generalidades ,
r conjuntos ,

I =/ ☒
Família de subconjuntos de Rindexada

por i :

(Ei ) i.± . EiCR .

U Ei = {xer : Ii eI c/ xe Ei}
I e I

M Ei = { xer : xe Ei , Hiei }
IEI

Mais um conceito : sejam E , .
. .

. En

conjuntos .

O produto cartesiano
de E , _ _ ,

En é , por definição
E

,
×
. -

✗ Em = { ( e . . - - , en) : ej-CEj.j-1.in}
Teorema : O conjunto
E :#

+
U (2-

+
✗ IN ) u ( 7-4×71+ ✗NIU
. . .

U ( ZÉ" × IN ) U . .
. .



é inumerável .

Dem
. Seja pipa . - spe < .

.
.

a sequência dos primos
Se me IN

,
M 72
mer onden = Pin '

.

_ . Por
per é o maior fator primo
de n . Logo mjeLimpo
Logo 1mi . . -mer) e ZÉ ' ✗ IN

C E
Escrevemos
1=20 e neste caso mio e E

Definimos f : IN→E por



f- (m) = (Mp , _
_

,mer)

f- é uma bijeçáo , por
construção ☒

ao

Observação : UINNC E
ao

N = 1

e portanto UN " é enumoáod
N = 1

Corolário f é inumerável .

Dom
.
Considere

A = IN x IN ✗ {1 , 2,3 }
A é inumerável . Seja
g : A→ Q



ftp.q , 1) = Pq E Q
ftp.q ,2) = -Pq E Q

Glp , q , 3) = O

V-p.ge IN . gésobrejetora !
Portanto Q é inumerável ☒

Proposição : Seja ( A a)nem uma
família inumerável deconjuntos

.

Se cada An ( n = 1,2 . .
_)

foi inumerável então OAn
M = 1

é inumerável
.



Demonstração Cada An

pode ser escrito na forma
An = { xii' : me IN }
Considero IN ✗ IN ÕAN

M=p

(mim) I x!)
✗ é sobrejetora e como
IN ✗ IN é inumerável segue
que [An é inumerável #

M = 1

Exemplo de um conjunto
não inumerável



8 = { (7)nenixn-kd.vn}
Proposição 8 não é enume .
rável .

Dem
. Seja f : IN→ Se

qualquer .

Vamos mostrar

que f- não pode ser sobre -

jetora ,
exibindo umelemento
em 8 que

não está

na imagem de f- .

Tal
elemento é definido por
( Jn)ne ,N

onde :



Yn = { °
se o n -ésimo
elementodasequência
fim foi 1

( p
se o n -

ésimo
elemento dasequênciafim) for O

(G)nem¢ Imagem f- .

f- 4) = ( x!
,
x
"! . . - - - - )
(2)f- (2) = (x? ' , xa , . . . _ .

.

)
.

.

'

Eti


