
Teorema da função implícita
Notação IR "" = IR

"

× IRM
coordenadas (x, Y) = tx , ,

_

,XN , Yi , _ , YM)
Exemplo : Considere um sistema linear

Qp ,
X
, + .

.
. + Ain XN + buY , + . . .+ bemYM = C

,I :
A
N , Xp 1-

_ .
. .

+ QNNXN + bn ,Yi + - - + bnmym= CN
N equações ,

N + M incógnitas
Se detlaij ) , < i.<µ # O {podemos renderna variávelx.

Hj E N
Considere agora um sistema

não

linear :

f , I Xi i
- -PCN , Yi , _ _ , YM) = O☒ {

µ
( xp , _

_

, Xn , Yi , _ _ , YM ) = O



Quero resolver (5) obtendo xp , _ pcn
como função de yi , _ , ym . Precisamos:
(1) fj de classe E

'

, -1=1 , _ . N .

(2) Uma solução particular :

existem ai . -An ,
bi , - -Bm t.iq .

fj (ai , _ , IAN ,
b

, . . _, bm ) = O j --1mV

(3) detfofi (ah) , <iy.sn#0oxjIRN+M=RNxRM
,
AELIR

"

? R
")

Se ( h
,
b) e IRN -1M

Alh
,
b) = Alho) +Alok)

Axe LIIRY ; Axh = Alho)

AYELIR? R
" ) ; Ayk = Alok)



Então Alh
,
KI = Axh + Ayk .

Proposição Suponha AXEGLIRY
Então dado ERER

"
existe um

único he R
" tal que A 1h ,

K) -0

Demonstração : Dado te RM

temos que resolver Alh .
E) = O

.

Mas Alh
.

h ) = Axh + Ayer = O ,

ie

Axh = - AYK ou h = -AÍAYK
Teorema da função implícita
sejam RCR

""
aberto e f : r→R

"

de classe C! Seja (a.b) c-r tal
que fla ,

b) =O e que ,
se A = flor ,

b)
então Axe GL (RN ) .

Então :



(1) Existe UCR aberto ,
( a. b)EÜ ;

(2) IAKIRM aberto
,
bela;

(3) G : IN IR
"

dedassec ! glb ) -a
tais que :

{ tx.pe ftxyto} :{ lgap.gl : yew}
"÷.fi#E*e

IR
"

Demonstração f :D →R
"

. Seja
F :S→ RN -1M

, Ftsçy) :(ftsçy) , g)
Fé de classe C '

,
Fla ,

b) = ( oito)



Afirmo que Fla , b) EGLIIR
" " )

De fato ,

fla-ih.b.tk) -_ f- (a.b) + AH ,
K ) + kkk)

onde rlh.fr )
⇒ O

> O
11h

,
K) / (hp)→ 10,0 )

"

Logo :

Fla-1h
,
b -1k ) - Fla ,

b) =

( f- Cath ,
b -1k )

,
b -1k ) - (0 ,

b) =

= ( Alhtr / + rlhir) ,b) =
= ( Alka )

,
b) + (MAR) ,

O )

Conclusão FYA
,
b) é atransformaçãolinear dada por :

( hip) I ( AMIR) , k ) .

Té injetora : se Tlhik) --0 então



A / h
,
b) = O e K = 0

. Logo A (h ,
O ) =O

ie A
>oh = o
-

Ax !
Como A

×
é inversãoel

, en = O ☒

Podemos aplicar o teorema dafunçãoinversa para F :

existem :

• la
,
b) EÜCR aberto ;

• lo
,
b) E ITCIRN + M

aberto

tais que F : →4- é uma

beijação com inversa de classe é

Seja G a inversa de F. Demo.
trarei

, provisoriamente ,
as variáveis

em TT por ( X ,
Y ) .

Escreverei
,

também .



GIX
,
Y ) = ( G. ( Xii ) , Gzlx ,YD

Então
,
dado que Ftx , g) =/ftp.yl ,

F ( GCX ,
Y ) ) = ( flqk.YIGHYD.GG . YD

Assim ff IG ,
IX. Y )

, GAYA ⇒✗

LG, (Xi ) = Y
Seja VV = { YEIR

"

:(QYIEV}
RM

iü:
'

o q
N



Note que belthlequewé
aberto em RM

.
[ se

¢ : RM-> IR ""
, 0/14=10,4 )

,

então IN -

- ¢441 ) '

G. f- 1

sfl.GG/.YI,Y)--X/Gz(X,Y)=Y GIQB) Cqb)

Definimos g. kk> IR
"

GIY ) G, / QY )
Temos qlb) -_ GO.to)=a !

FIGIY ) .

Y) -_ O

Logo { IGIY ) , Y ) : Yen} C



{ lx , y) e U
: f tried = o}

A inclusão reversa segue de
G. F = I em Ü ,

ie
,

G(Ffx , y)) = (x , y) ,
ie

,

(G,
( f Gçy) , y ) , y ) = lx , y) , ie ,

G
, ( flx , y) , y) = X .

Logo ,
se ffx , g) = O temos
a = Galo , y ) = g (y )

e portanto vale a inclusão
reversa ☒

Observação : Em geral não é
possível obter g explicitamente ,

mas



podemos determinar GYBIELIRM ,
IRY

De fato q
' (b) = - AÍAy

Dom
. GIX

,
Y ) -_¢

,
Hill , Y )

Logo GIO , g) = ( g ( y) , y)

§ (y) ÷ ( gly) , y ) .

Temos
,
como acima ,

¢ (y ) K = ( ojlylk ,
K)

Temos f- (§ (y) ) = O
Pela regra da cadeia

0=7
'

(E) • §
'

(g)
Faço y = b .

Temos § (b) = la ,
b)
,



donde
,
se TRERM

O = ¢ '

/a. b) • fly))k
= fila ,b) ( OIYBIK)
= flor ,b) (ajlblkir)
= AIGYBTRTRI
= Axlg

'

(b) b) + AYK
Conclusão

Axg
' (b) + Ay = O

e. : g
'

/ b) = - AÍ Ay


