
Demonstração do teorema da função inversa
rcpí aberto , FECYR ;RN ) , oçertq .

f
'

pode GLIIR
" )

.

Então JVCR
,
Doe .

V

tal que f- ( V ) é aberto em RN e
f- / ✓ : V f IV ) é uma bijeçáo com
inversa de classe C

'

* Vamos assumir que xõ O e

que f (o) ± 0 .

De fato ,
coriãdou

glx) = f (x+ xo) - fixo)
g e c

'

, g (o) = O

Se definirmos T.IR
"

→ R
"

,

S : R
"

→R
"

:

T (x) = X +X.
S ( y ) = y - fixo) , então



g =5. (f.T ) .

Basta notar

que T e S são
de classe C '

com

inversa de classe C
'

.

f- = Sigo T
- '

☒

f- (o) = 0 .

Escrevemos

f / O + x) = f G) + f-
"

(o) x + rlx) ,
ie

ie
, f (x ) = f

'

6)X + rlx)

Lembrar da aula passada :

UCR " aberto
, f : U→R

"

f- (x) = Tx + ¢ (x) ,
onde TEGL ( RN)

e toba) - kg) / f e Ix -yl , Faye
com HT " II.a < 1

.

Então flu ) é
aberto em Rne f : U → f- Iv ) é
uma beijação com inversa contínua .



f (x) = f- Yotx + rlxl . Note que REC
'

pois fé de classe C
'

.

Além do mais

r (x) = O + OX + rlx)
o temoscomo ^""Axl ✗→o

r
'

6) = 0 .
Como r é classe Ô

dado E > O existe o > o tal que
Ix -Ok d ⇒ µ tx) -é 6) IKE

a-
Torno E = HFYOI

" AÍ e considero
o o > O correspondente .

Então

lock or > IIRYXIIKIIFIÀYIYZ
Agora Bolo) é convexa . Pelo

DVM obtemos

À
, ye Bolo) rlx) - rlysk

( HFYO)
- ' HÃ) Ix -yl



=
IIFYO)

- ' II. o = 12<1
Agora , f.

'

G) c- GLIRNKLIR" )
aberto em →

Logo JP > o tal se TELIR" )
e HT - FYOIIKP TEGLIR " )

.

Como fé contínua em 0 ,

existe 170 :

1×1<1 Afa) - ftolkp
Conclusão : 71 > o t.iq .

IXKR - f
' (a) c- GLIRN )

Finalmente tomo d-ninho }
e ✗ = Bolo) .

Resumindo
:



(1) lrtxtrlyk If
'

Oi
'

II
"

Ix - yl ,
2

V-x.ge V
(2) f

' (x) e GLIR
" )
,
VXEV

(1) implica , pelo resultado da
aula passada , que f ( V ) é
aberto em R

"

e que
f / v : V→ flv) é uma
beijação com inversa contínua .

Falta mostrar que f-
'

: FN )→ V
é continuamente diferenciarel
em f (V ) .

Fixemos

YE f (V ) , f- (x) = y .



Vamos
, primeiramente ,

mostrar

que f-
'
é diferenciaisel em y .

f-
"

( y+b) = f-
'

(g) + TK + RH
onde Te LIR

" ) e RÉ→ O

→ O

self
-

1)
'

(g) existir usando (2)

If if
"

/ (g) = y
Pela regra

da cadeia

I = f
'

/ f- Yy ) ) . (f- 1)
"

(y)

(f- 1)
'

(g) = f
'

(x)
- 1

f-
'

( y + b) = f- Yy ) + fixit
+ R (K)



RIKI
→ o

1kt K→o

f- flxl , y-ik-flx.fr) ( define hl
por = ffx -1k) - ffx)
✗ + h = f- Yy -1k)

. h = f-
' ( y +K) - f-

'

( y )
como f e f - ' são contínuas ,

h → o⇐ K → o
RIKI = f- Yy -1k ) - f-Yy ) - fláp

= h - FYXÍK
= h - FYXÍ / fbcdn.fi#

⇒ h - f
'

Ixi ' / filxih + rlhl)



onde rlh) O
1h1 h -0

Assim
RIR ) -_

h-ftxiflxlh.fi/xi'rlhIieiR(er)=.fYxi!rlh)LgoRlkI---Yj
, FEMEAKI

e portanto
IRIKII 1h1 / ftxi YETI
IRI

=

IKI

k¥-114441111h1 .



Se k→ o então h→ ou portanto
IRÃ

→ O
.

Precisamos verificar
1h1

que 1,1¥ fica limitado quando
h

,
K→ 0

. Aplico exercício 6 da
lista 5 :

existe a > O :

lflx + h ) - ftp.clhl ,
para 1h kd . Logo IKI>, clhl
e i

. Éç a ☒

Finalmente devemos verificar
que ( f

" )
'

: f (v)→ LIRN )
é contínua :



( f
" )

"

= (f)
"

of
"

ie
,

f (V ) f
"

V.É> GLIRY
A

(fi )
"

GL (RN )

NA) = A" ( contínua)


