
TEOREMA DA FUNÇÃO INVERSA

① Perturbação da identidade

TTCIR
"

aberto
, f- : →R"

,

f- (a) = ✗+ Ptc) , onde ¢ : U→ R
"

éumá contração .

Então

① flü) é aberto em R
"

② f- : Ü→ftv) é bijetoa com
inversa contínua .

Demonstração Existe uma constante

ao < 1 : 10H) - fly) / fc Ix - yl ,
V-x.ge Ü .

Então
,
se x

, ye Ü

Iflx) - fly ) / = lxiolx ) - y - fly) /
= / Ix - g) + (0/1×1-041) /
7 Ix- yl -101×1 - Olly ) /
I Ix - yl - clx - y / = ( IÊ) Ix -yl .



Em particular , f-(x) -- fly) ⇒ x = y
e. : fé injetora .

Se f-
'
: flu )→Ü

então tomando x = f-
'
( x ) , y = f-

' (Y )

IFYX ) - f- YYIK É / X - YI
.

Em particular f-
'
é (uniformemente)

contínua
.

Resta mostrar que f lo) é aberto em R
"

.

Seja b. c- fl ) .

Tomemos aetttq .

f- (a) = b .

Como Ü é aberto existe

o > O : Bola] CÜ . Afirmação :
⑦ Boa⇒ (b) cftu)

De fato , seja ye Boa . (b) fixado.
Queremos determinar 5C E tal



que ffx) = y .

Isto significa que
f- (I ) = 5C + § (I ) = Y ,

ou ainda
,

5C = y - § (E)
ou ainda

,

à é ponto fixo de
G (x) = y

- § (x)
Note que / G (x) - Glx '

) kctx-x' I

para todo x ,
x

'

e Ü
.

Para concluir a demonstração ,
vou

provar que G (Bola) K Bola} (• I
Daqui seguirá nossa afirmação
(* ) uma vez que G definirá uma
contração de Bola] em si mesmo,



e que Bola] é fechado em IRN e
portanto completo .

Demonstração de à Sejaxepzla
Quero mostrar que

Glx) e Bola] ,
ie

,
IG (x) - alto

.

Iamos Ix -akd

e que ly - bk ( 1- c) 5
. Jojo

IGGC) - a / = / y - § (x) - a / =

= / Y - b + b- § (x) - a / .

Agora b = f. (a) = a+☒ (a) . Logo
/ Glx) - a / = / y

- b +§ (a) -§ (x) /

fly - b / + / ☒ (a) - f- (⇒ I

f II - c) E + clx - a/

E ( 1- c) 6 + cor = E E



Corolário Sejam ÜCR
" aberto e

f- :Ü → IR
"

definida por
f (x) = Tx + ☒ (x) ,

xeÜ
,
onde TEGLIR" )

e ¢ satisfaz tocá - lo (g) kkk -yl ,
V-x.ge Ü ,

com 11-1-411<1
.

Então

① FIÜ) é aberto em IR?
② f é uma bijeção f : → ftu)
com inversa contínua .

Demonstração Defina g-- T
- ! f .

Logo g (x) = T
- '

flx) = T
"

{-1×+0/1×1}
= ✗ + (T

- '
d) (x)

Agora / ( T - 'd) (x ) - ( T
-

4) (y) /
= / T " ( Ptc) - fly ) ) /



FIIT -11/1/01×1 - fly) /
f HT

- ' HA Ix - yl.V-x.ge
=

Logo T - lo $ é uma contração
e portanto glu) é aberto e
g : → gtu) é uma bijeçáo
com inversa contínua

.

Note

que f- = T.ge portanto
f- ( to) -- Tlgl 1) é aberto em R

"

( T : R
"
→ R

" é contínua com inversa

contínua) G
> GIÜI

•

T
f-
'
= g-

"

• T
- '

f -

TfgluD= flui



Teorema da função inversa
rc R

"

, f : r→ R
"

de classe d

seja x.e R tal que fita) eGURI
Então existe Ü ir aberto , xoeÜ

tal que :

f (E ) é aberto em R
"

e

f-µ :Ü→ f- ( Ü ) é uma
beijação com inversa
(foi ! f IÜ)→Ü de classe C!

Observações t hipótese da função
ser de classe C

"

é fundamental .

2) O fato de f
'

(x) e GL (RN )
,
ltxer

não implica , quando NZ2
, que



f- seja injetora em r
Exemplo : f :

É→Pí

flx , g) = ( êcosy , eíseny)
f- ECYR? IRZ ) ( as derivadasparciaisexistem e são contínuas
em Pí )

.

ftp.y ) é representada pela matriz
7) fsçy , = éasy

- éseny
êseay éçosy

det ](f) lx , g) = e
"

-1-0
, tttsçy) .

Note que f- não é injetora empí
f- (x , y +21T) = flx , y ) , kx.pe IÂ


