
Teorema rc R " aberto
.

Sãoequivalentes
:

A) R é conosco ;
B) V-x.ge R 78 :[a.b)→r
contínua

,
Na) -- x ,

Mb) = y
Vimos que A) B)
B) A) Suponha R desconexo
Então 74 ,Uzc R abertos em R

,

com U , -1-01 , Uzto ,
U

,Nãoe
U

,
UU
,
= R

.

Possotomar x e Un
,

y e E .
Por B) JJ :[a ,

b] →R

contínua
,
Na) =x ,

V (b) = y .ConsidereE ÷ 8 ( [a ,
b) ) = {Vlt) : tela

,
b]}

E aR
.

Como [a
,
b ] a IR é conosco

e como 8 é contínua ,
E é conosco

.



Mas
,
se definirmos V ,

= U
,
NE
,

4=4 E temos

Kev, são abertos de E ;
⇒

V
,
# ¢ pois XEV , E

Váto pois yevz é

desone
Vinha =D -

ão

V
, UV, = E Y

%
DF.mif.DK
HÉICIIKM

,V-xc-D-tlfbd-flykmbc-yl.tk ,yed
Corolário da DVM : D. CIR

" aberto
,

conosco . Seja f : r→ IRM diferencial .
Se ftp.0.V-xer então f- é
constante em R

.



Demonstração : Seja xoer fixado
e seja
F- {xer : fbc) = fãs}

Nossa conclusão é que F
= R

Vamos mostrar que F # $ ,
F

é aberto em R e Fé fechado .

(o que implicará F = r)
i ) xo E F e i . F # OI
Ii) Como f é diferenciarel em R
então f é contínua em R .

Como F = f-
'

({ fixo) } )
-

fechado em
IRM

segue que F é fechado emR .



iii ) Fé aberto em r .
De fato

seja ✗*c- F arbitrário . Tome
nos r > o BGC*KR .

r

um
convexo

Aplicamos a DVM para
ftp.rb#):Brbc*)→ IRM

.

Como HFYXIIKO , V-xc-B.nl# .

obtemos / ftp.flx#IK0ly-x-id
para todo y c- Brlx*) , ie ,

f- (g) = flx*) , V-yc-B.sk#) .

Mas flx* ) = floco) ( x#c- E)
donde Brlx*KE EI



2

1

'
r

,

) ( ) >
rz

R = R
,
U R

e

Definição : RCR
" aberto e

f : R → RM
. Dizemos que f é

continuamente diferenciarel
em R se :

(1) f- é diferemarável em R ;
(2) A função f

'

: R→LIR
"

,RY
é contínua em r .

Note que (2) significa ,explicitamente:



Dado xo E R e dado E > O existe
o > o tal que :
XER

,

Ix - xokco ) II f Ix) -Halle
CYR ; RM ) espaço das funções

f : R → RM que são
continuamente

diferenciareis .

Teorema : Seja f : R → RM
,
onde

rcpíé aberto .

Escreva ftp..fm .

São equivalentes :

(1) fe CYR ;RM

(2) Ofiz.

existem e são con -



Tínuas em R
,
E- 1

,
- -

,
M
,

j = 1
, - - ,
N

.

Demonstração
(1) ⇒ (2) .

{ ei , _ . , CN } , { um -
-

,um }
bases canônicas deRNE IRMrespectivamente

.

Então
,
se xer ,

como f- é diferenciaisel .
#(x) = (fitxkj) • Vi

OXJ .

-

existem

Se ✗ PGER ,

#(x) -#Gail = If
'

txkjtui -
ODCJ OXJ ¢66) e;) .ui



= (ftp.ej-flx.ep.ui
⇐ qtxej-fkokj.frCS

= Há - fka.de ;

f f
'

Ix ) - fita) E-
Conclusão : se XPGER

,

#(x) -ofi-lxifftx.fi/xdoxj0xj-Ofi-são contínuas em

OXJ Do ER .



(2) ⇒ ( I ) ( 1 ? caso) M = 1
.

f : r → IR
.

Seja xoer .

Vamos primeira
mente mostrar que fédifoçn
ciável em xo .

Já temos a candidata à

f. (xo) : h [01661h ;
j = ,
oXj

Definimos N

rlh) = fixo + h) - flxo) -Effihj
e vamos mostrar que MH → o

isto é :

h h →o

Dado E> o ] O > O tal que



h < E ⇒ rch) ÇE h

[estamos assumindo BRGGKR
e que ar ]

Seja E > 0 .

Existe d > O
,

ar :

h < O of hair)
-%;pai §OXR

para todo f- I
, >
N .

Fixemos h
,
Ihkco

,

e formemos
V
,
= O

Vp =
h
,
e

,

Vá h , e ,
+ hzcz

Vj = Éhreer , j--1 .
- -

,
N

ta =p
Note que VN = h

.



Note também que vjfh.V-j-t.io .

Temos

flxo-ihl-flxd-fta-vj-fk.io!
= { flxa-ivjl-fko-ioj.it}
j = 1

Agora
f- tio +Vj) - FGG +

vj-d-flxo-ivj.ithjcj) - f- tão + Vj . ,) =
Do = ( Doe ,

_ _

,

>con )

% + Vj = ( Rai , - - ,
Xon) + (hi , _ , hj , O ,

- -
-0)

Xo+ Vj , = trai , - - , XON) + ( hi , - - , hj.io ,
-0)

Então



ftxo +Vj ) - f- Há Vj _ , ) =

f (% , -1hr , - -Pcojíhj . , PGJ +hj Raju , -,%)
- f (Kai thi , _ _ , Xoj -1 + hj -1 , Xoj , Koji-n - PGN)

Seja g : lo
,
1) → IR

gA) =ftp.i-hn.pcoj-i-ihj.nxoj-thj?Gj+n-Pon)ftxo+Vj)-fHo+Vj-d--9H - GO)
como ¥ existe e é contínua

, segue
oxj

que q é contínua em lo ,
1 ] e diferem

ciórel em ] 0,1 [ . Logo , pelo TVM em
R
, gol -go) = g

' lo) , para algum
① e ] 0,1 [ .

Portanto



g. (o ) =# lixo ,
+hn -pcojíhj, pcojtohj Roja - .) hj⑨Cj

= ¥17+ Vj . . * ohjej ) hj
oxjConclusão

flxo + Vj ) - flxo +Vj ,) =¥HáVjíohjejlhjOocj
e portanto n

rlh) = fixo+h) - fixo) -[¥661hj
j = , cj

=É {¥
,
1%+4+0-4.9 ) - ¥

,
!") } hj

j = 1

Se Ihk E então , para
todo f- 1. , N

temos lvj, + ohjç. / < 8. De fato
/ Vj , + Ohjej / = / ( hi

,
_

, hj . . , O hj ,
O

.
-Pt



= { hi + . . .

+ hj. . +Éhj } "
< { hi + . .. + hj )

"

:< 1h1
donde

lr ( h) / f [¥/Do +Vj -1+0-4) -¥66) /hj
j = , OXJ OXJ

E É§ / hj KÊEIHKEIHI
j = 1 j = a

Conclusão : f- é diferenciava em x.
IMBRAR Se AELIR

"

,

IRM ) e
se {aij} é a matriz

de A

com relação às basescanônicasentão HAIK {Eai; }
"

i
, j

[ A↳ { aij} é linear )



Voltando ao caso M = 1
, já

sabemos que f- é diferenciar .

Agora se xixoer ,
µ

FH - fixo) e {EIÉ
,

" -¥
,
"Ü

- j -_ s

{ 9- Ki - 9- boa}
-

oxj oxjkj.CN
÷ 9

Dado E > o tomo o > O como
acima : se Ix - xo / < E então

* { É:& } " -- ¥
Logo f

'

é continua em xo
.

(2) ⇒ (1) caso geral .

Escrevamos

f- = lfr , _ _ , FN) .



Como 01 existem e são contínuas

oxj
em r segue , pelo caso anterior ,
que cada f , é dferenáárrl
em R f- é diferenciando
em R . Novamente

,
se x

,
>GER

A fila) - f
'

Kills {EEH -EH}
"

i
,j
"
j oxg

Logo f ! r→ UR
"

,
RM) é

contínua ☒


