
Desigualdade do valor médio
Lema : f : la ,

b)→ IRM
,

contínua
,

diferenciarel em la ,
b [

,

então existe

te ] a ,
b [ tal que :

I f- (b) - f- (a)K (b- a) Af
'

Hd ll .

Lembrar : DCR
"
é convexo se

dados x , y e.D
então

{ tx + H -t) y : 0ft e 1} CD
Por exemplo , dados xçIR

"

, p >o

Bplxo) ,
B
,
Eco] são convexos .



Demonstração : Bplxo) é convexa
Sejam x , y c- Bjão) .

Somos

Ix - xokp e Iy - % KP eprecisamosmostrar que
| tx + II -t) y - xokp ,

V04 TEI

De fato
ltx +11 -tly - ão / =

ltx + II - t) y - tão
- A -t) xol

= It Ix - xo) + ( I -t) (y -ão) /

f lttx - xo) / + / G-tly -roll
= ttx - xD + ( I - t) / y - xol
< tp + a-tlp =p



Teorema : Sejam DCRN aberto
convosco e f :D→ IRM diferenciard
emD . Suponha que existe M }O :

IHHHH M ,

VoceD
.

Então
,
dados a

,
BED

,
temos

lf (b) - f (a) K M / b-a / .

Dem
.
Fixamos a

,
b e D e

tomamos Vlt) = a + tlb - a) ,

0ft E 1
.
Por hipótese Vlt) ED ,

tt
,
0ftE 1 e portanto podemos

considerar g :[o ,
A→R?

glt) = f (Mtt) , 0ft E 1
.

Note

que q é continua em lo ,
D



pois é composta de funções
contínuas

.
Note também que

g é diferenciar
el em ] 0,1 [

pela regra da cadeia , pois
Vi diferenciarele f também .

Logo , pelo lema :

1gal - Glo) / E II -o) kg
' Add

para algum até 1
.

Lemos

9111 = f (VII ) ) = f (b)

GO) = f- (Mo ) ) = f (a)
Logo / f- (b) - f (a) K kg

'

Hill



Temos G- f. 8 em 10
,
/ [

.

Logo gYtd-flkt.DV.lt.)
ehkri-E.ir,

c- LARRY
e portanto

haja.dk/lfYHt.DIIHHt.H
Como VAIED temos

IIGYt.tl/fMHHtdlI
e portanto
Iflb) - f- (a) IF MINHA .



Temos Vlt) = a+ 1- (b- a)
e portanto Vlt) é a deriva
da da transformação
linear t↳tlb -a) e : .
11841-111 = Ib -al . Es

Resultado de espaços métricos

Teorema : Seja RCR
"

aberto

em IR"
.

São equivalentes :
(A) r é conosco

(B) Dados x ,yer existe
V :[ a.b)→Rcontinua

,
Ma) =X

,
Mb)= Y .



Corolário r aberto

conversarconosco .

Corolário : R
"
- { o } é conosco

se N > 2 ( mas não éconvexo)

f- .

Demonstração :

(A) ⇒ (B) Para estademonstraçãovamos usar a seguinte
notação : se Y : la

,
b)→ R

"

e o :[ b.c)→ IR
" são continuas

e se Mb) = Mb) então
8v6 :[a.c)→R

" denota a



função contínua
(Koo ) (t) = { Mt) , as tçbMt)

,
b.< te a

•

•Àb)

ygg

Mb)

↳a)

Fixemos um ponto oco e R
e consideremos

Ü ± {y e r : IV : la
,
b)→ r ,

Ma) = xo
,

V(b) = y }
Basta mostrar que Ü

= R

(como xo é arbitrário ,

dois

pontos quaisquer de R podem



ser ligados por uma curvacontínua]
Vamos mostrar que

Üe rio
são abertos em R

.

Note

que isto mostra nossaafirmaçãopois x .E Ü e por
tanto

, como ré correrá,
r . Ü = ¢ .

• Ü é aberto em R .

Seja yoeÜ . Seja r >o
t.q.BR/y.Kr .

( usei

que r é aberto em
IR 7



1- J : [a ,
b] →R continua

× . Brly .) YOEÜÍ
Na) = Do

>

Mb) = Y .

Como Brly.) é convexa
dado xe Brba ) existe
o :[ b

,
c) → Brtro ) ,

Mb) = Yo,continua

ok) = X . Logo Ã ± No
Õ :[a.a]→R é contínua
e satisfaz Õ(a) = xoÂG) =x
Assim xe U .

Como x é



arbitrário em Brlyo) ,
temos

Bely .KÜ .

Conclusão :

Üéaberto emR

• ri é aberto em r
.

Seja y* e riu .

Existe

P > o : Bply*) a R .

Afirmo que Bsly*) o Rio
Suponha que isto não
valha

,
ie

, que exista

✗
*
e Bply*) , ✗*e Ü
8 :[a. b)→R continua



"
* cr Mata

j* MAE
À Como Bslytxéconrexa
78 :[b. c)→ Bply -1×7
contínua

,
Mb)=x* ,

ok)=y* . Logo
Árvore :[a. c)→R
é continuar satisfaz
Õla) -- ão

,
Õ (c) = ytx .

Assim y#EU } ☒


