
1- (Pi
,
Rn ) : espaço vetorial das transformações

lineares A : R"→RM

Definimos IIAII ÷ sup { IAXI : XER
"

,
bokl}

Vimos : IAXI E HA II Ix I
,
VXER

"

IAX -AYKIIAII / x-yl.V-x.ge/R
"

Logo ,
se AELCRN ,

RM/então A é

uniformemente contínua .

Obs : Seja AELIR
"

,
IRM ) e suponha que

AE IR satisfaça : l Axl th Ixl , VXER
"

Então HAHA .

Dem
. Da hipótese segue que IAXK A

para
todo xc-R

"
com lxk 1 e portanto

a é limitante superior de { IAXI : XERN ,
kk }

Logo , IIAIK A ☒

Teorema : ① HANZO
, HA A- O #A = O

② - HXAI / = KIIIAII
,
VXER

,
VA

pertencente a LCR
"

; IRM )
③ HA + BH E HAII + IIBII , FA ,

B .



Em particular , se definirmos
d (A. B) ÷ HA - BD , A ,BEKPIIRY

então d é uma distância em

LIIRN ,
RM )

, que oTorna um espaço
métrico completo .

Bem
. ① Como A é linear , AO = O

e portanto IAOI = O c- {IAXI : Ix K 1 }
⇒ HA 1170 .

Se A = O então { / Axl : lock e } = {o}
e portanto IIAII = sup{o} = 0 .

Reciprocamente ,
se HAII = O então

IAXK HAIIIXI = O / xl
,
FXERN

Assim AX = O , V-x-CRN.ie , A = O .

② HA H = sup { IKAIXI : Ixk 1 }
= sup { I ✗ (Axl ) : Ixk 1}
= sup {KIIAXI : Ixk 1 }
Í / ✗ | sup { IAXI : Ixk 1 } = KI IIAll



Na realidade : seja BC [ 0,00 [ , limita
do superiormente .

Então ,
se 170

,

sup { Ab : be B } = ✗ sup B

③ Se xepí

/ ( A +B) x / =/ Ax+ Bock /Axl + Bxl

E HAIIIXI + IIBII bct

= ( Hall + IIBIDIXI .

Logo HA + BIKIIAH + IIBII ☒

DIA
,
B) ⇒ HA - BH é uma distância

em LIIR
"

,
IRM ) :

i ) DIA ,
B) 70

,
DIA

,
B) =O {⇒ A -- B

ii ) DIA ,B) = HA -BII = II - ( B-A) HÊIIB -AH
VABELIIRN

.
IRM

= DIB
,
A)

Iii ) DIA ,
B) = HA - BII = HA - C +C- BH

VABÇEHRIRMI § DA - CH + IK-BH =



= DIA
,
C) + dlc , B) .

LIRIIRM ) é um espaço métrico completo :
→ Seja /An} uma sequência de Cauchy em
LIR

"

,
RM)

.

Dado E >O existe meN : min > no⇒

HAM- A!/ =D (Am , Am) E E .

Logo / Amx - Anx / = Kam- An) XK E

se ix. 1 e se m ,
msm

.
.

Em particular , para
cada XERN

com lxk 1
, {Anx} é Cauchy em IR

?

Como IRM é completo ,
{ Anx / convergeemR

"

para XEIRN ,
lock 1

. Agora , se
XER

"

,
x -1-0

,
então y =¥,

satisfaz



Iyl = 1 e portanto { Amy } converge .

Assim { Anx} também converge
pois Anx = lxl Amy .

Km
.

Conclusão 3- limanx
,V-xc-RN.sn

→ 00

Defina Ax : = limanx ,
xepí;

n →a

ANIA .

Afirmo :
AELIR

"

,
RM )

.

De fato :

• se x
, ye IR

"

,

Antx + y) = Anx +Any

V

A Ix + y ) = a + Ay
• Analogamente ,

AH >c) = AAx , n

VIER
,
XER



Resumo : {An} Candy em 1- ( RN
,
IRM )

implica que JAELIR
"

,
RM ) tal

que ANIA .

Seja E>0 .

Existe noc- IN : min >, no ⇒

/Amx - Anxlt E , Vx , Ixkl
Como antes (veja demonstração do
critério de Cauchy p/ convergência
uniforme ) , fixamos x, m e E>0
e fazemos n→ ao ; obtemos

/ Ama -AXKE
,

km > no ,

VXER
"

,
Ixk 1

Assim IIAM-AIKE ,
V-ms.no

,
ie

,

AIIII A-
.

Proposição Se AELIR", R" ) e
BELIRM

,
RK ) então



IBAIKHBIIIIAA .

N

bem
.

Se xe RN
R
A
> IRMB> IRK

/ (BA)x / = / BIAXIKIIBHIAXKIIBIIIIAIIKI

V-xc-RN.HR" ) = LIR
"

; RN )

GL(Pi ) = { AELIRN ) : Ainversirel}
AELIR

"

) é inversivel se 3- A- 1EUR
" )

tq .

A A-
'
= A-

'
A = I ( identidade emRT
Ix = x

,
VSCERN

NB : AEGL (RN )

⇐ A é injetora (⇐ boca ={o } )
⇒ A ésobvjctaa

Obs
.
GLIR

"

) não é subespaço vetorial
de R

"

mas é subgrupo de IIR
" ) :



• Se A
,
BEGLIRN ) então ABEGLCRNI

e (AB )
- '
= B-

"

A
"

.

TEOREMA : ① AEGL (RN ) ,
se BELIR

"

) e se

HB - A- 1k¥- y, então BEGLIR;
ie B

,
(A) CGLIR

"

) .

El
[em particular GURN ) é
aberto em LIR

"

) ]

② GLIR
"

)→ GLIR
"

)
A↳ A" é contínua .


