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2 : corpo dos números

reais

/+ ,
• ) , E

AI = { 1,2 ,
.
.
. }

É : inteiros relativos IZ+ = { 0,1 , 2 ,
. . .
} )

Ô : corpo dos números racionais .

n o que diferencia Q de R
R IR é completo
Definição : A c IR , Ato . Dizemos
que A

é limitado superiormente se
3- be R t.q.at b , FaeA .

/ , 1 H

Analogamente : limitado inferiormente
- \



Definição : Seja Ao R limitado
superiormente . Dizemos que b.e IR
é (um) supremo de A se :

(1) b é limitante superior de A ,
ie

, a E b ,
V se A ;

(2) Se b
'

é limitante superior de A
então bEb

'

.

BJ : O supremo de A ,
se existir

,
é

único
.

Proposição : Seja ACIR não vazio ,

limitado superiormente .

Então BER

é o supremo de A se ,
e só se ,

valem :

( i) b é limitante superior de A ;
Iii ) Dado E > o existe a EA :

b - E < a < b

AXÍ O MA DO SUPREMO todo AER

Ato e A limitado superiormente tem supremo



✗⇒ IRé um corpo ordenado completo)

Digressão : Não vale o axioma do

supremo em ④ .

A = {xe Q : x
'
< 2}

• si< 2 ⇒ x < 2 e i. A é limitado

superiormente em Q .

• x? 2 não tem raiz em Q
Se houvesse 7 Pq E Q t . q .

Haja =L .

Posso assumir que

p e q primos .

Temos p? 2g
'

⇒

PZé par . Mas então p é par . .
[p é ímpar , p = 2m + 1

, p? 4mi+4m +1
é ímpar ] . Logo p = 2r é . :

( 2 ri = 2 qi ⇒ 2 si = aí⇒ aí é
por ⇒ q é par 7



• A não tem supremo em☒ .

De

fato seja xeQ ,
é > 2 .

Então

existe y e Q . y < x , y
'

> 2
.

* a Ã
vê Y Q

y = x - ¥7, e Q ya x

ya > 2 → de fato
g-- Ei ⇒ vi - a = e

2

(2×+2) - 2€+212
==

( x +25
=

4×2+8×+4 - 2×2-8×-8
(x + 2)2

= %÷í=¥¥. > 0.*.



De volta a IR : podemos , analogamente ,
definir , p/ACIR não vazio e limitado
inferiormente ,

a noção do ínfimo de

A : maior dentre os limitantes inferiores
de A .

Assim , CER é o ínfimo de A
se :

( i ) c ta ,
Fae A ;

Iii) se á é limitante inferior de
A então ás c

Dado E > o Jae A :

c f a< C +E

consequências do axioma do supremo
① Iodo#ACR limitadoinferiormenteadmite ínfimo .

Dom
.

Existe c E IR : c ta
,
ta e A

.

Seja B = { - a : ae A} (# ☒ )



Agora - as -C
,
Tae A

. Logo - a é
limitante superior de B .

Pelo
axioma do supremo , B admite

supremo , isto é , I beR :

( i ) - a tb
,
taEA

Iii ) Sr b
'

é tal que - a E b
'

,
t.aeA

,

então b tb
.

Seja d :-b .

De ( i) dia ,V-ac-A.ie
,
d é limitante inferior de A .

Seja a um limitante inferior de A .

Temos C E a. tia eA =) - a >, - a ,

V ae A ⇒ bç - c ⇒ cf - b =D .

Logo d é o ínfimo de A E.

Notação : supA = supremo de A

inf A = ínfimo de A
demonstração acima i.af A- = - sap 1- A)

ou - infA = supfA)



② Propriedade arquimediana
Dados ye R e XER ,

-x > O

existe me IN tal que nx > y .

Dom . Suponha que não .

Então existirão ye R ,

x > ot.q.mx
< y .
Fme IN

.

(*)

Considere
-
= {nx : nem}

(* ) diz que A é limitado
superiormente ( y é

limitante

superior ) . Seja ✗ = supa .

Então FE > O 3- a c- A :

✗ - E < a. E ✗ .

Jono E = X

Logo J me IN : X - x <mx e ✗

⇒ ✗ < semx = (mi- e)XEA }


