
Hi dx )
,
IY

, dy) ; f :X→ Y
. f é

uniformemente contínua em ✗ se
dado E > o ,

existe o > o tal que

top ,qe X , dxlpqk E⇒ dylftp.flqk
Prop .

Se f :X → Y é uniformemente
contínua e se {xn} é Cauchyemx
então { flxn) } é Candy emY .

Dom
. Seja E > O .

Como f é um .

contínua existe o > O :

p ,qe X , dxlp ,g) < E⇒dylftp.flpk
Como { xn } é Candy ,

existe no :

m
,na n

.
⇒ d

×
bem

,xD < o

fogo , min > no ⇒ dylfkmlfkn.ME



Teorema Sejam ECIR
" limitado

e f : E→ IR rmif .

contínua
.

Então f é limitada ,
ie
, f (E)

é limitado em R .

Lembrar E = lo
,
1) c IR IN = 1)

f- : E→ R
, f Ix) = Yx .

Temo

f- (E) = [ 1 ,

ao [ (mínitodo )
Logo f- não unif .

continua

Bem
. Suponha que f não

seja limitada . Logo , p/

todo me IN
, f (E) ¢ fn.nl

Assim
, para todo n 7 xneE



tal que Iftxn ) I > n .
Então

{xn } é uma sequência emE.

Como E é binitodo
. {xn} é

uma sequência limitada em
R
"

e portanto , pelo teorema
de Weiustrass

.

3- {xn
,
}

convergente . Em particular
{ xn
,
} é Cauchy o que

implica que { ftxner } é
de Cauchy , pois f é um .

cont
.

Logo { fbcn, ) } é limitada .

Assim J M > O : I f- tener KM



para todo K e portanto
ner < / ftxnn I F M ,

kk
.

Isto é uma contradição E.
Continuidade e conexidade

Teorema Sejam X ,
Y espaços

métricos e f- :X→ Y continua
Se X for conosco então f. (X )
é conexo

.

Bem
. Suponha f (X) desconexo .

Então existem Ü, E abertos
em Y tais que :

1) ÜN f (X) # $
2) E n f (X) + ☒



3) µ, nflxdntuj.ph/D-- ¢
4) EU, nfHDUEU-nfkd.IN
Sejam Y = f- HÃ , Vi flui
Como fé contínua

,
V
,
e V2

são abertos em X .

• V
, -1-01 .

1- y
EU

, nflxl . Seja
XEX : f (x) = y .

Então

XEV
, pois y EU, .

• V
,
# lo ( mesmo argumento)

• V
,
n ¥ = ¢ .

De fato , seja
I e V

, nvz .

Então ffx) c- U ,



e f- Ex) E Uz . Mas fEx ) e
flx) e i. fbi) e U ,

n viµ}
• Viu V2 = X .

De fato ,
se

* e ✗ então f- (x) e f- (X ) e
portanto ou f-(x) EÜ, ou

f (x) e Üz . Logo ,
ou XEV

,

ou X c- V2 .

Em resumo : f (X) desconexo
⇒ ✗ desconexo €4

Corolário : Sejam ✗ espaço métrico
conexo e f. ✗→R continua.Sejam
x
, ye ✗ e suponha que te

R
,



f- (x) < t < fly) .

Então I ze X :

f- (g) = t [ teorema do valor
intermediário]
Bem

.

/ conosco ⇒ f A) anexo
em R# f- (X ) é um intervalo .

Sequências de funções
✗ : conjunto não vazio .

Para cada me IN . seja fn:X→R
{ fn}me µ = { fn} : sequência de

funções de X em IR .

Para cada xe ✗ ,
{ fnlx)}



é uma sequência de números
reais .

Definição : Seja f :X→R .

Dizemos que a sequência
{ fn } converge pontualmente
para f se , para cada xe

X
,

fn(x )⇐ flx) .

Escrevemos

fãs f .

Isto significa :

Dado xe X
,
dado E > O

existe no = no (E ,
x) e IN tq .

n >
, no ⇒ lfnlx) - flx) / < E



Digressão com exemplos
1) ✗ espaço métrico , fn :X→R
cada uma delas contínua .

fn P f
?
> f- contínua

Resposta : não .

✗ = lo
, 1) ,fnfxkxn.fm→ f onde flx) =/ 0,0*4µ

,
✗=p

✗
"
=
enlogx→ O

,
O Ex < 1

n→ ao

2) ✗ = ] a. bl a< b ,
{ fn}



tal que fm sãocontinuamentediferenciarem em
] a

,
b [

, fn→ f e assuma
também que f sejacontinuamentediferenciando .

É verdade que fi→ f
'

Resp .

Ia
,
bl = IR

fm(x ) = senlnx)

/ fnlx) / = 1- Isenlnx >KI
vini ki

e portanto falo



Mas fico = fã → ao

3) ✗ = la
,
b)

, fn-1 f
f-n , f- : continuas em la ,

b) .

b b

É verdade que ftp.bddx-sffbddx?e

|

a
a

Resposta : não

fnlx) = nx ( 1- à )
"

,
x c- [o , D

fnlo) .- o , fé 1) = 0 .

Para

O < x < 1
,

fnlx) = nxenlogk.si
)
→ o
n→ao



/ usando o seguinte fato ,

VPEIN ,
a> o ttéat-o)

+→ ao

Jogo fn P o . Agora
1 1

/ fnlx ) dx = n / v11 - rêndx
O O 1

x! y =Epi -tidtxdx -12dg
= :-|. Ii
⇒÷.



=#⇒ ÷
f-mto , { fnbddx → f- ☒


