
Questão
,
Y up .

métricos
, f :X→Y contínua

ebijetoa .
Quando f

"
: ✗→ ✗ é contínua?

Em geral a resposta é não :

✗ = [ 0,21T /
,
Y = { # g) c-R? x? y? 1 }

f- (t ) = ( cost , sent) , 0ft < 21T14

•

f-
Ó 21T %

. " c

Se ( xn , yn) e Y , (xn , yn)→ ( 1,0) ,

com yn < O ,
km

, f-
'

(xn , yn) → 2K¢ ✗

Logo f
"
não é continua em 4,0) .

Teorema Se X ,
Y são espaços métricos com

✗ compacto se f : ✗→ ✗ é contínua

e bijetora então . f
"

: ✗→ ✗é contínua .

Bem .

Vamos demonstrar que dado FCX

fechado em ✗ então (f- 1)
"

(F) é fechado
em Y

.

De fato ,
se FCX é fechado em X

então F é compacto e .

.

.



(f
" )" (F) = f (F) é compacto em Y

e
,
em particular , fechado em Y .

☒

Continuidade uniforme
Seja f : ✗ → Y contínua (X ,

Y : upmitiea)
Esta propriedade é equivalente à :

VXEX
,
V E>O ] OK

,
x) > O :

( y e X , dxly , xk E ⇒ dy (ftp.fkkd
Definição : Seja f : ✗→Y . Dizemos que
f- é uniformemente contínua em X

se dado E > O existe o > o tal que :

( V-x.ge X ,
dxlx ,yk E dylflxtftp) < E)

Exemplo : Suponha que f satisfaça
uma condição de Ligaschitz , ie , que
exista uma constante K > o :

dylfbd . fly) ) E kdxkipitx.geX



Então f é uniformemente contínua .

[ dado E > o tomo E = E/(Ap ) ) .

Exemplo : ✗ = { x c-R : x > o } -- lo ,
al

Y = IR

f : ✗→ Y
, ffx, = yx.K-b.tw

f- não é uniformemente contínua .

Por contradição : suponha que sim .

Então existirá d> o t.q.se x, YEX
Ix - y / < o Iftx) - fly ) / < 1

Seja ae ✗ e tomo x = a. g-a+§ .

Então Ix - yl = É < E e portanto

If (a) - flat E) / < 1 ta > o
Logo / f- - ¥ç / < 1. ta> o



%

a(a +%)
< 1 ,
ta > O

ou
, [ < a (a+ E ) ,

ta> o }
'

-

→ o qdo a→ O
.

Teorema : X
,
Y : espaços métricos , f : ✗→ Y

contínua .

Se ✗ é compacto então f
é uniformemente contínua .

Pausa : número de bebesque
de uma cobertura

Dipniçáo : Sejam IX. d) um espaço métrico
e {À }

✗ e a
uma família de abertos

de X
,
com ✗ = UÜ× . Dizemos que

✗ EA
170 é um número de bebesque de
{Üx} ✗ eA se :



Dado SCX
,
o (5) < A então existe

✗ EA tal que S c Q .

Proposição : Se ✗ é um espaço
métrico

compacto então dada qualquer família
de abertos cuja reunião é igual a×
esta admite um número de Sebesque .

Bem
.

ooi contradição . Seja {Üx} ✗ c-A
uma família deabertos de ✗ com

✗ = U Üx
✗ c-A

que não admite número de
bebesque .

Em particular % ,
n = 1,2

.
. . .

não

é número de Selosque de {V2}
⇐A ,

isto é
, para cada n existe Snc × ,

com d (Sn) < Yn e Sn¢ Eita eA

Note que 5nF OI , Hm ,
e portanto



posso tomar xnesn ,
V-nc.IN .

Então { xn} é uma sequência
em X .

Como ✗ é compacto, existe

{xn
,
} tq . xn

,
#x

.

Existe

✗
•

E A tal que xeÜ
.

.

Como

Ü
,
é aberto então 3- r > o t.iq .

B (x) aÜç .

Finalmente
,
seLew

r

e se yesn, temos

dly ,
x ) E dly , xner) + dtxnsix)
F E (Smp) + dtxnpix)

dlypd E % + dlxnpix)

Vamos escolher
, agora ,

o nosso K :



• Jono Roe N : K >
,
Ko ⇒ já E-

. Iomo K
,
c-N : KIM ⇒ dlxnpíck?

Logo ,
se E = Max{kok , } então
dlyix ) < r se yesnpi

ie
, 5nF Brlxk -4

.

}
3cm

. do teorema Suponha f- contínua
e seja E > 0 .

Dado XEX existe

Olx) >o t.q.ge Bo,!;) ⇒ dy (ftp.f-KDE
Logo ,

se ynyze Boga, (x) então

dy ( fly ) , flyzdfdylflyd.fkd-idyqki.FM
< G- + E- = E .

Resumindo
: para cada

XEX



existe Bg,!;D tq .

Yi ,Yee B (x) ⇒ dy (fly) , flyd) <E
O Ix)

Considere { B
,⇐Çx)},⇐× .

Esta

é uma família de abertos de
✗ com reunião igual a X .

Como ✗ é compacto ,
existe o> o

,

número de deles
que desta família

Logo , se pq c-✗ com dxlpiqkó
então S = {p , q } Tem diâmetro < d
e portanto existe %EX : Sc Br.PH .

Assim p , qe Brµ7) e portanto
dy (ftp.flqd < E

⑧
.


