
Def . IX
, dx) ,

( Y
, dy ) esp .

métricos

f- :X → Y . Dizemos que f satisfaz
uma condição de Lipchitz lf KD)-

-

se existir k > o tal que
dy ( fk) , ftp.skdxlxipitxyc-X

Se f ( EL) então f- é continua em✗
De fato , seja xo EX e seja E > 0 .

Tomo 8 = % > O .

Então

dxtx ,
xo) < E ⇒ dy ( fa) , f- Good

F K dxlx ,
xD

< V8 = E ☒

Exemplos em R
"

Ti : R "→ IR ,
Ã; (x) = Xi



se X = (x, .
. .

.

, Xn) .

Se X
, YEIR

"

lxi-y.de { Êtxj-JÁ }? /xy ,

j = 1

Vi = 1
, _ _ ,

N
. Logo

III. (x) -II. (g) If Ix - yl , hiper
Logo IT; (CL) e portanto ,

em

particular ,
IT
, são contínuas

em IRN
Mix)--Xi ,

XERN

Logo ,
sem

" - - IMNEZ
+ ,

Písx /→ xim .
. . x.mn

é contínua
.

Mas as funções



constantes também são contínuas
e portanto
tlx) = -2cm

.
.

.mx?!.xnmn
finita

é contínua emR
"

[ aqui
cm

. . ..mn
são números reais)

expressão geral de umpolinômio
em R

"

.

x↳ ☒xp [ de lpíem R] é (CL)
e portanto continua

De fato 11×1 - lyl I E Ix - yl ,
V-x.ge/R

"

.

Dem
.

Ix / = Ix - y + y / E Ix - yl + Iyl



e portanto Ixl - ly I E Ix -yl
Agora x← y fornece
lyt - Ix I t I g -xl = Ix -JI ☒
Por exemplo ,

se f : ✗→ IR?
onde ✗ é um espaço métrico ,

é continua então

1ft :X→R , Ifkx) =#|
é contínua

, pois é composta
de contínuas .

Teorema : ( × ,
dx )

,
( Y

, dy ) espaços
métricos

, f :X→ Y .

Então f-
é contínua em X

VUCYaberto emY ⇒ f- Até aberto em×



Bem
. ⇒ Seja UCY aberto

em Ye seja a. e f-
" (u )

.

Então flxo) e U .

Como U é
aberto em Y existe E > o tq .

BÊ (fixo)) CÜ .

Como fé
continua em X

, f- é continua
em xo e portanto existe o> o :

f-(Bj GGIKÊÉI fixos)
e Ü

Logo Bjão ) a f- ' (u) e

portanto . f-
'

( u ) é aberto .mx
.

⇐ Seja xo e ✗ e seja E > 0 .



Como Bj lfcxo)) é um alerta
de Y então f-

'

(13%4×11)
é aberto em X

.

Como

Ref
" (BÉ( fixo))) existe

no :B; (xicf
"

(Báltico)
e : f /Bipada Boílf bad .

Logo f- é continua em xo .

Corolário : IX
,
dx ) , IY , dy ) esp .

métricos

f- : ✗→ Y .

Então fé contínua
em ✗⇐



VFCY fechado emY⇒ f-
'

(F) é

fechado em X .

Dem
. ⇒ Seja FCY fechado

em Y .

Então Y. F é aberto
em Y e portanto f-

' ( Yi F)
é aberto em X . Mas

f-YY. F) = X . f
"

(F)
e portanto f-

'

( F ) é fechado
em X

.

⇐ Basta provar que f-YU )
é aberto em X

,
V UCY

aberto em Y
.

Mas se UCY
é aberto em Y então Y , U
é fechado em Y⇒



f-
' (Yau ) é fechado em ×
Mas f-

"

(Yu ) = X - f
-

Yu)
e i. f-

'

( u ) é aberto em ✗ ☒

Exemplo : Seja Ptx) um
polinômio em IRN

.

Então

2-
p
= { xe RN : Pfx) = o}

Então Zp é fechado em R
"

Zp = P
"

( { o } ) e
{ o} é fechado em R .

( lembre

que P é contínua) .



Exemplo F- {⇐g) c-Pí : xy=D
F é fechado em R

'

pois
se pcx ,g) = xy então
F =p

"

/ { 1 } )
. Agora ,se

IT
,

: É→ IR
,
IT
,
Go

,g) = X
então IT

,
(F) = IR . {o}

^ -
não é

> fechado
em IR

.



Continuidade e Compacidade

Teorema Sejam IX.dx) ,
H

, dy)
espaços

métricos e f :X→ y
contínua em X

.

Se ✗ for
compacto então flx) é
compacto (em Y .

) .

Dom
.

Temos que mostrar que
f- (x) é compacto . Seja {E}LEA
uma família de abertos de
Y tal que f (X ) a U Üa .

✗ EA

Como fé contínua ,

{ f-
" (E) }⇐ a é uma fa-



mídia de abertos de ✗ e

✗ = U f-
'

(4) pois
✗ c-A

se xoe ✗ então FGGIEFCX )
e logo existe do EA : f- troteVai
ie

,
ão e f-

'(V) .

Como ✗
é compacto ,

existem 4 ,
_

,
✗meA

tq . ✗ = f-
'

(4) v.v f-%!
Assim

,
se g-e f-A) existe

a-c- X t.q.fiE) =] e existe
✗j lj = 1

,
_

,
m ) tq .

Joe f-
' (Ugt



Logo g- = f- Ex) e Uxj .Conclusão
, f (X ) a Ux ,

u
-
uVan☒

Corolário Sejam ✗ um espaço
métrico compacto e f :X→R
contínua

.

Então assume
máximo e mínimo em X

.

Isto é
,
existem ✗

* ,
x
*
e ✗ tq .

flx* ) fflx) E flat) , Vx e✗
Dem

. f (X) é compacto emR
e portanto é fechado e
limitado

. Logo



f- (X ) = { flx) : xex}
é fechado e limitado
superiormente e inferiormente

3- supfA) e f- (x )
inffA)e fk)
-

pois f (X )
é fechado

Logo supf (X ) - ftx* )
inff (X ) = ftx*)

para ✗* ,
#c- ✗

.



Digressão IX. dx)
,
/ Ydy)

f. ✗→ ✗ continua
, bijetora

If
"

:X-→X / f: f- Ixef. f-1=4
f- ' é contínua ?
Em geral isto não évndç
de !

Exemplo :
✗ = [0,21T [ CR
7- { Geiger?
foi áiy?- 1}



f :X→ Y , flt) = (cost , sent)y

f- é uma
bijecáoI

•
fé continua
x

"

f
"

: Y→✗
não é continua
em ( 1,0 )


