




Continuidade

Def . dx ) ,

/ Y
, dy ) up .

métricos

E a X
, f : E→Y , x.EE

'

, y c- Y
Vamos escrever lim f-(x) = y

✗→ X
.

se vale :

V E > o 78 > O tal que :

x e E
,
O < dçx ,

xo ) < O ⇒

dy ( f- (x) , YK E .

Def .

IX
,
dx )

,
IY

, dy) esp .

míticos

f : ✗→ Y
,
xo e X

. Dizemos que
f é contínua em xo se
dado E > O existe J > O :

Ixe × ,
dxlx ,

a) < d ⇒



L dylftx) , fixo) ) < E
⇐ te > oito > o ftp.DCBYfk.D

E

Def .
:X→ Y é contínua em X

se for contínua em cada ponto
de X .

Obs : Suponha que xoe ✗
seja um ponto isolado

de X
,

isto é
, que exista PO : Bpki.la}

Se f :X→Y é uma função
qualquer então f- é continua
em { xo} .

De fato ,
dado E > O

tomo ao =p .

Se

dfx.ro) < o ⇒ sexo =)



dy ( f-(x) , floco ) ) = O < E .

Em particular ,
se dx é a

métrica discreta
.

então toda

função f :X →Yí contínua
Teorema : (× , dx)

,
( Y

, dy) ,
doc- X

,

f :X→ Y .

Então fé continua
em Xo

V {xn} sequência em X ,

-

xn # xo ⇒ ftxn) -4 fixo)
Dem

. ⇒ Seja E > 0 .

Existe

o > o tal d ✗ (x ,a) < 5 ⇒

dy ( f (x) , fcxo) ) < E .

Como



xn#xo , existe noc- INt.q.ms
, no⇒ dçxn PGKÓ .

Mas então
n >
, no ⇒ dy (flan) , flxdk E

ei
. ffxn) -4 f- bad .

Suponha que f- não seja
contínua em x

.
. Logo JE > O

tal que qualquer que seja o> o
existe xo c- Bjlxo) tal que
flxo) ¢ BÉ (fixo)) .

Fixamos E > o e tomamos E = 1m
Existirafone BYnlx.tt . q .

para cada n,

'



f- (xD ¢ B} ( fixos) .

Temos

então uma sequência {xis
em ✗ tal quedxfxn PGKNI
[em particular , xn#xo]
e tal que dy ( fan) , f-bad? E .

Como então ftxn#fba)
obtemos a contradição
necessária ☒

Teorema : ( X
, dx) ,

( Y
, dy) , / Z.dz)

espaços métricos . Sejam f : ✗→Y
,

G : Y→ Z
,
xo e ✗

.

Se f écontinua
em xo e q

é contínuaem

fixo) então



g. f :X→Z ,
(g.f) KI -_ offkd
place✗é contínua em xo .

Dem
. Seja {xn} em X ,

xn# xo
.

Como fé continua
em xo então fbçn) -7 FGGI
Como g é contínua em fixo),
glftxnp-glfkod.ie ,

1g . f) lxn) -4g. f) ta)
Portanto g. fé continua emxo .

Suponhamos , agora , Y = R ,

com a métrica usual . Dadas
f.G : ✗→ IR [ (×

,
dx) : esp métrico



podemos definir f-+g , fg , flg
como sendo :

f- + g :X → R , f-+g)(a) =Hugh
f.g : ✗ → R

, f.g) (x ) = f-G)GKI
flg : E→R (f/g) 1×1=4%1,
onde E = { x eX : glx) =/ o }

Teorema : Se feg sãocontínuas
em xoe ✗ o mesmo

é verdade para f- + g e f.g
.

Se
,
também

, gcxo) # O entãoflg é continua em xo .

Dem
.

• f- + q é continua em xo
De fato , seja { xn} em ✗



xn⇒ xo .
Como feg são

contínuas em ão
,

fcxnl ± fãs , gknkgi.ci
Logo ftxnl-glxnl-Ffh-JK.tl

I
"

µ

f- +g)lxj-%1f-igka.ieassim f- + gé contínua
em 2o ☒

= IR
"

com a métrica usual

f- :X→ IR
"

[ IX. dx ) : espmitr
Para cada XEX

,

f. (x) = ( f , (x) ,
_ _

, fn (x) )



onde fj : ✗→ R j = 1
.
-

,
N

fj : componentes de f- .

em IR
"

temos as projeções
Tj : R

"

→ IR
. II. lx , . . >

%) = ×

j = 1
, _

- N
.

Então fj = IT, o f
Teorema : f :X→R

"

écontinua
em xo se ,

e só se ,

cada componente fj écontínua
em Ro , j = 1 , _ . , N

Dem
.

Se txn} é uma

sequência em X
, xn-4 xo



então flxn )# fixo)#
fjlxn ) # fjlxo) , -4=1 , > N .

f. g :X → IR
"

,
✗ER

f- + g :X→R
"

, 4- + g) G) = fatiga
f. g :X→ R ,

(f. g) 1H -_ fbd.gg
Af :X→ R

"

,
(✗ f)A) = Afa)

Teorema Se feg sãocontínuasem xoeX o mesmo é

verdade para ftp.f.ge/1f .

Dem
. Seja sem# xo .



Então flxn) # fixo) e
glxn) É glxo) . Sejam
fj , gj :X→ IR ascomponentesde feg respectivamente .

fjlxn) E fj tal , gjtxnl#gjlxd
ttj = 1

,
_
_

,
N

. Logofjlxni-qjlxnl-fjk.jp:)
V-j.it . - - in - Sagopí
ftxn) +glxn)→ fk!+gbç)

"
"

f- +g) lxn) f-+g) Ix)



Logo ftg é contínua .

Obs
. (f. g) (x) =[fjl gj ""

f = 1


