
Proposição : ( X ,d) esp .métrico ,
FCX

.

Então F é fechado em✗⇒
µ {xn} seg .

em F
, xn# x ⇒ xeF)

Dem
. ⇒ Suponha que Fseja

fechado em ✗ e que {sem } , seq .

em F
, Xn# X .

Temos que
mostrar que XEF .

Para isto ,

basta mostrar que XEF ,
ie

,

basta mostrar que :

V E > O , B
,
(x) n F #☒

Mas dado E > o 7 n
,
e IN : n> no

⇒ dlxn ,
x) < E .

Então
,
se n> no

xne BE (a) n F e ,
em particular , Balanço

⇐ Seja xe F- .

Para cada neN
,

Byn (x) n F =/ O
Tomo

, para cada me IN , xnE
Bynlx) n F



Temos
,
então

, definida umasequência{XN} em F .

Mais ainda
,

dtxn
.
x) < Yn ,

donde xn±> x .

Por hipótese
x E F e i

.

F- c F
,

i e
,
F = É ☒

Corolário (×
,
d) completo ,

YCX
fechado em X

.

Então ( Y
, dy ) é

completo .

Dem
. Seja { yn} uma sequência

de Cauchy em Y . Logo ,

dado E > O

existe noc- IN : min >, no⇒ dylymifn) < E
-

=-D( ymifn
Logo {ym} é Cauchy em X .

Como

✗ é completo , 3- y e X : ym
±> y

Mas
, como Yé fechado , y c-Y

ie
, ym -4 y e , i. , Yé completo



Corolário : Seja KCR
"

.

Então

K é compacto⇐
*µ {xn } sequência em K ,

existe { xnpe } que converge em K .

Desse vale para qualquer
espaço métrico compacto

Temos que mostrar que
* implica que K é fechado
em IR

"

e limitado
• K é limitado . Suponha que
não

.

Então
,
dado me IN

,

K ¢ Bn [o } .

ie
, tt me IN

,
J Xnek

,

K!> n
Se { xner } é uma subsequência



de {xn} então Ixnpd > natal .
Logo {xn, } não é limitada
e .

.

. não pode ser convergente},
• K é fechado em R

"

.

Seja Ixn} seg .
em K

, sçíix .

Por * 3- {Xner } , xnpíylek)
Mas xnÉ x então xnÉ x
e x

na y então xnpíy .

Logo x = y e K .

Sequências em IR e em IR
"

Teorema : Sejam {sn} , { rn}

sequências em IR
, sn-ss.hn→ r

Então :



(1) rntsn→ r + s

(2) rnsn→ rs

(3) Se r # O então existe view
n > in ⇒ rn# O

e { Yrn }
não converge p/ Yr

Dem
. ) Seja E > 0 .

Existem
,

: na n
, ⇒ Irá RK %

Existe me : n >, na ⇒ Isis I < %

Seja n , = Max {mina} .

Então

n >
, no⇒ Krntsn) - Ir+ sik

ten - r / + Isn- SK

§ + E- = E



(2) Como /rn} é convergente então
{ rn} é limitada e portanto
existe M > O : Irn / EM .tn c- INI

.

Agora
lrnsn - rs / =/rnsn-rp-irp.rs/--lrnllsn-sl+fsikn-rtfMIsn-si-Isllrn-rl
Seja E > 0 .

Existe n
,
: man ,

⇒ this" Em
Existe nz : n > na ⇒

lrn-rko.IE,
Seja n. = max { mina} .



Se n >
,
n
.
então

Irmsn.rs/FMIsn-sli-blkn-rl
< E- +1¥. E < E

(3) rnEr ,

r # O .

Então

existe p > o t.q.lr.fr+M$0
Mas existe ine IN tq .

n>
,
vi ⇒ rne ]rp , rtpl

Em particular , não semantermos
% - É =

↳
n
-r /
lrnllrt



r :p r' lost Is
'

r hip
r > o ⇒ rn > r-pv-m.si
r < o ⇒ rnsr-PV-ns.si
ie

,

- rn> - r -P ,
V-ns.in

V-rt-0.HN/7IrI-P,V-m.n .

{ trn / = Ir + (rn -MI
ZIRI - lrn-rp.INT )

Logo tá - 1- f-lrn-rlplrn.HR/fIrn-rtpr-.PIrt.



Seja E > oitnç IN tq .

nz no ⇒ / rn - rk Era - f)

Logo ,
se mano ,

n > vi então

I ÷ - ÷ / < e
Teorema : Seja {xn} uma
sequência em R

"

e seja xepíPara cada n
.
escreva

XN = ( x! , . .
,
sçí ' )

X = ( x
" ?

- -

,
x
" '

)
Então xn Ix⇐
xjfR-x.li

,
lfj= e

.
. _

,
N



Bem
. Suponha 3cm#x

[ lembrar que ,
se ye R

"

,

y = ly
" ! -

-

, y
'"
) ,
então

/
y
' I ' I fly t.V-j-1.in , pois

/ y É [(yip )
' } .

Então
j = 1

Iy
'! - y" / E Iyn -yl

Dado E > O JM
,

: n ? no

lyn - yk E
e. : I yi - y " KE ,

V-m.no
f- 1

.
-

,
N



Suponha agora que sçí→✗ 4)
para todo j = 1 , _ . . N .

Dado E > O
, p/ cada j = 1 .

-N

existe n!" c- IN : n > n!" ⇒
Ixi ' - x" / < ÷ ☐ Ani

Jomo n
.

-

_ maxln! ! .in!"}
Se MZ No N

Ian- xp =[lçiiixiy
j = 1

< [ é
j = ,
Ja

= M¥-2


