


{ In} sequência em ×
subsequênáa de tem} : {✗na}nem
M
,
< Mz < . . . < MR < Mer + ,

4
.

= . . _ .

Temos Mp - Nr , 71 ⇒ Mp - M ,
7k - 1

Logo : dado M > O JKOEIN : Ra K
.
⇒ np>M

Proposição : . d) espaço métrico ,

{xn} em X , sem±> x .
Então dada

qualquer { xnp} , Xnp IX.
Dem

. Seja E > 0
.

Existe no EIN :

n >, no ⇒ dfxn ,
x) < E

Agora ,
se {Xn, } é uma subsequênia

de {xn } , existe Me N : 47 b.⇒ npisn
.

Então R >, pro ⇒ dcxnp .
x) < E ,

ie
, Xnpa Is x ☒

Prop .
IX

, d) esp .

métrico
, { xn } sequência

em ✗
. Seja

E = {REX : 7 {✗na} ,
✗
na →

x}



Então E é fechado em X .

Dem
.

Temos que mostrar que E
'
a E

.

Se E
'

é vazio nada temos a fazer .

Vamos assumir E
'

# $ .

EmparticularE é infinito . Seja y c-É .

Existe n
,
e IN t.iq . xn

,

# J .

Suponha que já determinamos
M

,
< na < . .

.
< n i. , com : d fin

;y
H¥

para j = 1
, _ _ ,
i- I

,
onde E = dlxn

,
, y) .> O

Precisamos determinar mi .

Como ye É ,
3- ze E n É (g)%Agora existe uma subseq .

de { xn / convergindo p / z !

Existe ni > mi- e
: dtxnizk dá

↳

GO.dfxni.ykdlxni.zl-dtg.PE% +%i
= %-1

.



Conclusão : I n
,
< né . .

< mini+it
. q . dfxni , y ) E % - e Fiz 1

Dado E > o tie IN : i >, i.⇒¥,

< E

e. : i>
, i. ⇒ dlxni . g) < E .

Assim ye E ☒

Def .

( X
,d) : espaço métrico , { xn}

uma sequência em X . Dizemos
que { xn} é de Cauchy se para todo
E > O existe n,e IN :

m
,
n >
, no⇒ dtxm Rn) < E

Def .
( X ,d) espaço métrico . Dizemos

que ( X ,
d) é completo se todasequênciade Cauehy em ✗ é convergente

Teorema : 1) Toda sequência convergente
é de Cauchy .



2) Toda sequência de Cauchy é
limitada

.

3) Se { xn} é de Cauchy e admite
uma subsequênàa convergenteentão {xn } é convergente .

Bem
.
1) Suponha que sçn-7x .

Então dado E > O existe noEIN :

n >
, no⇒ dcxn

.

x ) < 42
Logo , se m , na n, temos

dtxm
,Xn) E dlxm ,

x) + dtsçxn
< § ←É = E

.

2) { xn }
me ,µ

de Cauchy .

Existe NEIN : dlxm
, xD E I

,

Vm >
,
N

.

Considere

P ÷ imax {dlxnxn) , . . , dtxn.PH .}
Então dlxm

, xn) FP ,

ttm >
.
1



Assim
,
se MMEIN

,

dlxm.xnkdtxm.xni-dlx.PH
E P + f- 2.p

Logo { dtxm , xn) : mine IN}
admite 2p como limitante superior
eportanto { xn : ne N } é limitado
em ✗

.

3) { xn } Cauchy ; I {xn,} convergente
ie
, Inpi x .

Vamos provar

que xn# x .

Seja E > O .

Existe me IN :

• m
,nz no ⇒ dlxmixn) <§

Existe K
.
c- IN tq .

• R >
, K

.⇒ dtxn, .
x) <§

Existe K
,
e IN

, kik. t.q.mn?n.



Logo ,
se MZ no

dfxm
.

X) E dfxm Pena! + dtfna ; x)
< É +G- = E

Sequências e compaadade .

Teorema IX. d) espaço métrico

compacto ,
ECX infinito .

Então

É # 01
Dem

. Suponha que É=D .

Logo ,
se x e X

, Irão :

B. (x) n E=P
Mãe

ou B (x) n E a {x}
Msc

Mas ✗ = UB (x) e i.
XEX rx

existem sç , _ _ , xp C-✗ t.iq .



✗ = Ú Br¥7"j = e

Então
E = ✗ n E =

Ú{Brtsqh E }
j = 1 xj

C { xi , _ _ , xp} ?
Teorema de Weierstrass : Se ECR

"

limitado e infinito então É =/O
Dom

.

E limitado ⇒ J Ia R
"

" intervalo " t . 9 . ECI
. Mas ,

por Heine - Borel , I é compacto .

Corolário 1 /
.

d) compacto .

{ Xn} uma sequência em X .

Então {xn} admite subsequên
cia convergente .

Em particular
✗ é completo .



Demonstração : Seja E-{xn : me IN }
a) E é finito .

Então existem
na < Me < _ . .

< Mp < . . .
e me IN

tais que xnpf-xm.tk .

f- : IN → { ai , _ . . ap } ( sobre )

IN = Ú f-
'

{aj }j = I

Logo xrnpí×m
b) E é infinito .

Neste caso

E
'

# ¢ . Seja xe É .

Escolho

ni. dfxn
.
,
x ) < 1

. Suponha
"
n .

i - -
, xn
, já definidos .

com n
,
< né . . .

<Mim e

dlxnj , XK Yj .
Vamos

⑨

definir xni . Agora Bçfxs



contém infinitos pontos da
sequência . Logo existe mini. ,
t.q.dlxni.sk % .

Construimos
então { xni }⇒ t.iq .

✗
ni→
X

.

Corolário 2 :R
"

é completo .

Bem
. Seja {xn} Cauchy em RN

Então { xn : ne N} f- E) é limitado
e portanto 7 I

" intervalo
"

tq .

EEI
.

Como I é compacto ,
{xn} Tem snbsequênaa convergente
Logo { xn} é convergente .


