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1. RESUMO

A teoria moderna de sistemas dinamicos comecou com o trabalho de Poincaré e,
desde entao, cresceu e amadureceu, tornando-se uma area importante da matematica.
O objetivo principal deste projeto é aprofundar o conhecimento das seguintes areas de
sistemas dinamicos:

Ao

e Sistemas hamiltonianos com dois graus de liberdade, seus aspectos dinamicos e
topologicos.

Equagoes diferenciais polinomiais no plano e o 16° problema de Hilbert.
Difeomorfismos em dimensao 2 como, por exemplo, transformagcoes de Hénon e
twist maps do anel.

Teoria de renormalizacao em dimensoes 1 e 2.

Endomorfismos do intervalo (por exemplo, questoes analiticas delicadas como
decaimento de geometria e existéncia de medidas invariantes); transformagoes
criticas do circulo; renormalizacao e o espago de parametros.

e Teoria de Teichmiiller e suas conexoes com dinamica em dimensoes baixas.

e Teoria ergddica diferencidvel.

mesmo tempo que a teoria de sistemas dinamicos se desenvolveu, ela se afas-

tou de outras, também nascidas do trabalho de Poincaré: a geometria e a topologia

simpl
entre

éticas. Outro objetivo deste projeto é o de buscar conexoes pouco exploradas
estas areas e tentar reestabelecer um contato entre elas préximo o bastante para

que se possa usar técnicas de cada uma para atacar problemas da outra.

2. INTRODUCAO

Em seu famoso ensaio sobre a estabilidade do sistema solar, Poincaré observou, com
surpresa, a prodigiosa complexidade dinamica apresentada por sistemas hamiltonia-
nos com dois graus de liberdade. Do trabalho de Poincaré nasceram areas diferentes
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e frutiferas de matematica. O moderno estudo de sistemas dinamicos tem ai o seu
comego e muito do que foi feito desde entao tem por objetivo explicar a complexidade
observada por Poincaré. O estudo de geometria e topologia simpléticas também teve
o seu inicio com o trabalho de Poincaré. Ambas estas areas da matematica cresceram
e amadureceram independentemente e produziram teorias hoje bastante desenvolvi-
das. Os objetivos principais deste projeto sao aprofundar o conhecimento em algumas
areas de sistemas dinamicos, bem como buscar uma reaproximagao entre o estudo de
sistemas dinamicos e de geometria e topologia simpléticas.

Poincaré procurava originalmente descrever a dinamica qualitativa de sistemas ha-
miltonianos com dois graus de liberdade. Uma compreensao completa deste problema
ainda esta, provavelmente, além do alcance da matematica atual. O objetivo seria
— considerando por um lado que a teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser mostra a
existéncia de uma figura complicada de ilhas eliticas e, por outro, que o trabalho de
Hadamard, Birkhoff, Morse, Smale, Pesin, Katok e outros mostra figuras tao compli-
cadas quanto de variedades invariantes que se cruzam e se dobram sobre si mesmas —
demonstrar que todo sistema hamiltoniano com dois graus de liberdade ou é completa-
mente integravel ou tem um conjunto invariante com medida positiva que é ergédico e
tem entropia positiva. Embora tentar demonstrar tal conjectura esteja além do escopo
deste projeto, é 1til manté-la em mente, por prover um sentido de orientacao.

A teoria de sistemas dinamicos cresceu e se desenvolveu em direcoes diferentes e
ha hoje varias sub-areas bastante ativas. Boa parte dos resultados mais espetacu-
lares desta teoria nos tultimos trinta anos foram obtidos no estudo de dinamica em
dimensao 1 real ou complexa e parte do projeto se dedica a continuar este estudo.
Motivados em parte por este sucesso, em parte pela necessidade de se compreender
fenomenos em dimensoes maiores, varios pesquisadores iniciaram o estudo de sistemas
dinamicos discretos em dimensao 2 procurando estabelecer analogias com resultados
obtidos em dimensao 1 e descobrir quao longe estas podem ser levadas. Desde entao
uma teoria bastante rica se desenvolveu, embora esta nao seja hoje ainda tao completa
quanto sua contrapartida unidimensional. Outra parte deste projeto se dedica a apro-
fundar o estudo de dinamica discreta em dimensao 2 e de suas conexdes com dinamica
unidimensional e com a teoria de sistemas hamiltonianos com dois graus de liberdade.
A teoria de renormalizacao tem feito um papel central no estudo de dinamica unidi-
mensional. Esta teoria e sua generalizacao para dimensao 2 serao exploradas. Além
disso, andlise complexa e a teoria de Teichmiiller tém feito um papel crucial em grande
parte do trabalho nestas dreas e também fazem parte das questoes estudadas aqui. A
teoria de sistemas hamiltonianos com dois graus de liberdade tem varios problemas
importantes em aberto, alguns dos quais serao estudados aqui. Além disso, como foi
mencionado acima, foi de problemas de sistemas hamiltonianos que emanou uma parte
importante dos outros problemas tratados aqui.

3. PROJETO DE PESQUISA

Como mencionamos acima, este projeto se desdobra em varias frentes, as quais
relacionamos abaixo.

3.1. Fluxos em baixas dimensoes e sistemas hamiltonianos. O estudo de siste-
mas hamiltonianos com dois graus de liberdade consiste, quando restrito as superficies
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de energia constante, no estudo de fluxos em variedades de dimensao 3. Comecamos
com a descri¢ao de problemas de pesquisa relacionados a estas duas areas.

3.1.1. Niveis de energia requlares e estritamente converos. Muitos modelos fisicos,
quimicos, biolégicos e economicos sao descritos por sistemas hamiltonianos com dois
graus de liberdade. Quando tais sistemas sao autonomos, ou seja, quando a fungao
hamiltoniana H: R* — R nao depende do tempo, os niveis de energia S = H '(c)
sao preservados pelo fluxo, para todo ¢ na imagem de H. Quando S é difeomorfo a
esfera unitdria S3, algo pode ser dito sobre a existéncia de érbitas periédicas em S. Por
exemplo, quando S é star-shaped (ou seja, existe um ponto O em R* tal que toda semi-
reta partindo de O intersecta S em exatamente 1 ponto), entao S possui pelo menos 1
érbita periddica [83]. Quando S, além de star-shaped, é também estritamente convexo
(ou seja, tem curvatura positiva e é bordo de um subconjunto convexo em R?*), entao
S possui uma 6rbita periddica que é bordo de uma secao global ¥ [58]. Por uma se¢ao
global entende-se um disco ¥ mergulhado em S cujo bordo é uma érbita peridédica P,
o campo hamiltoniano é transversal no interior de X e toda solucao que passa por um
ponto em S\ P, intersecta ¥ para frente e para tras no tempo (mais ainda, a 6rbita
periédica P tem indice de Conley-Zehnder pcz(P) = 3). Decorre dai que o fluxo ha-
miltoniano em S pode ser reduzido a um difeomorfismo ¢: D — D do disco unitario
aberto D = {z € C: |z| < 1} que preserva area e orientagdo. Um dos corolarios desse
resultado é que em S existem exatamente 2 ou 400 Orbitas periddicas. Isto se segue
de um resultado de J. Franks [49] para homeomorfismos do disco que preservam area.
Algumas questoes importantes relacionadas a esses resultados que propomos estudar
sao:

(1) A conjectura de Hofer. H. Hofer acredita que em qualquer nivel de energia
star-shaped existem exatamente 2 ou 400 érbitas periddicas. Esse resultado ja
foi provado genericamente no caso em que todas as orbitas peridédicas de S sao
nao-degeneradas [59]. Questoes parciais nessa dire¢ao ainda nao exploradas sao:
no caso em que existam finitas orbitas periddicas nao-degeneradas, estas devem
ser eliticas, hiperbdlicas? Qual o indice de Conley-Zehnder delas nesse caso?
Qual o nimero de enlacamento entre elas? E possivel resolver essas questoes
em casos mais gerais que os existentes?

(2) Ergodicidade de fluzos geodésicos em S*. Dada uma métrica em S? com cur-
vatura positiva, considere o fluxo geodésico associado a essa métrica (que é
equivalente, através de um recobrimento duplo de 7152, a um fluxo hamil-
toniano em um nivel de energia star-shaped). Ainda é um problema aberto
se tais fluxos geodésicos podem ou nao ser ergddicos. Ha exemplos de fluxos
geodésicos ergddicos em S?, mas todos com pontos com curvatura negativa [42],
[43]. Questoes nessa diregao ainda nao exploradas: entender e adaptar para o
fluxo geodésico em S? os resultados de curvas pseudo-holomorfas ja desenvol-
vidos em S3.

3.1.2. Niveis de energia singulares e estritamente convexros. Supomos agora que S =
H~1(c) possui uma componente invariante pelo fluxo que é homeomorfa a S3, estrita-
mente convexa, mas nao é regular por possuir uma singularidade p., correspondente a
um ponto de equilibrio do tipo sela-centro, isto é, os auto-valores da derivada do campo
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hamiltoniano Xy em p. sao o, —a, wi e —wi onde a,w > 0. Tais niveis de energia tém
particular importancia em sistemas planetarios. O fluxo numa vizinhanga de p. possui
uma forma normal devida a J. Moser (veja [77]) e, como o préprio nome diz, pode ser
decomposto em dois planos, em um dos quais o comportamento é semelhante a uma
sela e, no outro, a um centro. P. Salomao e C. Ragazzo provaram em [55] que conforme
a distancia minima de uma orbita periédica P ao sela-centro se aproxima de zero, o
indice de Conley-Zehnder jicz(P) tende a +o00. Isso implica a existéncia de uma 6rbita
peridédica em S com propriedades topoldgicas bastante particulares. Outro resultado
dos mesmos autores [54] afirma que se existe uma 6rbita homoclinica v C S a p. e o
fluxo hamiltoniano numa vizinhanca de v ¢é integravel ou quase-integravel, entao existe
uma Orbita periédica P em S que é bordo de uma secao global ¥ . O fluxo em S é,
portanto, descrito por um homeomorfismo ¢: D — D que nao é regular apenas em um
ponto w correspondente a variedade estavel de p.. Proximo a w, o homeomorfismo ¢
se comporta como um twist que tende a +00 ao se aproximar de w. Algumas questoes
ligadas a esse problema sao:

(1) E possivel enfraquecer as hipoteses? As hipdteses de integrabilidade e existéncia
de oOrbita homoclinica a p. podem ser omitidas? As técnicas de geometria
simplética parecem promissoras para responder essa pergunta.

(2) Topologia. Qual é a estrutura topoldgica das érbitas peridédicas e homoclinicas
em S, tais como indices, trangas, etc? Diversos resultados para homeomorfismos
do disco que podem ser aplicados a esses casos ainda nao foram devidamente
explorados. Quais sistemas hamiltonianos se enquadram nessas hipdteses?
Estas questoes sao intimamente relacionadas as discutidas mais adiante nas
Secoes 3.2.1 e 3.2.4.

3.1.3. Pontos de equilibrio de sistemas hamiltonianos naturais. Uma das questoes mais
antigas da area de sistemas dinamicos é o estudo das propriedades locais de pontos de
equilibrio de sistemas hamiltonianos com funcao hamiltoniana do tipo

H(q,p) =T(q,p) + 7(q),

onde T: Q C R"xR"™ — R é a energia cinética, uma forma quadratica definida positiva
nos momentos, 7:  C R” — R é a energia potencial, uma funcao de classe C*, e Q é
uma vizinhanga aberta da origem.

Quando 7(0) = |V7(0)] = 0 temos que (0,0) é um ponto de equilibrio das equagoes
de Hamilton. A compreensao do comportamento local das solu¢oes numa vizinhanca
deste equilibrio tem sido perseguida por mais de um século. Algumas questoes em
particular, como o estudo da estabilidade de Liapunov deste pontos, despertaram de-
senvolvimentos ja classicos na teoria de equagoes diferenciais ordinarias.

Sobre esta questao, desde 1844 é conhecido que, se 0 é um ponto de minimo estrito
da energia potencial, entao o equilibrio associado é estavel segundo Liapunov. Em 1894
Painlevé mostrou existirem energias potenciais para as quais a origem era um ponto
de sela mas o equilibrio associado era estavel.

Iniciou-se entao a busca de condicoes para estabelecer a estabilidade ou instabilidade
do equilibrio. Vérios resultados significativos foram obtidos, notadamente:

e (Hagedorn-1971) Suponha que 7(q) < 0 em Q\{0} (isto é, 0 é um ponto de
maximo local estrito). Entao a origem ¢ instével.
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o (Moauro-Negrini-1989) Suponha que k > 2, w(q) € C*3(Q,R), 7 = 7, + W,
onde 7, ¢ um polindmio homogéneo de grau k, sem maximo na origem, e W =
o(|lq|/*). Entao a origem é um equilibrio instével, e existe uma solucdo das
equacoes do movimento assintdtica a origem.

e (Palamodov-1995) Suponha que m € C¥, e que m nao tem minimo na origem.
Entao a origem é um equilibrio instavel.

Na década de 70 conjecturou-se que, se o jato de ordem k de m mostrar que a
origem nao é um ponto de minimo, entdo a origem é instavel. Aqui, diz-se que ‘o
jato j*m mostra que ™ ndo tem minimo na origem’ se, para qualquer funcao f tal
que j*f = j*m, a origem ndo é um ponto de minimo local de f. Este resultado seria
equivalente a uma caracterizagao completa dos jatos que garantem a instabilidade, pois,
se j*m ndo mostra que 7 nao tem minimo, existe 7, com j*7 = j¥my, Ty tem um minimo
local em 0 e portanto (0,0) é um equilibrio estavel. Barone-Netto, Gorni e Zampieri
mostraram que, se f € C¥, ndo tem minimo na origem, existe k tal que j*f mostra
que f nao tem minimo. Logo, o resultado conjecturado também estenderia o teorema
de Palamodov. Em [51], a conjectura enunciada foi demonstrada para hamiltonianos
com dois graus de liberdade. Além disso, também foi provada a existéncia de uma
trajetoria assintotica a origem, resultado que nao era conhecido mesmo no caso de
energias potenciais analiticas.

Uma das diregoes que nossa pesquisa deverd tomar serda a de tentar, utilizando as
técnicas desenvolvidas para o caso com dois graus de liberdade, estender nossos resulta-
dos para o contexto geral de n graus de liberdade. Comecaremos por tentar demonstrar
a conjectura para o caso genérico onde o jato de ordem 2 da energia potencial é uma
forma quadratica semi-definida positiva, e a matriz hessiana de 7 tem até dois autova-
lores nulos.

Outra questao pertinente ao estudo de pontos de equilibrio de sistemas hamiltonia-
nos é: qual o papel da energia cinética? Os teoremas citados mostravam a estabilidade
ou instabilidade do equilibrio com hipdteses apenas sobre a energia potencial; da ener-
gia cinética exigia-se apenas alguma regularidade. Porém, num resultado recente de
Bertotti e Bolotin (ver [15, 16]), os autores mostraram existir duas energias cinéticas
Ty, T, e uma energia potencial m de forma que o equilibrio do sistema H; =T} + 7 ¢é
instavel, enquanto que o equilibrio do sistema Hy = Ty + 7 é estéavel.

Em [52], foram exibidos dois exemplos que também mostram a importancia da ener-
gia cinética no comportamento das solucoes das equagoes do movimento na vizinhanca
do equilibrio. Um é o primeiro exemplo explicito do resultado de Bertotti e Bolotin,
onde a troca de energia cinética altera a estabilidade. O segundo é um exemplo de
energia potencial analitica e de duas energias cinéticas de forma que a bacia de atragao
do equilibrio tem dimensao 1 com uma energia cinética, enquanto que para o sistema
lagrangiano com a outra energia cinética a dimensao é 2.

A questao natural que segue destes resultados é como caracterizar as energias po-
tenciais analiticas para as quais este tipo de fenomeno é possivel. No exemplo citado
em [52] a matriz hessiana da energia potencial era nula. Uma primeira dire¢ao a se
considerar ¢é tentar mostrar que genericamente este fenomeno ¢ impossivel quando, por
exemplo, a hessiana de 7 nao tiver autovalores nulos, ou quando sé tiver um autovalor
nulo.
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3.1.4. Resolucgao de singularidades de campos de vetores. Seja N uma variedade analitica
(real ou complexa) de dimensao n, e seja X um campo de vetores analitico nao-nulo
em N. Definimos o conjunto singular de X como sendo o subconjunto analitico

S(X)={pe N|X(p) =0}

Diremos que X ¢ reduzido se codim(S(X)) > 2. De fato, quando se estuda a dinamica
associada a um campo de vetores X, pode-se sempre supor o caso reduzido, pois se
codim(S(X)) = 1 entao existe uma funcao analitica g em N e um campo de vetores
reduzido Y tal que X = ¢g-Y, e, portanto, todas as curvas solugao de X sao curvas
solugdo de Y. Uma singularidade p € S(X) é dita elementar se a matriz jacobiana
DX (p) possui pelo menos um autovalor distinto de zero. Neste caso, podemos utilizar
diversas ferramentas (e.g. [56]) para estudar o comportamento qualitativo das curvas
solucao de X em uma vizinhanca U de p. No caso de singularidades degeneradas,
isto é, nao-elementares, este estudo local se torna extremamente complicado. Uma das
principais técnicas para abordar estas complicacoes é a reducao de singularidades. Esta
consiste em uma transformagao analitica sobrejetiva prépria de uma nova variedade
analitica N em N, ®: N — N, que é um difeomorfismo fora de S(X). A partir de tal
transformacao, podemos deﬁmr de forma tnica um novo campo de vetores analitico
reduzido X em N de tal forma que ®*(X) = X em N \ @ '(S(X)). Em particular,
®~! mapeia curvas solucio de X em curvas solugao de X.

No caso em que todos os pontos p € S(X) sao singularidades elementares, dizemos
que X foi desingularizado pela transformacao ®. Assim, nos casos em que a desingu-
larizacao pode ser feita, este processo nos leva novamente ao problema de estudar as
curvas solucao de um campo de vetores cujas singularidades sao todas elementares.

A conjectura de desingularizacao para campos de vetores analiticos afirma que este
processo sempre pode ser efetuado:

Conjectura. Suponha que U C N € um aberto relativamente compacto. Entao existe
uma transformacao ® : N — U que desingulariza o campo de vetores X restrito a U.

Essa conjectura foi demonstrada para n = 2 por Bendixson-Seidenberg (ver e.g.
[75]). Em um trabalho recente de Daniel Panazzolo [82], este resultado foi estendido
para n. = 3 no caso analitico real.

Durante a vigéncia do projeto, propoe-se estudar os seguintes problemas:

(1) Campos analiticos complezos. Estender o resultado de [82] para o caso analitico
complexo.

(2) Modelos finais. Em dimensao 3, fazer o estudo dos modelos finais de campos
de vetores que sao obtidos pelo processo de desingularizagao. Isto inclui, por
exemplo, descrever as possiveis formas normais (no sentido de Poincaré) para
tais campos.

3.1.5. Perturbagoes Singulares. Problemas sobre perturbagoes singulares aparecem fre-
quentemente em aplicagoes. Tipicamente, tais problemas sao representados por uma
equacao diferencial da forma
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onde (z,y) € (R%0), a € (R",0) é chamado parametro de controle, ¢ € (R*,0) é
chamado parametro singular e f é uma fungao diferenciavel tal que f(x,0,0,0) =0. O
conjunto I' = {y = @ = ¢ = 0} é chamado de variedade lenta, e constitui uma curva
de singularidades nao isoladas da equacao diferencial.

Em [81] foi estudado o problema de encontrar familias de curvas solugao de (x)
(parametrizadas por €) que tendem a I' quando o parametro singular ¢ tende a zero.
Tais familias sao denominadas solu¢oes canard. Sucintamente, sob certas hipdteses
de transversalidade e supondo também que quase todas a singularidades em I' sao
elementares, foi demonstrado neste artigo que tais solucoes podem ser perfeitamente
caracterizadas através da técnica de blow-up em familias.

O artigo acima levantou as seguintes questoes, cujas respostas pretende-se buscar
durante a vigéncia do projeto:

(1) As mesmas técnicas podem ser utilizadas para abordar o problema equivalente

em m-dimensoes,
62—;’ = f(z,y,¢,a)

comy € (R™ 0)7

(2) Supondo que a variedade lenta I' seja difeomorfa & circunferéncia S, o que é
possivel dizer com relagao a ciclicidade de I, isto é, o nimero de ciclos limite
que bifurcam de I' por perturbagao dos parametros ¢, a?

(3) A técnica de desingularizagao em familias pode ser utilizada para o estudo de
casos mais degenerados, por exemplo, abandonando a hipdtese de que quase
todos os pontos de I' sao elementares?

3.1.6. Ciclicidade de Policiclos Elementares. Um policiclo elementar de um campo
de vetores bidimensional é um conjunto compacto invariante formado pela uniao de
um numero finito de singularidades hiperbdlicas e semi-hiperbélicas do tipo sela e de
conexoes heteroclinicas entre as variedades invariantes destes pontos.

Um passo importante na solucao do 16° Problema de Hilbert seria a prova da seguinte
conjectura:

Conjectura (Finitude para policiclos elementares). Seja Xy uma familia analitica de
campos de vetores em R?, com parametros A\ € (R" 0). Seja T' C R?* um policiclo
elementar para Xy. Entdo existem um nimero natural n € N, uma vizinhanca U C R?
de I' e uma vizinhanga V' C R"™ da origem tais que a sequinte propriedade é verificada:
para cada N € V', o campo de vetores Xy possui no mdzrimo n ciclos limite em U.

No caso em que n = 0, isto é, o caso sem parametros, este resultado foi provado
independentemente por Ilyashenko [61] e Ecalle [45]. Uma das consequéncias é o famoso
Teorema de Dulac.

Recentemente, Mourtada anunciou em [78] uma prova desta conjectura para familias
arbitrarias, com a hipdtese de que o policiclo I' é hiperbdlico, isto é, cada singularidade
de I' é uma sela hiperbdlica. A presenca de parametros de desdobramento complica
muito o problema, especialmente devido a presenca dos chamados compensadores de
Ecalle-Roussarie. A prova de Mourtada é muito longa e contém muitas idéias no-
vas. Em particular, ele conseguiu tratar o problema de forma geométrica, combinando
a Teoria de Fewnomials [63] e a Teoria de Algebras Topoldgicas Noetherianas [89).
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Propoe-se estudar a possibilidade de estender os resultados de Mourtada nos casos
seguintes:

(1) Policiclos elementares nao-hiperbdlicos.
(2) Campos de linhas folheados.

O dltimo item refere-se a objetos que generalizam a nogao usual de familias de cam-
pos de vetores. Em poucas palavras, permitimos que as integrais primeiras (usualmente
dadas for {d\ = 0}) sejam singulares. A importancia do estudo dos campos de linhas
folheados reside no fato destes serem os objetos finais obtidos na desingularizarizacao
de familias de campos de vetores em dimensao 2 [44].

3.2. Dinamica discreta em dimensao 2. Como acabamos de ver, o estudo da
mecanica hamiltoniana com 2 graus de liberdade e, mais geralmente, de equagoes dife-
renciais ordindrias (EDO’s), frequentemente leva, apds algumas construgoes padrao, a
problemas sobre o comportamento dinamico de homeomorfismos do disco, do anel ou
do toro em dimensao 2. Um exemplo tipico acontece no estudo de sistemas hamiltoni-
anos com dois graus de liberdade, apds restringir a uma variedade de energia constante
e encontrar uma se¢ao de Poincaré para o campo.

A compreensao de alguns destes problemas tem seu inicio com o chamado “ultimo
teorema geométrico de Poincaré,” hoje em dia mais conhecido como Teorema de Poin-
caré-Birkhoff. Este resultado relaciona propriedades dinamicas de certos homeomorfis-
mos do anel (existéncia de pontos fixos) com a existéncia de 6rbitas periédicas para o
problema restrito dos 3 corpos (ver por exemplo [85]).

Birkhoff, que foi aluno de Poincaré, pode ser considerado o pai da dinamica to-
pologica pois, além de ter dado a primeira prova convincente para o teorema men-
cionado acima, iniciou o estudo dos chamados twist mappings (difeomorfismos de tipo
twist), que sao difeomorfismos do cilindro com certas propriedades especiais (ver [17],
[19], [18] e [20]). Os difeomorfismos de tipo twist aparecem naturalmente quando se
estuda a dinamica na vizinhanca de certas érbitas periddicas para sistemas hamiltoni-
anos, nos bilhares convexos e na vizinhanca de pontos periédicos elipticos genéricos de
difeomorfismos que preservam area em dimensao 2. Existem também aplicagoes dos
twist mappings ao estudo de aceleradores de particulas e na modelagem da interacao
entre atomos de cristais, como por exemplo no famoso modelo de Frenkel-Kontorova. O
estudo da dinamica topolégica em superficies se desenvolveu de maneira independente
da fisica matematica e do estudo de EDQO’s, mas, de tempos em tempos, aplicagoes im-
portantes sdo descobertas, como por exemplo o importante resultado de J. Franks [49]
ja mencionado em 3.1.1. Neste artigo demonstrou-se que um homeomorfismo do anel
que preserva area e tem pelo menos uma orbita periédica possui, necessariamente, um
numero infinito de tais érbitas. Disto se segue que toda métrica com curvatura positiva
na esfera S? possui um nimero infinito de geodésicas fechadas.

Outro aspecto de dinamica em dimensao 2 diz respeito a familias de transformacoes
de superficies como, por exemplo, aquelas introduzidas por Hénon [57] e Lozi [69].
Tais familias tém sido estudadas extensivamente nos ultimos anos. Em [11, 76], foi
demonstrado que, sob hipodteses razoaveis, elas possuem atratores “estranhos” que,
além disso, sao abundantes no sentido de que ha um conjunto de medida positiva
de parametros para os quais tais atratores existem. As propriedades estocasticas de
atratores de Hénon foram estudadas em [12, 13|, por exemplo. Outros autores (por
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exemplo, [10, 24, 47, 60]) estudam a familia de Hénon complexa. Entre outras coisas,
foram exibidas semelhancas e diferencas interessantes entre a familia de Hénon com-
plexa e a sua andloga em dimensao 1, a familia quadratica. Em [80], vérias conjecturas
e resultados recentes sobre o comportamento genérico de sistemas dinamicos em di-
mensao 2 sao enunciados. Ha ainda muitas questoes centrais em aberto nesta area,
tornando-a bastante ativa.

3.2.1. Homeomorfismos do anel, do cilindro e do toro. Um resultado de grande im-
portancia nesta area é o teorema de Conley-Zehnder [30], que afirma que qualquer
difeomorfismo do toro T? que é homotdpico a identidade, preserva drea e tem niimero
de rotagao da medida de Lebesgue igual a zero, possui pelo menos 3 pontos fixos. Este
teorema ¢, na realidade, bastante mais geral e afirma que um simplectomorfismo do
toro T?" tem pelo menos 2n + 1 pontos fixos.

Em dimensao 2, existem diversas provas topoldgicas de versoes do teorema de Conley-
Zehnder que valem para homeomorfismos do toro, sob hipdoteses bem menos restritivas.
A primeira delas é provavelmente devida a Franks [48] e garante a existéncia de um
ponto fixo. Em seguida Flucher [46] demonstrou a existéncia de dois pontos fixos
e finalmente Le Calvez [67] garante a existéncia de trés pontos fixos. Na verdade,
muito mais foi dito sobre os homeomorfismos do toro homotépicos a identidade que
preservam area e tém numero de rotacao da medida de Lebesgue igual a zero. Dentre
outras coisas, em [68], Le Calvez mostrou que tais homeomorfismos tém um nimero
infinito de pontos periédicos.

O trabalho ja realizado nesta direcao pode ser separado em duas sub-linhas de pes-
quisa:

(1) Estudo dos difeomorfismos do tipo twist no toro.
(2) Estudo de propriedades mais gerais de homeomorfismos e difeomorfismos no
toro, anel e cilindro.

No que se segue, descreveremos resumidamente cada uma destas linhas, citando
alguns resultados obtidos e algumas metas a serem atingidas.

3.2.2. Twist Mappings. Na série de artigos [1], [8], [7], [5], [2] e [4] desenvolveu-se o
estudo da dinamica de difeomorfismos do tipo twist no toro. Provou-se a existéncia
de um invariante topoldgico chamado intervalo de rotagao vertical, que tem certas
propriedades importantes, algumas delas andlogas as do conjunto de rotacao de endo-
morfismos do circulo, ver [23]. Grosso modo, aos pontos interiores racionais pode-se
associar pelo menos duas érbitas periddicas com esse nimero de rotagao vertical e aos
pontos irracionais correspondem conjuntos compactos, invariantes, também com esse
nimero de rotagao.

A analise de como os extremos deste intervalo variam com o difemorfismo pode ser
util no ataque a dois tipos de problemas importantes nessa area:

(1) Estudo da ruptura de curvas rotacionais invariantes para familias de difeomor-
fismos de T?. Suponha que

folz,y) = (z+y,y) (mod 1)?
e que f; é uma familia de difeomorfismos do tipo twist que preservam area, de
classe C* (k = 4,5,6,...,00,) com respeito a (z,y),t € T? x R. Queremos
entender como pode ser o conjunto dos ¢t € R tal que f;(y) = v para pelo menos
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uma curva fechada simples nao homotopicamente trivial ¥ C T2. A teoria de
twist mappings implica que a classe de homotopia de y no toro tem que ser (1, 0),
ou seja, v ¢ homotopica a uma curva horizontal. De fato, pelo teorema da curva
invariante de Birkhoff, v se projeta injetivamente na coordenada horizontal.
A relagao entre esse problema e o intervalo de rotagao vertical segue de que
uma curva y como acima sé existe se o intervalo de rotagao vertical py estiver
reduzido a 0. Isto ¢, se ndo existem curvas v como acima, entao py(f) = [a, b],
com a < 0 < b. Desta forma, procurar parametros para os quais nao existem
curvas rotacionais invariantes é equivalente a procurar aqueles para os quais py
nao esta reduzido a 0; ver [4] para uma primeira aplicacao desta técnica.
Ergodicidade de twist mappings no toro. A versao mais geral possivel deste
problema consiste em decidir se existe um difeomorfismo C* de tipo twist no
toro que preserve a medida de Lebesgue e que seja ergddico com relacao a
ela. Na topologia C', um trabalho recente de Bonatti-Croivisier [21] no qual
¢ demonstrado que transitividade é uma propriedade C'-genérica, nos da a
indicacao de que isso talvez seja possivel. Com diferenciabilidade maior, por
outro lado, a teoria KAM diz que ilhas elipticas nao podem ser destruidas por
perturbagoes pequenas, o que complica muito a situagao. Ha& um problema
correlato, mais relacionado com a teoria de intervalo de rotagao vertical. Se
considerarmos a familia standard, dada por

fe(z,y) = (x + y + ksin(27x),y + ksin(2rz))  (mod 1)?,

simulagoes numéricas tornam a seguinte pergunta natural: para o parametro
k > 0 suficientemente grande, é positiva a medida do subconjunto de parametros
k para os quais fr é ergédico? Na verdade, sequer se sabe se existe um tunico
parametro onde haja ergodicidade.

Considerando o conjunto py(fx) = [a(k),b(k)], é possivel mostrar que, se
para um certo kg > 0, a(k) ou b(k) nao forem localmente constantes com k
numa vizinhanca de kg, entao para todo k # ky suficientemente préximo de
ko, fr nao é ergddico. O fato de a(k),b(k) serem localmente constantes parece
estar relacionado com a racionalidade dos seus valores. Em [7] e [5] esta relacao
¢ demonstrada no contexto de difeomorfismos de tipo twist, nao restrito a uma
familia particular, mas satisfazendo uma condicao de transversalidade.

Assim, um objetivo importante é o de tentar descobrir se f; possui alguma
propriedade que a torne “transversal” com relac¢ao as perturbagoes de [7] e [5]
e, posteriormente, tentar obter alguma informacao sobre a medida do conjunto
de paramentros associados a extremos racionais e irracionais.

3.2.3. Homeomorfismos e difeomorfismos do toro, anel e cilindro. O objetivo aqui é

obter informacao sobre a dinamica de certas aplicagoes estudando os seus conjuntos de
rotacao e descrever certas condigoes topoldgicas que garantam a existéncia de orbitas
periddicas (ver [3] e [6] para um exemplo de problemas estudados).

Atualmente, S. Addas-Zanata tenta provar uma conjectura de P. Boyland sobre

homeomorfismos do anel que preservam &area. Grosso modo, o objetivo é saber se

o conjunto de rotacao de um tal homeomorfismo pode ter como um dos extremos o

numero de rotacao da medida de Lebesgue e nao ser reduzido a esse valor apenas.
Durante o projeto, S. Addas-Zanata também estudara alguns problemas mais gerais,
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sobre homeomorfismos em espacos métricos compactos, relativos a medidas invarian-
tes que minimizam certas propriedades. Mais precisamente, tentara provar que para
homeomorfismos em certos espagos métricos X, dada uma funcao g definida em X a
valores reais, a seguinte condicao é genérica: a medida invariante pelo homeomorfismo
que minimiza a integral de g é suportada numa érbita periddica.

3.2.4. Familias de difeomorfismos de superficies. A grande complexidade dinamica que
deixou Poincaré atonito foi a intrincada teia de intersegoes entre variedades estaveis
e instaveis de pontos de sela. A criacao de uma intersecao homoclinica implica na
existéncia de diversas outras estruturas dinamicas, tais como pontos periédicos atrato-
res (pogos), atratores do tipo Hénon [76], coexisténcia de infinitos pogos, coexisténcia
de infinitos atratores estranhos [25], e muitas outras. Colli e Vargas demonstraram [29],
por exemplo, que nas proximidades da criacao de uma o6rbita homoclinica, pode haver
uma ferradura e uma medida invariante qualquer suportada na ferradura cujo conjunto
de pontos genéricos é um aberto.

Nesta parte do projeto, procura-se estudar os aspectos topolégicos e geométricos da
dinamica de familias de homeomorfismos e difeomorfismos de superficies. Os objeti-
vos principais sao dar uma descricao completa da dinamica topoldgica para uma tal
familia que passa de dinamica trivial a cadtica, desenvolver uma teoria de modelos
quase-lineares para difeomorfismos de superficies analoga aquela de semi-conjugacao a
modelos lineares por partes em dimensao 1 desenvolvida por Milnor and Thurston e
entender implicacdo entre érbitas periddicas em dimensao 2. Mais especificamente, os
problemas a serem atacados sao:

(1) A Conjectura da Frente de Poda. Cvitanovié¢ introduziu poda (pruning) como
um analogo bidimensional para a teoria de kneading de Milnor e Thurston e
mostrou numericamente como os modelos de poda sao capazes de descrever
acuradamente as transformagoes de Hénon. Em [31], poda foi estabelecida
de maneira matematicamente rigorosa e, por meio de exemplos, foi observado
que a familia de poda pode mesmo ser grande o suficiente para conter modelos
topoldgicos para todas as transformagoes de Hénon. Esta afirmacgao é tornada
rigorosa na Conjectura da Frente de Poda (CFP): a familia de poda contém a
familia de Hénon a menos de semi-conjugacao. Em outras palavras, a conjectura
afirma que, a menos de semi-conjugacao, toda transformacao de Hénon pode
ser descrita como uma “ferradura parcial,” isto é, como a ferradura de Smale da
qual se destruiu — podou — parte da dinamica. A CFP é um problema central
ainda em aberto sobre dinamica em dimensao 2. Uma demonstracao desta
conjectura e as técnicas utilizadas para obté-la possibilitarao o entendimento,
nao somente da familia de Hénon, mas também da transicao para o caos em
dimensao 2 em um contexto bastante geral.

(2) Modelos quase-lineares para difeomorfismos em dimensdo 2. Um dos principais
resultados da teoria de kneading é a demonstracao da existéncia de modelos
lineares por partes para endomorphismos do intervalo. A. de Carvalho vem
desenvolvendo um programa para a construcao de tais modelos em dimensao 2
— modelos quase-lineares, isto é, lineares a menos de singularidades. Este
programa envolve varias técnicas, desde o estudo de tipos de tranca até as
teorias de transformacoes quase-conformes e de Teichmiiller e é composto de
varios passos, muitos dos quais tém interesse independente.



12 DINAMICA EM BAIXAS DIMENSOES

(3) Implicagdao entre drbitas periddicas em dimensdo 2. Poda pode ser vista como
uma tentativa de descrever familias de homeomorfismos de superficies “de fora,”
isto é, de maneira construtiva, apresentando modelos topoldgicos para todas as
transformacoes da familia. Vindo no sentido oposto, é possivel também tentar
entender restricoes na maneira em que a dinamica é criada em familias que
passam de comportamento dinamicamente trivial a cadtico. Aqui, o estudo de
implicacao entre orbitas, isto é, de quando e como a presenca de certa orbita
periédica implica a existéncia de outras érbitas, faz um papel central. O pro-
blema de implicacao em dimensao 1 foi bastante estudado e hoje existe, para
este caso, uma teoria bem desenvolvida. Em dimensao 2, o problema é bem
mais complicado, ja que mesmo a especificacao topologica de orbitas periddicas
¢ bastante mais elaborada. Os artigos [32, 33, 34] de A. de Carvalho e T. Hall
comecam a tratar do problema de implicacao entre érbitas periddicas da ferra-
dura de Smale, mas ha ainda um grande nimero de questoes importantes em
aberto.

3.3. Renormalizacao. O conceito de renormalizagao tem suas origens em teoria dos
campos e mecanica estatistica. A partir dos anos 70, com as descobertas de universa-
lidade de Coullet e Tresser e de Feigenbaum, passou a ter um papel fundamental na
teoria de sistemas dinamicos em dimensao 1 real ou complexa. A demonstragao ma-
tematicamente rigorosa dos fenomenos observados por Feigenbaum e Coullet-Tresser
sO se deu no inicio dos anos 90 e, durante esses vinte anos, a teoria matemaética de
renormalizacao atingiu niveis altissimos de sofisticagao. Este projeto propoe o estudo
de questoes da teoria de renormalizacao em dimensao 1 e também sua generalizacao
para o estudo de sistemas dinamicos em dimensao 2, especificamente, da transformacao
de Hénon.

3.3.1. Renormalizacao em dimensao 1.

(1) Renormalizacao e transformagées criticas do circulo. No inicio dos anos 80,
descobertas experimentais de universalidade semelhantes as do caso unimodal
foram feitas por Feigenbaum, Kadanoff e Shenker no contexto de transformagoes
criticas do circulo. Para explicar tais universalidades, Lanford [64, 65, 66] e
Ostlund, Rand, Sethna e Siggia [79, 84| introduziram um operador de renor-
malizagao para homeomorfismos criticos do circulo (em termos dos chamados
pares comutantes) e conjecturaram a hiperbolicidade desse operador. Em 1992,
em sua tese de doutorado [36], Edson de Faria introduziu o conceito de par
comutante holomorfo, utilizando-o em combinagao com técnicas de deformacao
de estruturas complexas em laminacoes de superficies de Riemann, criadas por
Sullivan [87, 86], para provar a convergéncia das renormalizagoes de homeo-
morfismos criticos com numero de rotacao de tipo limitado. Este resultado
estabeleceu de forma conceitual a existéncia de um atrator topolégico para o
operador de renormalizacao supramencionado. Posteriormente, E. de Faria e
W. de Melo em [37, 38| estabeleceram a convergéncia exponencial das renor-
malizagoes de tais homeomorfismos para o atrator (na topologia C?).

Em trabalho conjunto, E. de Faria W. de Melo (IMPA) e A. Pinto (FC-Porto),
pretendem provar que o operador de renormalizacao atuando no espaco de trans-
formacoes criticas do circulo de classe C" com r > 3 é globalmente hiperbdlico.
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Para atingir este objetivo serao utilizadas as ferramentas desenvolvidas pelos
mesmos trés pesquisadores num trabalho anterior para transformacgoes unimo-
dais, recentemente aceito para publicacdo em Annals of Mathematics (ver [39]),
bem como um trabalho recente de M. Yampolsky e D. Khelmev ainda nao
publicado.

(2) Renormalizagao em aplicagoes dissipativas com uma descontinuidade. Motiva-
dos pelo aparecimento de aplicagoes unidimensionais com uma descontinuidade
em fenomenos fisicos (ver [27] e referéncias ali contidas), surgido de interacao
com o Laboratério de Fenomenos Nao-Lineares do IFUSP, Colli e seu aluno de
doutoramento Marcio Alves estudam atualmente o operador de renormalizacao
que surge no espaco de funcoes do intervalo que, além da descontinuidade apre-
sentam derivada entre 0 e 1.

Numa familia a trés parametros invariante pelo operador (onde estiver de-
finido), foi possivel obter uma laminac¢ao bidimensional de laminas C*°, que
consiste das fungoes infinitamente renormalizéveis, e agora outras propriedades
dessa laminagao, como regularidade das holonomias e dimensao de Hausdorff
da intersecao de variedades transversais, estao sendo investigadas. O objetivo é
estende-los para o contexto de dimensao infinita, otimismo que se justifica por
hipdteses simplificadoras como a auséncia de pontos criticos, a injetividade e a
contracao em toda parte que, porém, de forma alguma trivializam a dinamica.

3.3.2. Renormalizagao em dimensao 2. Em trabalho conjunto de A. de Carvalho,
M. Lyubich e M. Martens [35], uma teoria de renormaliza¢ao em dimensao 2 foi inici-
ada. Foi definido um operador de renormalizacao que age no espago de transformacoes
de tipo Hénon e foi demonstrado que o ponto fixo do operador de renormalizacao uni-
dimensional é também um ponto fixo hiperbdlico do operador em dimensao 2. Ha
evidéncia de que transformacoes de Hénon infinitamente renormalizaveis formam uma
familia contendo uma quantidade nao-enumeravel de transformacgoes topologicamente
distintas, isto é, que nao sao topologicamente conjugadas umas as outras, o que con-
trasta com o que acontece em dimensao 1. Ha também evidéncia de que transformacoes
de Hénon infinitamente renormalizaveis satifazem a CFP. Isto sera conseqiiéncia de
uma descricao completa de como se comportam as variedades invariantes do seus pon-
tos periddicos. Pretendemos continuar o estudo de renormalizacao em dimensao 2 e
estabelecer relacoes mais estreitas com outros assuntos tratados neste projeto na parte
de dinamica em dimensao 1. Demonstrar a CFP para transformagoes de Hénon infinita-
mente renormalizaveis parece ser um objetivo realista a médio prazo. Queremos ainda
estudar a rigidez (ou falta dela) dos conjuntos de Cantor criticos. Embora o conjunto de
transformacoes de Hénon infinitamente renormalizaveis seja, admitidamente, um sub-
conjunto pequeno (de co-dimensao um) dentro da familia de Hénon, a prova de CFP
para estas transformacoes seria a primeira prova desta conjectura para transformacoes
nao-hiperbdlicas. Além disto, é provavel que as técnicas utilizadas aqui se generalizem
para operadores de renormalizacao de outros periodos, tornando possivel demonstrar
a CFP para familias de transformacoes de Hénon infinitamente renormalizdveis com
outras combinatoérias.

Um argumento de transversalidade mostra que a familia de Hénon contém trans-
formacoes infinitamente renormalizdveis nao-triviais, isto é, com b # 0. Nossa intuigao
é que, de fato, o conjunto de transformacoes de Hénon infinitamente renormalizaveis
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consiste de uma curva que se estende de b = 0 até b = 1 no plano de parametros, con-
tendo portanto transformacgoes que preservam area. Como freqiientemente acontece
com questoes que envolvem o espago de parametros, demonstrar este fato parece ser
bastante dificil e, na verdade, sequer temos uma idéia clara de como proceder. Pre-
tendemos fazer exploracoes numéricas do espaco de parametros na familia de Hénon
para ver se é possivel confirmar este fato. Em caso afirmativo, teremos uma nova
rota para explorar transformacoes infinitamente renormalizaveis que preservam area e,
possivelmente, um novo modo de estudar os fenémenos observados por MacKay [73].

3.4. Dinamica unidimensional real e complexa. Boa parte da produgao ma-
tematica na area de sistemas dinamicos nos ultimos trinta anos trata da dinamica
de polinomios reais. Muitos destes resultados foram provados apenas para o caso uni-
modal, ou seja, o caso em que o polinomio possui apenas um ponto critico de tipo
extremo. No caso de polinomios reais com varios pontos criticos alguns resultados
relevantes foram obtidos recentemente por Edson Vargas em [91], Sebastian van strien
e Edson Vargas em [90] e por Grzegorz Swiatek e Edson Vargas em [88]. H4, no en-
tanto, ainda muito a ser feito. Por exemplo, efeitos da falta de simetria e complicacoes
analitico-combinatorias associadas a pontos criticos de inflexdo com freqiiéncia escon-
dem aspectos dinamicos interessantes que devem ser explorados mais profundamente.

3.4.1. Dinamica real.

(1) Familias dinamicamente completas de endomorfismos do circulo. Em trabalho
que vem sendo desenvolvido conjuntamente por Edson de Faria, Welington de
Melo, Pedro Salomao e Edson Vargas [40], estuda-se o problema da construcao
de familias dinamicamente completas de endomorfismos do circulo. Por familia
dinamicamente completa entende-se uma familia de endomorfismos, cuja topo-
logia esteja fixada de antemao, que depende apenas de um nimero finito de
parametros e tem a propriedade de que todo endomorfismo com aquela mesma
topologia é semi-conjugado a algum (preferencialmente um tnico) elemento da
familia. No trabalho em questao [40], uma vez fixado o grau topoldgico d e o
nimero m de pontos criticos dos endomorfismos do circulo, os autores cons-
troem uma familia de dimensao finita de produtos de Blaschke de grau d com
exatamente m pontos criticos que é dinamicamente completa. A construcao se
faz via o chamado operador de Thurston, seguindo uma estratégia originalmente
proposta por W. de Melo.

(2) Decaimento de geometria na familia cibica. Muitas propriedades dinamicas,
tanto no espaco de fase como no de parametros, dependem de aspectos métricos
e geométricos do conjunto w-limite dos pontos criticos. Estes, por sua vez,
dependem do comportamento de aplicagoes de primeiro retorno em vizinhancas
arbitrariamente pequenas de pontos criticos recorrentes. A existéncia ou nao
de decaimento exponencial de geometria é um problema central neste contexto.
Consideramos os polindmios ciibicos reais dados por Py(z) = ax® + bx? + (1 —
a — b)xr que sdo bimodais. Neste caso existem dois pontos criticos de ordem 2
(quadréticos) mas pode haver uma forte iteracao entre eles. Seria interessante
explorar a existéncia de uma propridade topoldgica que determine quando esta
interacao é forte suficiente para impedir o decaimento de geometria. Nesta
direcdo, Liane Bordignon e Edson Vargas estao concluindo o trabalho [22] que
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considera o caso tido como o mais delicado — o de combinatoria de Fibonacci —
e se prova a ocorréncia de decaimento exponencial de geometria, além de varias
de suas consequéncias. Em geral, conjectura-se que se nao existem retornos
centrais entao ocorre decaimento exponencial de geometria e o polinomio é
estocastico. Isto seria uma generalizagdo natural de [74] e constitui uma etapa
crucial em direcao a demonstracao de que na familia cibica quase todos os
parametros (no sentido da medida de Lebesgue) correspondem a polindémios
hiperbélicos ou estocasticos.

Pontos criticos de inflexao. Os pontos criticos de inflexao desempenham um
papel ainda pouco conhecido em dinamica unidimensional. Em pequenas vizi-
nhancas destes pontos a dinamica, ao contrario do que ocorre com os pontos
criticos que sao extremos locais, nao possui simetrias naturais. A compreensao
dos efeitos desta falta de simetria requer o desenvolvimento de novas técnicas e
espera-se que este estudo venha a produzir resultados importantes. Propoe-se
aqui analisar a dinamica dos recobrimentos do circulo que possuem um tinico
ponto critico de ordem « > 1.

Inicialmente procurar-se-a verificar a existéncia de decaimento exponencial

de geometria para os recobrimentos criticos do circulo que possuem a combi-
natéria de Fibonacci e 1 < a < 2. Posteriormente serao consideradas todas
as combinatdérias com cascatas de retornos centrais limitadas. Polinomios reais
quadraticos podem possuir medidas fisicas bastante intrigantes, do tipo 0 de
Dirac concentrada em um ponto fixo repulsor e outras. Um dos objetivos aqui
é verificar se comportamentos analogos ocorrem para o caso dos recobrimentos
criticos do circulo. Em um trabalho em andamento [50], Genadi Levin, Grze-
gorz Swiatek e Edson Vargas estao concluindo a prova da existéncia de atratores
selvagens para os recobrimentos criticos do circulo que possuem a combinatoria
de Fibonacci e « suficientemente grande. A resposta desta questao depende de
estimativas mais finas do que as consideradas no caso unimodal.
FEspaco de parametros. Na década de 90 ([72],[71]) demonstrou-se que para a
familia (a um parametro) de aplicagdes quadraticas do intervalo ha prevaléncia
total, no sentido da medida de Lebesgue do espaco de parametros, de ape-
nas dois tipos de fenémenos: i) existéncia de uma medida de probabilidade
invariante absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue e para
a qual quase todo ponto do intervalo é genérico (fenémeno conhecido como
“caos” ou estocasticidade); ii) existéncia de um ponto periddico hiperbdlico
atrator que absorve quase toda condicao inicial do intervalo (“hiperbolicidade”).
Também mostrou-se que o segundo caso forma um aberto e denso do espaco
de parametros ([70], [53]), embora ja se soubesse desde a década de 80 que o
primeiro aparece com medida de Lebesgue positiva ([62]).

Hoje ja ha generalizagoes desses resultados para familias unimodais analiticas
(e até familias genéricas de classe C”) com ponto critico quadratico ([9]), de-
monstradas sempre com e a partir de técnicas de analise complexa. No en-
tanto, essas técnicas ainda nao se mostraram eficientes para lidar com uma
criticalidade de ordem fracionaria. Um exemplo tipico é a familia de familias
a(l—|2x — 1]%), onde para cada « tem-se uma familia de fun¢oes unimodais
(com parametro a) do intervalo [0, 1], que coincide com a familia quadratica
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quando a = 2. Em [28], Colli e Pinheiro mostraram, ainda no contexto de
criticalidades quadraticas, mas com técnicas reais e com baixa regularidade
nas hipéteses (C?), que em desdobramentos transversais de bifurcacoes de Mi-
siurewicz (homoclinicas) ha prevaléncia total de caoticidade e renormalizagao,
baseados num resultado anterior de Colli ([26]). Atualmente, viram que a de-
monstracao pode ser adaptada (e até simplificada) para criticalidades de ordem
entre 1 e 2 (usando o decaimento de geometria mostrado por W. Shen na pré-
publicagao intitulada “Decay of geometry for unimodal maps: an elementary
proof”), no mesmo contexto, resultado que ainda precisa ser escrito. Nesse
front, acreditam que possam provar que, em familias a (1 — |2z — 1|), com «
fixo e perto de 1, haja prevaléncia total de caoticidade e renormalizacdo. A
meta seguinte serd aplicar as técnicas indutivamente em renormalizacoes con-
secutivas para obter prevaléncia de caoticidade e hiperbolicidade, como ja se
sabe no caso da familia quadréatica. As mesmas técnicas poderiam ser usadas
em familias de recobrimentos do circulo com um ponto critico, de ordem entre 1
e 2, desde que se consiga mostrar o decaimento de geometria. Como comentado
acima, ha dificuldades inerentes a falta de simetria que tém que ser superadas
tanto no que se refere as estimativas do espaco de configuragoes quanto aquelas
do espaco de parametros. Por outro lado, esse tipo de familia tem a vantagem
de nao apresentar o fenémeno de renormalizagao.

3.4.2. Dinamica compleza.

(1)

Grupos de Thompson e espacos de Teichmaller. Nesta parte do projeto, E.
de Faria pretende dar continuidade ao trabalho em colaboracao com Frederick
Gardiner (CUNY) e William Harvey (King’s College, London) cujo objetivo é
estudar as conexoes entre um objeto puramente algébrico, o chamado grupo
de Thompson, e certos espacos de Teichmiiller advindos da teoria dos sistemas
dindmicos complexos. Tal estudo foi iniciado em [41]. Mais especificamente, o
plano de agdo serd o seguinte: (a) desenvolver uma teoria geral de superficies
de Riemann duais para sistemas dinamicos conformes expansivos; (b) provar
que o grupo de Thompson é o grupo de todos os automorfismos do espaco
de Teichmiiller dos endomorfismos uniformemente assintoticamente conformes
(u.a.c.) de grau dois do conjunto de Cantor; (c) resolver o problema andlogo
para endomorfismos u.a.c. de grau dois do circulo unitario; (d) descrever grupos
analogos ao grupo de Thompson para sistemas dinamicos mais gerais.
Dinamica holomorfa em C*. A dinamica de fungoes holomorfas ou meromorfas
transcendentes é um toépico reconhecidamente dificil que vem recebendo mais
atencdo em anos recentes (veja o survey de W. Bergweiler [14]). Em trabalho
conjunto, E. de Faria e Linda Keen (CUNY) pretendem estudar as propriedades
dissipativas da dinamica de transformagoes holomorfas de C* (plano complexo
menos a origem) nos respectivos conjuntos de Julia, com vistas a aplicagoes,
como por exemplo, a diamica dos chamados pares comutantes holomorfos.
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