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Escreva de forma organizada e clara, justificando suas respostas.

1a Questão: Sejam v⃗ = 1
5(4, 3) e f(x, y) = |x| y, onde (x, y) ∈ R2.

(a) (1,5 pontos) Caso exista, ache a derivada direcional
∂f

∂v⃗
(0, 1). Caso

não exista, justifique.

(b) (1,5 pontos) Verifique se f é ou não é diferenciável em (0, 0).

Solução.

a) A derivada direcional pedida é o limite abaixo, quando o mesmo existe.

lim
t→0

f(45 t, 1−
3
5 t)− f(0, 1)

t
= lim

t→0

4 |t| (1− 3
5 t)

5 t
= lim

t→0

4 |t| (5− 3 t)

25 t
.

Vamos considerar os limites laterais à direita (t > 0) e à esquerda (t < 0).

lim
t→0+

4 |t| (5− 3 t)

25 t
= lim

t→0+

4 (5− 3 t)

25
=

20

25
.

Por outro lado

lim
t→0−

4 |t| (5− 3 t)

25 t
= lim

t→0−

−4 (5− 3 t)

25
= − 20

25
.

Como estes limites laterais são diferentes, o limite inicial não existe e a

derivada direcional pedida também não existe.

b) Observamos que f(x, 0) = 0 e f(0, y) = 0. Isto implica que
∂ f

∂x
(0, 0) = 0

e
∂ f

∂y
(0, 0) = 0. Então escrevemos

f(x, y) = f(0, 0) +
∂ f

∂x
(0, 0)x +

∂ f

∂y
(0, 0) y +R(x, y) = R(x, y),

1



e vamos examinar o limite abaixo

lim
(x,y)→(0,0)

R(x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

|x| y√
x2 + y2

·

Como 0 ≤
∣∣∣ |x| y√

x2 + y2

∣∣∣ ≤ |y|, conclúımos que este último limite é nulo.

Seque portanto, pela definição, que f é diferenciável em (0, 0). 2

2a Questão: Considere a função f(x, y) = 3x2 + 4xy + y3 + 2x.

(a) (1 ponto) Verifique que f é diferenciável em todo (x0 , y0) ∈ R2;

(b) (1 ponto) Ache uma equação para a reta tangente à curva de ńıvel

de f no ponto (−1, 2);

(c) (1 ponto) Ache o vetor unitário v⃗ de modo que a derivada direcional
∂f

∂v⃗
(−1, 2) seja máxima.

Solução.

a) Temos que as derivadas parciais de f existem em todo (x, y) ∈ R2 e são

dadas por
∂ f

∂x
(x, y) = 6x+ 4y + 2 e

∂ f

∂y
(x, y) = 4x+ 3y2. Estas derivadas

são cont́ınuas em R2 e portanto, por um teorema visto em aula, a função f

é diferenciável em R2.

b) Calculamos o gradiente de f em (−1, 2) obtendo ∇⃗ f(−1, 2) = (4, 8).

Como sabemos, a reta tangente pedida é ortogonal a este vetor. Portanto,

os pontos (x, y) desta reta satisfazem a equação x+ 2y = 3 ou (x, y) =

(−1 + 2t, 2− t), onde t ∈ R.

c) Como sabemos, o vetor unitário v⃗ que realiza a derivada direcional

máxima é dado por v =
∇⃗ f(−1, 2)

∥∇ f(−1, 2)∥
=

1√
5

(1, 2). 2

3a Questão: Considere uma função f : R2 → R e responda se as afirmações

abaixo são falsas (nesse caso exiba um contra-exemplo) ou verdadeiras

(nesse caso, justifique claramente):

(a) (1 ponto) Se, para todo vetor unitário v⃗, a derivada direcional
∂f

∂v⃗
(0, 0)

existe, então f é diferenciável em (0, 0).

(b) (1 ponto) Se as derivadas parciais
∂f

∂x
(0, 0) e

∂f

∂y
(0, 0) existem, então

f é cont́ınua em (0, 0).



(c) (1 ponto) Se as derivadas parciais
∂f

∂x
(0, ) e

∂f

∂y
(0, 0) existem, então

a derivada direcional
∂f

∂v⃗
(0, 0) existe, para todo o vetor unitário v⃗.

(d) (1 ponto) Se f é diferenciável em (0, 0) e o gradiente ∇⃗f(0, 0) = (1, 1),

então a derivada direcional
∂f

∂v⃗
(0, 0) = α + 2β, para todo vetor

unitário v⃗ = (α, β).

Solução.

a) A afirmação é falsa, pois f(x, y) = 3
√
xy2 , para v⃗ = (α, β) unitário, a

derivada direcional
∂ f

∂v⃗
(0, 0) = 3

√
αβ2 , existe. Por outro lado f não é di-

ferenciável em (0, 0) pois, se o fosse, pela regra da cadeia, deveria valer a

igualdade ∇⃗f(0, 0).v⃗ =
∂ f

∂v⃗
(0, 0). Como as derivadas parciais em relação a

x e y em (0, 0) são nulas, esta igualdade não ocorre. Conclui-se que f não é

diferenciável em (0, 0).

b) A afirmação é falsa, pois f(x, y) =
xy

x2 + y2
, quando (x, y) ̸= (0, 0) e

f(0, 0) = 0, possui derivadas parciais em relação a x e y em (0, 0), são ambas

nulas. Por outro lado, f é decont́ınua em (0, 0) pois o limite lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)

não existe uma vez que f(x, 0) = 0 e f(x, x) = 1/2.

c) A afirmação é falsa, pois a função f(x, y) =
√
|x| |y| , possui derivadas

parciais em relação a x e y em (0, 0), são ambas nulas. Por outro lado, a

derivada direcional correspondente ao vetor unitário v⃗ = 1√
2
(1, 1) não existe

por que f(x, x) = |x| que não é derivável em x = 0.

d) A afirmação é falsa, pois pela regra da cadeia, se f é derivável em (0, 0),

então vale a igualdade

∂f

∂v⃗
(0, 0) = ∇⃗f(0, 0).v⃗ = (1, 1).(α, β) = α+ β.


