MAT - 3210 — Calculo Diferencial e Integral II - Geologia
1% Lista de Exercicios - 2019

1. APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

EXERCICIOS

1.

10.

11.

12.

13.

14.

. Sejam f : [—1,3] — R continua com f(x) < 0, para todo x € [—1,3],
-1

. Desenhe a regido do plano delimitada pela curvay = x

Calcule a 4rea da regido compreendida entre os graficos de f(x) = x> —2x+1e g(x) =

1
—x+1,com -1 <x <1. (Resp.: E)

. Desenhe a regido A = BN CN D e calcule a drea de A, onde

B={(x,y) eR2:y>x2—4}, C={(xy) ER2:y < 12—3x2}e
D = {(x,y) € R?:y < 3x? +12x + 12} (Resp.: %)

. Desenhe aregido A = {(x,y) e R?:y > x> -1,y <x+1ley > —x?>—3x —2} ecalcule a
sua area. (Resp.: Q)
) P g

A={(x,y) eR?*: -1 <x <3ey> f(x)}eB={(x,y) € R*:
3

tais que a area de A N B seja igual a 23. Calcule / f(x)dx. (Resp.: —
-1

x <3ey < x*+3},
)

SIRE RV

: z . . 2
. Determine m > 0 para que a area delimitada por y = x?, y = % e areta

y = mx sejaigual a 4. (Resp.: m = 2)

S—xe por sua reta tangente no ponto

de abscissa x = —1. Calcule a area desta regido. (Resp.: Z)

7T

Calcule fol (x + V1 — x?)dx, interpretando-a como uma area. (Resp.: 1

1
+3)

1

. Calcule/ x>sen (x* + 1)dx. (Resp.: 0)

-1

. Encontre o volume de uma pirdmide cuja base é o quadrado de lado L e cuja altura é h.

Calcule o comprimento do gréfico de f(x) = In(cosx), para0 < x <

(Resp.: In((1 ++/2))

N

2
3

Calcule o comprimento da astréide cuja equagao é X5 4 y3 = as. (Resp.: 6a)

24
Calcule a drea da regido interna ao lago formado pela curva y? = x?(x + 3). (Resp.: 5 V3)
2P
Dados a,b > 0, calcule a drea da regido do plano cartesiano limitada pela elipse ) + = 1.
(Resp.: mtab)
Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo Ox do conjunto

a)A={(x,y) ER?:0<xy <2 x2+y2<5ex >0}
1 2 4 V5

(Resp.: /(5—x2)dx+/ de—k/ (5—x¥)dx| =---)
0 1 2

b)A={(x,y) eR?:y > xe(x—1)2+y> <1} (Resp.: g)

A={(x,y) eR?:0<x <2ee*<y<e*} (Resp. g(e2 —e 2)?)
1



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

DA={(x,y) ER*:x>0,y<lel/x <y<4/x*} (Resp. 5%)

Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno da reta y = 3, da regido delimitada

pelas pardbolasy = x e y = 2 — x2. (Resp.: 3;)—2%)

Seja A= {(x,y) e R2:0<x <leln(x+1)+2 <y < e +4}. Determine o volume do
s6lido obtido pela rotacdo de A em torno da reta y = 2.

(Resp.: 7T {/Ol(e" +2)2dx — /01 lnz(x + 1)dx] =)

O disco x? + y? < 4? é girado em torno da reta x = b (b > a) para gerar um sélido, com a
forma de um pneu. Esse sélido é chamado toro. Calcule seu volume. (Sugestao: Note que

/_aa \/a2 — y2dy = 7r2¢12‘) (Resp.: (27tb) (7ta?))

Calcule o volume de uma calota esférica de altura /1, (h < a) de uma esfera de raio a. (Resp.:
h
-~ | B2
<(o-3)
Determine o comprimento da curva y = coshx, —3 < x < 4. (Resp.: senh4 + senh3)

Um anel esférico é o s6lido que permanece ap6s a perfuragdo de um buraco através do cen-
tro de uma esfera sélida. Se a esfera tem raio R e o anel esférico tem altura h.

Desenhe a curva dada em coordenadas polares p e 6.
ap=e?0>0; b. p = cosf
c.pcosf=1 -5 <0<7 d. p = cos 36
e.p’ = 1 f.o=1—-sen0
T T sen?0 P
Passe a curva dada abaixo para coordenadas polares p e e a desenhe.
a. xt -yt =2xy b. (x2+y2)2:x2_y2
PP tr= g d. (2 +y7)"7 =
Calcule a area da regido limitada pela curva dada em coordenadas polares p e 6.
a.p =2 —cos0, (Resp.: 977[) b. p?> = cosf; p >0, (Resp.: 1)
c. p cos 26, (Resp.: g) d. p = cos 36, (Resp.: g)

Calcule a 4rea da intersecao das regides limitadas pelas curvas dadas em coordenadas pola-
res p e 6.

a.p=senflep=1—cosf, (Resp.. Z52) b.p=3ep=2(1— cosf), (Resp.: 77{—%)

c. p> =cosfep?> =send; p >0, (Resp. d.p=1ep=2(1— cosb), (Resp.: 3 — %)
— V2
2
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2. CURVAS, FUNCOES E SUPERFICIES DE NiVEL

EXERCICIOS
1. Para cada func¢do dada, determine o dominio e faca um esbocgo:

y 1
a. f(x,y) = /x—vy; b. f(x,y) = arctg(=); c f(x,Y) = —m————;
floy) =vx—y flxy) 8(L) e flxy) Ncraras|
x
d. f(x,y) = tan(x —y); e flxy) = o £. f(x,y) = In(xy? - x°);
g f(x,y) = In(16 — 4x2 — y?).
2. Esboce uma familia de curvas de nivel das seguintes funcdes:

a. f(x,y) = ifj; b. flx,y) = x — /I 1%

o floy) =g 4 flxy) = xzziy;
3. Encontre uma parametrizagdo para a curva de nivel k de f nos casos:
a. f(x,y) =x+2y—3,k=-2;b. f(x,y) = x — m,k =5c f(x,y) = xziyz,k =1.
Determine a reta tangente as curvas acima nos pontos (%, %), (6,0) e (\@, 1), respectiva-

mente.

4. Esboce os graficos de:
_ X . — /2 2. 442 2.
a. flxy) = R b. f(x,y) = \Z/x +9y% e fluy) =4 +y5
d. f(x,y) =y — x5 e. f(x,y) =y +11; f. f(x,y) =xy;

g flxy) = mP h. f(x,y) = W; i f(x,y) = In(9x% +y?);

o foy) =2+ =9 Lf(xy) =2 +y*+1 m f(xy)=,/9-x>—y%

5. Sejay(t) = (e +1,e "), parat € R.
a. Desenhe a imagem de 7y, indicando o sentido de percurso.
b. A imagem de <y estdo contida numa curva de nivel da fungéo f : R? — R dada por
f(x,y) = x?y* — 2y — y* + 4? Em caso afirmativo, em qual nivel?

6. Em cada caso, esboce a superficie formada pelo conjunto dos pontos (x,v,z) € R tais que:
a.x+2y+3z=1; b. x2+2y>+322=1; c.¥*+y>—2z>=0;
dx?+y?-22=-1; ex*+y>-22=1, f.x2—-y*>=1;

g 2y +z2=1
Alguma dessas superficies é grafico de uma fungdo f : D C R?> — RR?

7. Verifique que imagem da curva vy estd contida na superficie S e faga um esbogo dessa ima-

v(t) = (cost,cost,\/2sint), t € [0, 77| e S é uma esfera com centro em (0,0, 0);
. y(t) = (V2 +1cost, V12 +1sint,t),t € ReS: x> +y> — 22 = 1;
. y(t) = (t cost, t sint,V/t? +4), t > 0e S éogréficode f(x,y) = /x> +y>+4.

8. Sejam y(t) = (2 —cost,sec’t+3),t € [0, 5[ e f(x,y) = ((x —2)*(y — 3))% + 1. Esboce a
imagem de y. Mostre que essa imagem estd contida em uma curva de nivel de f e indique
qual é o nivel.

n oo

9. Sejam g(x,y) = (x —2)2+ (y—3)2+1el(t) = (2—t3+t2z(t),t € R. Sabendo que a
imagem (trajetdria) de I' estd contida no grafico de g, encontre z(t). Esboce ainda a imagem
deT.
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10. Desenhe a imagem de cada uma das seguintes curvas:

a. y(t) = (1,t,1);
c. y(t) = (e fcost,etsint,e™t),t > 0;
e.y(t) = (sint,sint, v/2cost),0 < t < 27;

b. y(t
d. y(t

f.y(t

) =
) =
) =

(cost,sint,2);
(t,cost,sint), t > 0;
(1+sint, 1+ sint,cost).

11. Em cada caso, encontre uma parametrizagéo para C e para a reta tangente a C no ponto P:

a. C={(x,y,z) eR*|x*+y*+z2=1lez=x+1} e P=(— %/% by,
b.C={(xy2) eR [P+ +2=Te @1 P+’ +(z -1 =1} e P=(},2})
¢ C={(xyz) eR|z=y-Pex+y? =1} e P = (2, ¥2,0).
d.C={(x,y,2) eR® | +y* -2z =1ley=2z+1} e P=(—v2,—1,-1).
e. C={(v,y,2) eR’|x=zex*+y* =z} e P=(},1,1).
f. C={(xyz )€R3]z:\/ﬁr+y2ez:2x+1}eP:(O,l,l).
: 2x2 + 4y?
12. SE]a f(x,]/) - m

L

Esboce as curvas de nivel de f dosniveisc =1,c =2ec = 3.

b. Encontre uma curva derivavel v, definida num intervalo I C RR, cuja imagem seja a curva
de nivel de f donivel c = 1.
c. Determine o vetor tangente a curva 7, que vocé encontrou no item anterior, no ponto

(—1,0).
d. SejaT : [0, 27]

— R3 dada por I'(t) =

(sint,cost,z(t)). Sabendo que a imagem da curva

estd contida no grafico de f, encontre o vetor tangentea I'em I'(% ).

RESPOSTAS

M a. {(xy) € R?
x,y) € R?
(x,y) € R*:
(x,y) € R?

0 o
b P,
—~

N &«

(x,y) € R?
x,y) € R?:

ot Yautun WA NI

e}
—
—~

/'=d

)
< ™
= R
||S

o< P
=

+A(2,

R
IS
/\\ = —~
O\N‘:‘ QI\)\»—l
D
=) W=

+A

S
=
=

|
N‘:\
1N
C
e

I~
&

[ '\\J\e:l
N[g

) +A(V2,

4

2 X
>l

cy <x};

cx #£0};
2+yr>1};

ry £ x+ ke

ty>0};
x(y —

x)(y+x) >

4x* 4+ y* < 16}.
%(1—1‘)) teR
-1),A€R
(5 + cost

,\[smt)t €

0,1),A € R
(sect, tant), t €

2),AeR
1: elipse; k = 2: um par de re-

tas paralelas; k = 3: uma hipérbole.

b. Sim, no nivel 5.

Apenas a superficie do item a.

no nivel 2.
z(t) = 212 + 1.
11 a. () =

1,v/2sint,cost +1),t €

T(cost —

[0,27[

—
N

(SRS VY
Il

~

Il
—
N‘L
%

2, 1)+ A(-1,0,-1),A €

~.

3(1—cost,v2sint,cost+

- =
m\_/
[

~

E
N
21

2,1 4 A(1,0,-1),A € R;
cost,sint, — cos(2t)),t €

o=

Il
NS
NS
=
+
,i“
H
—_
»

~.

RN TS X ZFTAX
I

I
ot
|
N
~
|
—_
~
|
—_
~—

+1(0,2,1),A €

) = (% + %cost, isint, 1+
€ [0,27]

)+ A(1,0,1),A € R;
((F = 1), 3(# +1)),

o= 5 3
2

0
o
7]

~

7 4

NI—= ~—
Nl— ~~

NI—=

~~
~—

F'-I.-F\N
= I

m
=

(0,1, 1)+)\(1,2,2),A€IR
=Lx*+32=1c=2y=1e

2

=3 -2 4L =1
7 3 3 7

.y(t) = (sint, Cosst),t € [0,2r];

(@}

—~ =

T

N

| Sl
W

N

S

~

~—
~.

a o
NS
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3. LIMITES E CONTINUIDADE

EXERCICIOS
1. Calcule os seguintes limites, caso existam. Justifique quando nao existirem:

a lim Y b lim VSTV,
(xy)—(0,0) x2 + y (xy)—(00) X2 + 2
. 4y . x%y
-1 5 d lm -— -7
‘ (x,y)grEO,O) X2 +y? (x,y)—(0,0) 2x* + x%2y + 12
e lim UL XY
Ty —00) 322452 T (my)—(00) x* + 42
4 o 2 2
g. lim ;ciy ; h. lim w;
(x,y)—(0,0) (x - y) (x,y)—(0,0) 2x +y
- ty . . x , N
-1 ; . lim ),
" ) o00) X+ 2 » w00 x2+y o (m )
K lim M. . 2%+ sin(x? 4 y?)

. lim
(xy)—(0,0) y—xy (xy)—(0,0) y* +sm(x2+y)
y —|—x\ﬁ x3(1 — cos(x? +y))

. L ; R |
o0 B4y Y )00 (22 +y?)?
2. Decida se os limites abaixo existem, determinando seu valor em caso afirmativo:
a. lim sin(x? + 7). b. lim (2?2 +y?)In(x? + y?);
(xy)—00) x2+y* (x)—(00) '

c. lim x?In(3x?+y?)arctan (

d. lim x?In(3x% + y?) arctan
(xy)—(0,0) ( v) (

y?—x? ) (x)>(11) y? - )

3. Determine os pontos de continuidade da seguinte funcao

i (;czK— yz)(xz— 1) :
(2 +y)[(x—1)2+(y—1)
fley) = 1, se (]jc,y) = (0,0); g

0, se (x,y) = (1,1).

,se (x,y) #(0,0) e (x,y) # (1,1);

4. Seja

flx,y) = {x4+y2 sin <e x2+y2> , se (x,y) # (0,0);
L, se (x,y) = (0,0).

Existe algum ntimero real L para o qual f seja continua em (0,0)? Justifique.
) 3(x —1)2+ (y — 1)?
5. Seja f(x,y) = x)2 — y(zy ) .
a. Num mesmo sistema de coordenadas, esboce as curvas de nivel de f nos niveis k = 1 e
k=3.
b. Existe lim  f(x,y)? Justifique.

(xy)—=(11)

RESPOSTAS
[ a. ndo existe; b. 0; c. 0; d. ndo existe; Dl a. 1; b. 0; c. 0; d. ndo existe.
e. ndo existe; f. ndo existe g. ndo {(x, y € R?: (x,y) # (0,0)}.
existe; h. 0; i. 0; j. 0; k. ndo existe; 1. 4l L =
1, m. ndo existe; n. 0. Bl O hmlte nao existe.

MAT-3210 (2019) 5 del7]


http://www.ime.usp.br/mat/3210-2019/

4. DERIVADAS PARCIAIS, DIFERENCIABILIDADE E PLANO TANGENTE

EXERCICIOS

1.

10.

11.

12.

. Seja f(x,y) = { X2+ A se  (x,y) # (0,0);
x,y) = (0,0

Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das fungdes:

@ f(xy) = arctg () () f(x,y) = In(1 + cos?(xy?*))

X

. Dada a funcdo f(x,y) = x(x* + yz)_% e (%) ache gﬁ(l,O).

Sugestao: Neste caso, usar a definicdo de derivada parcial é menos trabalhoso do que aplicar
as regras de derivagdo.

. Verifique que a fungdo u(x,y) = In \/x? 4 y? é solugdo da equagdo de Laplace bidimensional
Pu P,
9x2 " 9y2

xy?
0, se (x,y)=(0,0).
(a) Mostre que as derivadas parciais gi e gf
(b) f é continua em (0,0)?
(c) f édiferencidvel em (0,0)?

existem em todos os pontos.

23

. Seja f(x,y) = { X242’ se  (x,y) # (0,0);

0, se  (x,y) =(0,0).
(a) Mostre que f é continua em (0,0).
(b) Calcule g(O 0)e %(0 0)
ox ay
(c) E f diferenciavel em (0,0)?
of

(d) Sdo =— e == continuas em (0,0)?

ox dy

. Seja g(x,y) = ¥/3x* + 2y*. Mostre que g é de classe C! em R2.

. Determine o conjunto de pontos de R? onde f nio é diferenciavel, sendo:
!

@) f(x,y) = /¥ +y° (b) f(x,y) = x|y
© f(x,y) = eV¥ (d) f(x,y) = cos(y/x2+?)

. Ache a equagao do plano tangente e a equagado da reta normal a cada superficie no ponto

indicado:
@)z = e+ no ponto (0,0,1) (b) z = €* ln(%), no ponto (3,2,0)

. Mostre que os graficos das fungdes f(x,y) = /x> +y2 e g(x,y) = 75(x* + y?) + 3 se inter-

sectam no ponto (3,4,5) e ttm o mesmo plano tangente nesse ponto.

Determine uma equagédo do plano que passa pelos pontos (0,1,5) e (0,0,6) e é tangente ao
grafico de g(x,y) = xy. Existe um s6 plano?

Determine k € R para que o plano tangente ao gréfico de f(x,y) = In(x? + ky?) no ponto
(2,1, f(2,1)) seja perpendicular ao plano 3x +z = 0.

Seja f : R — R uma funcdo derivdvel. Mostre que todos os planos tangentes & superficie

z=xf ; passam pela origem.

MAT-3210 (2019)
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5. INFORMACOES GERAIS

Bibliografia Sugerida
(1) Hamilton L. Guidorizzi; Um Curso de Cdlculo, vol. 1 cap. 13.
(2) Hamilton L. Guidorizzi; Um Curso de Cdlculo, vol. 2 cap. 9 a 16.

Oou

(3) James Stewart; Cdlculo , vol. 1, cap. 6.
(4) James Stewart; Cdlculo , vol. 2, cap. 13 e 14.

Monitoria.

(1) Monitor: Caue Almeida Costa

(2) Email: cauecosta@usp.br

(3) Horério: Segundas e Quintas Feiras das 12h as 13h
(4) Local: Auditorio A3

Avaliagdo -

A média final (MF1) serd a média de 3 provas: P1, P2 e P3. Havera uma prova substitutiva (SUB) apenas
para quem deixar de fazer uma das provas P1, P2, ou P3. MF1 > 5 e frequéncia > 70% indica aprovacao,
3 < MF1 < 5 e frequéncia > 70% daré direito a uma prova de recuperacdo (REC), MF1 < 3 ou frequéncia
< 70% indica reprovacgdo. Aqueles que fizerem a REC terdo uma segunda média final (MF2) que sera a
média de MF1 e REC. MF2 > 5 indica aprovagdo e MF2 < 5 indica reprovacao.

Prova Data

P1 19/09/19

P2 21/10/19

P3 21/11/19

SUB 28/11/19 Fechada

REC a ser marcada em Janeiro ou Fevereiro de 2020.
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