CONTANDO AREAS (O TEOREMA DE PICK)

ANTONIO LUIZ PEREIRA E SEVERINO TOSCANO MELO

INTRODUCAO

Consideremos um poligono P no plano cartesiano. Se os vértices de P tém todos coordenadas inteiras, entao a
Formula de Pick para sua area é

(1) A:iJrgfl,

na qual i e f representam o nimero de pontos com coordenadas inteiras no interior e nas arestas do poligono,
respectivamente.

Georg Alexander Pick nasceu em Viena em 1859 e morreu no campo de concentracao de Theresienstadt em 1942.
Escreveu 67 artigos nas mais diversas areas da Matematica. Esta férmula, que ficou conhecida como o Teorema de
Pick, apareceu em um artigo publicado em Praga em 1899.

Esta nao é, em geral, uma maneira prética para o calculo da area de poligonos, ji que a hipdtese é, usualmente,
falsa ou desconhecida. N&ao obstante, ela é bastante interessante, por vérias razoes. Em primeiro lugar hd um apelo
intrinseco pelo seu aspecto curioso de transformar o problema, em geral dificil, do célculo de &reas, em uma “mera”
contagem de pontos. Acreditamos que isto pode despertar o interesse de alguns estudantes pelo assunto. A férmula
pode também ser explorada de vérias formas e niveis de profundidade pelo professor. Presta-se, por exemplo, a
atividades de carater basicamente lidico. Ao mesmo tempo, um exame mais atento revela sutilezas e conexoes entre
varios assuntos de interesse para o ensino de Matematica. Em particular, qualquer tentativa de demonstragao evidencia
a necessidade de formular de maneira clara e precisa os conceitos envolvidos, o que deve ser, em nossa opiniao, um
dos objetivos do ensino da Matemédtica. A demonstragdo que apresentaremos é ainda uma boa aplicacdo do principio
de indugao em um contexto um pouco diferente do usual.

Antes de iniciar uma apresentacao mais rigorosa, vamos alinhavar as ideias centrais da demonstracdo. Em primeiro
lugar, mostraremos que a férmula (1) tem um cardter aditivo, isto é: se o poligono P for a unido de dois outros P; e
P, que se intersectam em uma aresta comum, entao a formula para P segue se ela vale para P; e P,. A ideia central,
entao, é dividir o poligono dado em dois outros com um niumero menor de lados. Prosseguindo neste procedimento,
podemos decompor o poligono em tridngulos para os quais o teorema pode ser demonstrado diretamente (esta é a
estratégia escollhida, por exemplo, em [2]). De fato, esta decomposi¢ao ndo serd perseguida até o final aqui. Em vez
disso, usaremos o principio de indugdo. Mostraremos que o resultado vale para tridngulos (o que d4 o passo inicial para
o processo de indugao) e entdao usaremos a aditividade mencionada acima para completar o argumento de inducao.

Como ja mencionamos, para transformar essas ideias em um argumento rigoroso é necessario, inicialmente, formular
de maneira adequada o que se quer demonstrar. Para evidenciar esta necessidade, observemos que a férmula (1) ndo
vale se a definicao de poligono for demasiado geral, como ilustra a Figura 1.

FiGURA 1. A férmula de Pick vale para poligonos sem auto-intersegao
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Tendo isto em mente, damos uma definicao de linha poligonal e poligono, adequada para os nossos propdsitos, na
Secao 1. Provamos que, se um desses poligonos que definimos (que sdo conexos e ndo tém autointerse¢io) tiver mais
de trés vértices, dois desses vértices podem ser unidos por um segmento que nao o intersecta. Apesar da demonstragao
da férmula para tridngulos ser bastante conhecida, e mesmo previsivel para quem nao a conheca, ela é apresentada na
Subsegao 2.2 para tornar o texto mais completo. Na tltima subsecao, explicitamos os argumentos que nos levam, a
partir dos resultados das duas se¢oes anteriores, & conclusdo da demonstracao de (1).

1. LINHAS POLIGONAIS E POLIGONOS NO PLANO

Dados dois pontos A e B no plano, denotamos por AB o segmento de reta que tem A e B como extremos.
Chamamos de interior de AB o conjunto dos pontos de AB que sdo distintos de A e de B. Dado um ntimero
finito de pontos distintos do plano, Vi, V5 .-V, chamamos de linha poligonal com extremos em Vi e V, a uniao

dos segmentos (chamados de arestas) ViVa, VoVi, -+, V,,_1V,. Supomos que trés vértices consecutivos nunca sao
colineares. Chamamos de linha poligonal fechada, ou simplesmente poligono, com vértices Vi, Va,--- | V,,, a uniao dos

segmentos Vi Vo, VoV, -+, V.1V, V,, V1. Também supomos que trés vértices consecutivos de um poligono nao sao
colineares, entendendo agora que {V,,_1,V,,,V1} e {V,,, V1, Va} também séo conjuntos de vértices consecutivos.

Diremos que o poligono é simples se a intersegdo de um par de arestas nao consecutivas é sempre vazia (um par de
arestas consecutivas é determinado por cada conjunto de trés vértices consecutivos). Um poligono simples P divide o
plano em duas regioes: o interior I e o exterior F de P. Essas regioes sao caracterizadas pelas seguintes propriedadades.
Dois pontos do plano fora de P sao extremos de alguma linha poligonal que nao intersecta P se e somente se ou o0s
dois pertencem a I ou os dois pertencem a E. Além disso, I é limitada e E é ilimitada e P é fronteira comum de
ambas (P ser “fronteira” de I e de E significa: qualquer pequeno disco centrado em qualquer ponto de P contém
pontos de I e de F). Este é um caso particular do célebre Teorema de Jordan, para o qual uma prova elementar pode
ser encontrada em [1, Secao V.3.1].

Lema 1. Seja P um poligono com interior I. Entao qualquer ponto A de P pode ser ligado a qualquer ponto B de I
por uma linha poligonal cujos pontos, exceto A, estdo todos contidos em I.

DEMONSTRAGAO: Vamos supor que o ponto A pertence ao interior de uma aresta L de P e deixar para o leitor a
tarefa de adaptar o argumento para o caso em que A é um vértice. Se um disco D de centro em A tiver raio suficien-
temente pequeno, entao a intersecao dele com P serd um diametro de D, contido no interior de L. O complementar
desse diametro em D cousiste de dois semidiscos D1 e Da. Como A pertence a fronteira de I, existe Ay € IN(D1UDs).

Sem perda de generalidade, suponhamos que A; € D;. Se Ay é outro ponto de D1, entdao o segmento Aj A esta todo
contido em Dj e ndo intersecta P (pois estd contido em D e a interse¢ao de D com P é disjunta de D;). Logo, Az € I.
Isto prova que Dy C I. Podemos ligar A a A; por uma linha poligonal toda contida em I, por definigao de I. A uniao

desta linha poligonal ao segmento A; A é a linha poligonal que procuravamos. O

B
F1GURA 2. Se AC intersectar P, entdo B pode ser conectado a algum outro vértice.

Lema 2. Num poligono simples P com mais de trés vértices, existe um par de vértices que sao extremos de um
segmento cujo interior nao intersecta o poligono.

DEMONSTRAGAO: Sejam {A, B, C} vértices consecutivos (nessa ordem) de P. O segmento AC nio é uma aresta
porque P tem mais de trés vértices. Se o interior de AC ndo intersecta P, o problema estd resolvido. Suponhamos
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FIGURA 3. @’ pode estar contido no exterior ou no interior de P

entdo que alguma aresta de P intersecta o interior de AC (ver Figura 2). Ela deve entdo ou intersectar um dos outros
dois lados do tridngulo AABC, ou ter um extremo contido no interior do tridngulo unido com o segmento AC. A
primeira possibilidade estd excluida pois os outros dois lados sdo arestas de P, que ndo tem auto-intersecao. Segue
que existem vértices {Uy,Us, -+ ,Ux} da poligonal P no interior do triangulo AABC unido com o segmento AC. As

retas paralelas ao segmento AC' passando por U;, i = 1,2,--- | k, intersectam os lados AB e BC em pontos R; e Q;,
respectivamente, formando triangulos: 77 = ABR1Q1, T = ABR2Qo, -+ -, Ty, = ABRyQyg. Seja T, o menor deles, na
ordem dada pela incluséo (isto é, T, = ﬂleTl; se houver mais de um com esta propriedade, escolha arbitrariamente
um deles). O segmento U,,B nio é uma aresta, une dois vértices de P e, por um argumento similar ao anterior,
seu interior ndo intersecta P. De fato, o interior de U,, B est4 contido no interior do triangulo ABR,,Q,, que, por

construgao, nao contém nenhum vértice de P. Se alguma aresta de P intersectasse U,, B ela teria que intersectar um
dos segmentos R,, B ou @,,B o que nao pode ocorrer pois eles estao contidos em arestas de P. O

Com algum esforco adicional, poderiamos ter provado uma versao mais forte deste lema: existe um par de vértices
que sao extremos de um segmento cujo interior estd contido no interior de P. Isto serd feito em um apéndice ao final
do artigo.

2. POLIGONOS COM VERTICES EM Z?2

Como ¢é usual em Geometria Analitica, introduzindo coordenadas cartesianas ortogonais, podemos identificar os
pontos do plano com R2. Os pontos com coordenadas inteiras estdo, dessa forma, identificados com Z2.

2.1. Propriedade aditiva da férmula. Sejam P e () poligonos simples no plano cuja intersegao é igual a uma aresta
comum. Fazendo permutacoes dos vértices de P e de ), podemos sem perda de generalidade supor que os vértices de
Psao Vi, Vo, -+, V, eos de Q sao Vq, Vo, Uy, Us, Us, ---, U,,. Denotemos por P{Q o poligono de vértices V5, V3,
o s Voo Vi, Uy Up 1, - -+, Us, Us, Uy

Suponhamos que todos os vértices de P, assim como os de @, pertencem a Z2. Nesta subsecdo, nosso objetivo é
provar que, se a férmula (1) vale para P e @, entao ela vale também para PQ. Denotemos por i1, iz € ¢ 0 niimero de
pontos de Z? contidos no interior de P, de Q e de P4Q, respectivamente. E por fi, f> e f o niimero de pontos de Z?
contidos nas poligonais fechadas P, @ e P}Q), respectivamente.

Denotemos por @’ o complementar da aresta Vi1V3 em Q. Como Q' é uma unido crescente de linhas poligonais
com extremos pertencentes ao complementar de P, entdo ou )’ estd inteiramente contido no interior de P ou estd
inteiramente contido no exterior de P (ver Figura 3).

Consideremos primeiramente o caso em que Q" estd contido no exterior de P. Neste caso, os interiores I, e I, de
P e de @ nao se intersectam e o interior de P§Q ¢ igual a unido I, U I, U [,, onde I, denota o interior da aresta
V1 Va. Estas afirmacoes, intuitivamente 6bvias, podem ser demonstradas detalhadamente usando as propriedades do
interior e do exterior de um poligono. Limitamo-nos entretanto a mencionar que, pelo Lema 1, um ponto qualquer
A € I, pode ser ligado a um ponto C € I, por uma linha poligonal contida em I, (exceto pelo ponto C), e um ponto
qualquer B € I, pode ser ligado a C' por uma linha poligonal contida em I, (exceto pelo ponto C). A unido das duas
poligonais é, portanto, uma linha poligonal que néo intersecta P#(Q ligando A e B.
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FiGuraA 4. Teorema de Pick para triangulos.

Temos entdo que a area do poligono P#Q é igual a drea do poligono P somada a drea do poligono Q. Queremos
mostrar portanto que

= i+g_1:(i1+%_1)+(i2+%—1)

Como o interior de P§Q ¢é igual a uniao disjunta de I, I, e I, temos que 7 = iy + iz + f3, onde f3 denota o niimero de
pontos de Z? contidos em I,. A linha poligonal P#Q ¢ igual & unido de P com @ subtraida de I,. Como PNQ = V5,
o ntimero de pontos de Z? contidos em P N Q é igual a f3 +2 (lembrando que, por hipétese, V; e V; pertencem a Z2).

Assim, f = fi+ fo—(fs +2) — fs = fi+ f2 —2(f3 + 1). Dai vem:

i+g_1:(i1+i2+f3)+f1+f2_22(f3+1) -1,

o que demonstra (2).

Consideremos agora o caso em que @’ estd contido no interior de P. Queremos entdao provar que

o Hg_l:(iﬁ%—l)—(iﬁ%—l)

O interior de P é igual a unido disjunta do interior de P§() com o interior de ) com o complementar de V1 V5 em Q.
Com o mesmo f3 que usamos no primeiro caso, obtemos i; =i + i3 + fo — (f3 + 2), logo

i =11 —i2 — fa+ (f3+2).
Tal como no caso anterior, vale também agora que f = f; + fo — 2(fs + 1). Dai vem:

i"‘g_1:(i1—iz—f2+f3+2)+f1+f2_22(f3+1)

_]_7

o que demonstra (3).

2.2. O caso de tridngulos. Seja T um tridngulo retangulo com vértices em Z2 e catetos paralelos aos eixos coor-
denados e seja R o retangulo que tem os catetos de T" como dois de seus lados. Sejam m e n os comprimentos dos
catetos de T, i o nimero de pontos de Z? no interior de T e f;, o ntimero de pontos de Z? no interior da hipotenusa
de T. O ntimero de pontos de Z? no interior de R é (m — 1)(n — 1). Daf vem que

(m— 1)(’/1— 1) —fh.

Z.:

2
O nimero f de pontos de Z? em T é igual a m +n + f, + 1. Assim
i+£—1: (m—l)(v”;—l)—fh+m+n+2-fh+1_1:%7

e segue que a férmula (1) vale para tridngulos retdngulos com catetos paralelos aos eixos coordenados.

Todo retangulo R pode ser escrito como R = T14T5, onde T} e T, sao triangulos retangulos. Segue entao do que
provamos na subse¢ao anterior que a férmula (1) vale para todo retangulo com vértices em Z? e lados paralelos aos
eixos coordenados.

Convidamos agora o leitor a reler a subsecao anterior para se convencer de que 0 mesmo argumento que l4 usamos
mostra também que, se a férmula (1) vale para PP e para P;, entdo vale também para Ps.
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Seja agora T um tridngulo qualquer com vértices em Z2. Podemos encontrar tridngulos retangulos 77, Th e T3 com
vértices em Z? e catetos paralelos aos eixos coordenados tais que R = THT1#7T54T5 é um retangulo com lados paralelos
aos eixos coordenados (em alguns casos especiais, menos de trés tridngulos serdo necessirios, mas o argumento sers
igual — ver Figura 4). Como a férmula (1) vale para R, Ty, Ty e T5, ela vale também para T

2.3. O caso geral. A demonstragao de (1) serd por indugdo sobre o nimero de vértices de P. Na subsecao anterior,
vimos que a féormula é vélida se P tiver trés vértices. Suponhamos que a féormula ja foi provada se o nimero de
vértices for menor que n. Provemos entdo que ela é vélida para a linha poligonal P de vértices Vy, Va, -+, V. Pelo
Lema 2, P possui um par de vértices que sao extremos de um segmento cujo interior nao intersecta P. Sem perda de
generalidade, podemos supor que um desses vértices é V7. Seja V,, o outro vértice. Seja P o poligono de vértices V7,
Va, -+, V, e seja Py o poligono de vértices Vi, V,, Vi1, -+, V. A férmula (1) vale para P, e para P, pois ambas
tém menos de n vértices. Pelo resultado da Subsecao 2.1, ela vale também para P = PitPs.

APENDICE

Lema 3. Num poligono simples P com mais de trés vértices, existe um par de vértices que sao extremos de um
segmento cujo interior estd contido no interior de P.

DEMONSTRAGAO: Seja B o vértice de P com ordenada yo minima (se existir mais de um, escolhemos um deles) e
sejam B e C tais que {4, B,C} sejam vértices consecutivos (nessa ordem) de P. O segmento AC nio é uma aresta
porque P tem mais de trés vértices. Nessas condigoes, os pontos do interior do triangulo AABC, suficientemente
préximos de B, estao no interior de P. Pode-se demonstrar este fato, intuitivamente 6bvio, observando-se que os
pontos fora do triangulo e proximos de B podem ser conectados, sem intersectar P, a qualquer ponto de ordenada
y < yo (é preciso usar, além disso, que qualquer disco que contenha B contém pontos do interior e pontos do exterior
de P).

Suponhamos primeiro que o tridangulo AABC nao contenha outros vértices de P, além de A, B e C. Afirmamos
entdo que AC é o segmento procurado. J4 observamos acima que ele ndo é uma aresta. Provemos portanto que ele
estd contido no interior de P. Se D é um ponto no interior de AC, entdo DB estd contido no tridngulo AABC. Se
alguma aresta de P intersecta DB, ela deve entdo ou intersectar um dos lados AB ou BC do tridngulo AABC, ou
ter um extremo contido no interior do triangulo unido com o segmento AC. A primeira possibilidade esta excluida
pois os outros dois lados s@o arestas de P, que ndo tem auto-intersecéo e a segunda estd excluida por hipdtese. Assim,
o segmento DB passa por pontos arbitrariamente préximos de B, no interior do tridangulo AABC, os quais sabemos
estarem no interior de P e concluimos que D tem de estar no interior de P.

Suponhamos agora que existam outros vértices {Uy,Us, -+ ,Ux} de P, além de A, B e C no triangulo AABC.
Procedendo exatamente como na demonstragao do Lema 2, obtemos entao um vértice U,, pertecente ao interior de
AABC tal que o segmento U,,B nao é uma aresta e nao intersecta P. Como os pontos de U,,B préximos a B
pertencem ao interior de P, segue que o segmento inteiro estd contido no interior. O

Uma primeira aplicacao deste lema é uma simplificagao dos argumentos que levam & demonstragao do Teorema de

Pick dada na Secao 2. De fato, como podemos supor que o segmento V;V), obtido na Subsecao 2.3 estd contido no
interior de P, necessitamos usar a férmula demonstrada na Subsecao 2.1 apenas no caso em que Q' estd contido no
exterior de P. Ou seja, o ultimo pardgrafo da Subsegdo 2.1 pode ser omitido e substituido pelo Lema 3. Devemos
observar também que, na Subsecao 2.2, aplicamos a aditividade apenas no caso em que a interse¢ao dos dois poligonos
P e @ esta contida no interior de P{Q.

Mais significativamente, o Lema 3 tem como consequéncia o fato de que qualquer poligono (mesmo um néo-convexo)
pode ser escrito como uma uniao finita de tridngulos ou, em outras palavras, todo poligono pode ser triangularizado. O
Lema 3 fornece precisamente a ferramenta necessaria para se provar por inducao esta afirmagao, pois permite reduzir
o caso de um poligono com n lados ao caso de um poligono com um nimero de lados menor que n.

Despedimo-nos do leitor com uma pergunta: serd que o Lema 2 vale para linhas poligonais com auto-intersecao?
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