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Definicoes e Notacao

A transposta da matriz A, denotada por A?, é a matriz cujas entradas
sao: (At)ij = Aji7 1 <1< n, 1 Sj <m.

Vetores em IR™ sao identificados com matrizes coluna m x 1. Vetores
sao denotados por letras mintsculas, latinas ou gregas, em negrito,
como por exemplo: & = (£1,&2,&3) ou ® = (21,22, 23)". O i-ésimo
vetor da base canonica de IR™ é denotado por e;.

O rotacional, o divergente, o gradiente e o laplaciano sao denotados,
respectivamente por: rot, div, V e A.

O conjunto dos ntumeros reais é denotado por IR, o dos naturais por
IN, ao passo que IR™ denota (0, +00) e Z; denota IN U {0}.

O supremo de um subconjunto de IR, denotado por sup X, define-se
como sendo o menor real que seja maior ou igual a todos os elementos
de X. Analogamente, o infimo de um subconjunto de IR, denotado por
inf X, define-se como sendo o maior real que seja menor ou igual a
todos os elementos de X.

Diz-se que um subconjunto de IR™ é compacto se ele for fechado e
limitado.

O suporte de uma funcao f é o fecho do conjunto dos pontos onde ela
é nao nula.

C"(Q2) denota o conjunto das funcoes definidas em 2 possuindo n de-
rivadas continuas. Se n = 0, trata-se do conjunto das funcoes conti-
nuas. C*(Q) denota o conjunto das fungoes definidas em € infinit-
amente diferencidveis.

BC(2) denota o conjunto das fungoes limitadas e continuas em 2.
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e Cj denota o conjunto das fungoes em C™ e de suporte compacto. A-
nalogamente, C5° (2) denota o conjunto das funcoes definidas em
infinitamente diferenciaveis e de suporte compacto.

e O produto interno entre vetores de IR™ é denotado por um ponto:
“x - y”. Enquanto que o produto interno entre fungoes é denotado por
(f,g9); e (I, f) denota o valor do funcional linear [ calculado na fun-
cao f.

e Sendo (a,b) > s — c(s) € IR? uma parametrizagio local de uma
curva, o elemento de comprimento da curva é dl = |dc/ds|ds. E sendo
(a1,b1) x (ag,be) > (s1,s2) — a(s1,s2) € IR3, uma parametrizacio
local de uma superficie, o elemento de drea da superficie é dS = |as, x
as,|dsidss.
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Prefacio

A dinamica de um fluido incompressivel é descrita pela lei da conservacao da
massa e pela lei da conservagdo do momento (segunda lei de Newton). Na
descri¢ao euleriana, expressa-se a conservagao da massa pela condigao de o
divergente do campo de velocidades ser nulo. A conservacdo do momento
expressa-se por uma equacgao diferencial parcial nao-linear, conhecida como
equacao de Navier-Stokes. Para o caso de fluidos sem viscosidade, o termo
de segunda ordem da equacao de Navier-Stokes desaparece e a equagao é
chamada de equagao de Euler.

Limites fracos de solugoes das equactes de Euler para fluidos incom-
pressiveis exibem comportamentos dificeis de serem explicados ou compreen-
didos intuitivamente, considerando-se apenas o conceito classico de solucao
ou o conceito de Leray-Hopf de solucao fraca. Sequéncias de solugdes po-
dem convergir para fungoes (ou distribuigoes) que nao sejam solugoes; pode
acontecer, também, de uma sequéncia de campos de velocidades convergir
para uma solucao, mas com “perda de energia cinética”’ no limite. Além
disso, sequéncias de solucoes das equacoes de Navier-Stokes, com a viscosi-
dade indo a zero, podem ter como limite uma nao-solucao da equagao de
Euler, ao contrario do que seria razoavel esperar. O conceito de solucao ge-
neralizada introduzido por DiPerna-Majda [15] concilia estas questoes, além
de abrir novas perspectivas para a compreensao das solucoes nao-regulares
das equacoes dos fluidos incompressiveis.

O principal objetivo deste texto é apresentar exemplos que ilustram al-
guns dos fendmenos mencionados acima. Nos dois primeiros capitulos, dedu-
zimos as equacoes de Euler e de Navier-Stokes e estabelecemos a equivaléncia
destas com as equagoes da dinamica da vorticidade. No Capitulo 3, obte-
mos diversos exemplos de solugoes clédssicas, alguns dos quais utilizados na
construcao dos exemplos de “persisténcia de oscilagoes” e “desenvolvimento
de concentragoes”, no Capitulo 8. Nos Capitulos 4 a 7, fazemos uma rapida
introducao a teoria das distribuicoes, que, embora incompleta, transmite
as principais idéias e conceitos da teoria, permitindo ao(a) leitor(a), por
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exemplo, compreender e aplicar os conceitos de solugoes fracas de equagoes
diferenciais e de convergéncia fraca de distribuicoes. No capitulo final, da-
mos a definicdo de solucdo generalizada de DiPerna-Majda, motivado pelos
exemplos apresentados.

Os pré-requisitos para os Capitulos 1 a 3 s@o apenas um bom conhe-
cimento de Calculo Vetorial e um pouco de Algebra Linear e de Equacoes
Diferenciais Ordinarias, material usualmente coberto nos dois primeiros anos
de graduagdo em Matematica, Fisica ou Engenharia. Para os Capitulos 4
a 8, é desejavel, mas nao imprescindivel, alguma familiaridade com Anaélise
bésica. No Capitulo 9, damos uma rapida introdugao a teoria da Medida e
Integragdo, mencionando também alguns de seus resultados mais avancados,
necessarios a compreensao detalhada da defini¢ao de solugao generalizada de
DiPerna-Majda.

Pretendemos que o texto seja uma janela para a vasta e efervescente a-
rea da Mecanica dos Fluidos, tendo em mente como leitor(a) tipico(a) um(a)
estudante interessado(a) em Matematica Aplicada, em final de graduacao
ou inicio de mestrado, nao s6 em Matematica, mas também em Engenharia
ou Fisica. Muitas técnicas de Anailise sao introduzidas, com o objetivo de
aplicé-las ao estudo de uma equagao especifica, e sem perder de vista seu
significado fisico. Por uma questao de tempo, e também para nao prejudicar
o propdsito de contextualizar o material abstrato numa situacao concreta,
somos forcados a omitir certos detalhes ou evitamos enunciar precisamente
alguns teoremas. Procuramos, entretanto, apontar quais os problemas ma-
tematicos que estamos evitando e dar referéncias. Os exercicios preenchem
algumas dessas lacunas, alguns deles sendo inseridos no meio do texto por
esta razao.

A lista de referéncias é longa e heterogénea, incluindo de textos de
Calculo a artigos de pesquisa. Citamos trabalhos recentes sobre duas fa-
ces da Mecanica dos Fluidos: Métodos Numéricos e Analise Assintdtica.
Um aspecto em que nao tocamos é o problema de existéncia e unicidade
propriamente dito (veja [33, 60, 32]).

Expressamos nossos agradecimentos & Comissdo Organizadora do 182
Colbquio Brasileiro de Matematica pela oportunidade de dar o curso e pela
compreensao com os sucessivos adiamentos da entrega das notas. Um dos
autores (F.D.M.N) gostaria de agradecer ao Departamento de Matemética
da Universidade Federal de Pernambuco pela sempre gentil hospitalidade e
excelentes condicoes de trabalho propiciadas durante duas visitas nas quais
parte destas notas foram elaboradas, e a turma de um curso de Tépicos de
Matematica Aplicada, lecionado no Departamento de Matematica da Pon-
tificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro durante o 1¢ Semestre de



1991, no qual estas notas foram testadas pela primeira vez, pela paciéncia
em conviver com as notas em processo de aglutinacao. Finalmente, gostaria
de agradecer o carinho com que sua familia aceitou, durante meses seguidos,
a sua “auséncia”’ e os intermindveis “— Agora eu nao posso”. O outro autor
(S.T.R.M.) agradece a seus alunos de Iniciagdo Cientifica, Ulisses Braga

Neto e Henrique Nunes, pela colaboracao.
Rio-Recife, maio de 1991.
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Capitulo 1

Euler e Navier-Stokes

1.1 Deducao das Equacoes

Consideremos uma porgao de fluido (liquido ou gas) que, no instante t = 0,
ocupa uma regido do espaco g C IR3. Uma maneira de descrever seu
movimento é dar uma fun¢ao fluro ¢(a,t) tal que, para cada a € §p, a
curva t — ¢(a,t) descreva a trajetéria da particula que ocupa a posigao a
no instante ¢ = 0. Esta é a chamada descri¢cdo lagrangiana e os pontos de
Qo sdo chamados coordenadas materiais.

Em vez de acompanharmos o movimento de cada particula, podemos dar
a velocidade v(x,t) da particula que, no instante ¢, ocupa a posigao x. Esta
é a chamada descricao euleriana e os pontos @ sao chamados coordenadas
espaciais.

A relacao

v(¢p(a,t),t) = % (a,t), a€Q , (1.1)

segue-se imediatamente das definigoes. Assim, conhecendo-se ¢ e sabendo-se
inverter a funcao ¢,, definida por

bi(x) = d(z,t) ,
obtém-se v(x,t) pela férmula
0
vl t) = 2 (o(6; (@) 1)

Reciprocamente, se o campo de velocidades v(x,t) for conhecido, obtém-se
¢(a,t) resolvendo-se, para cada a € g, a equacao diferencial ordinaria com

1



2 CAPITULO 1. EULER E NAVIER-STOKES

condic¢ao inicial:

de = v(cet)
(1.2)
c(0) = a

(equagao da trajetoria), e definindo ¢(a,t) como sendo igual ao valor da
solugao de (1.2) no instante de tempo ¢.

Nosso objetivo nesta secao é deduzir, a partir da segunda lei de Newton
e do principio da conservacao da massa, equacoes diferenciais envolvendo o
campo de velocidades v(x,t). Vamos admitir que a fungao fluxo ¢ existe
e possui todas as propriedades de diferenciabilidade e invertibilidade que
forem necessarias. Mais precisamente, se ; é a regido do espaco ocupada
pelo fluido no instante ¢, admitimos que

¢t: QO — Qt
x — ¢(x,t)

é diferencidvel e possui inversa diferenciavel. Se, por exemplo, v for de
classe O, tal hipdtese serd satisfeita para ¢ suficientemente pequeno (Veja,
por exemplo, [55]). As vezes, serd necessario que ¢, possua mais de uma
derivada, mas isso nao sera dito explicitamente.

Derivada Material e Teorema do Transporte

Dada uma funcdao f(x,t), * € €, e uma trajetéria ! ¢(t), calculemos a
derivada em relacao ao tempo da fungao composta

fc(t) = f(c(t),t) )

usando a regra da cadeia. Chamamos o resultado f.(t) de derivada de f ao
longo de c. Obtemos:

1) = VF e - %) + Petn)n

- <U-Vf + %) (c(t),t)

(Denotamos o produto interno por - e o gradiente por V.) Definamos a
derivada material de f pela férmula:
Df of

sto é, ¢ satisfaz (1.2) para algum a.



1.1. DEDUCAO DAS EQUACOES 3

Vimos entao que, dada uma funcao f(x,t), a derivada material de f,
%{, nos da o valor, no instante ¢, da derivada de f ao longo da trajetoéria da
particula que, no instante ¢, ocupa a posicao x € §2;. Nas aplicagoes, pode
desempenhar o papel de f, por exemplo, a densidade de massa, a tempera-
tura, ou mesmo a prépria velocidade. O operador % pode ser aplicado a
uma fungao cujos valores sao matrizes ou vetores, fazendo-o atuar em cada
componente. Por exemplo:

& B (Dvl Dy Dvg)t
Dt  \ Dt Dt Dt

Utilizaremos nas préximas subsecoes o seguinte resultado técnico.

Teorema 1 (Teorema do Transporte) Satisfeitas as hipdteses sobre a
funcdo fluxo ¢ mencionadas acima e sendo €y uma regido onde se pode
aplicar o Teorema da Divergéncia, vale a sequinte formula:

% Qtf(m’t)dt = /Qt (% +fdivv) (x,t)de . (1.4)

Observagao: Se )y for um aberto com fronteira regular o suficiente
para permitir a aplicacdo do Teorema da Divergéncia 2, ; também serd
um aberto satisfazendo a mesma propriedade de regularidade na fronteira,
desde que ¢, satisfaca hipéteses adequadas de regularidade e invertibilidade.

Demonstracao (do Teorema 1): Fazendo na integral do lado esquerdo
de (1.4) a mudanca de varidveis = ¢,(y), obtemos:

/Q F(bw), )y, ) dy (15)

onde J denota o determinante jacobiano

- 0¢;
J(y,t) = det << Ay; >>1<i,j<3

Como, por hipétese, ¢, é sempre inversivel, J(x,t) nunca se anula. E, co-
mo o jacobiano é continuo e J(y,0) é igual a 1 para todo y € €, entao
o determinante acima é sempre positivo, tendo sido por isso desnecessario
tomar o valor absoluto de J em (1.5). A integral que resultou da mudanca

2Também chamado Teorema de Gauss. Veja [24] para o enunciado preciso do Teorema.



4 CAPITULO 1. EULER E NAVIER-STOKES

de varidveis tem dominio de integracao independente do tempo, podemos
portanto trocar a ordem de derivacao e integracao. Obtemos:

4 | @t = AO%[f<¢<y,t>7t>JJ<y,t>@
v [ rewn.0 Pw L6)

Tratemos logo da primeira integral que aparece do lado direito da igual-
dade acima. A derivada no integrando é a derivada de f calculada ao longo
de uma trajetéria. Aparece entdo a derivada material que acabamos de
definir. Obtemos assim que esta primeira integral é igual a:

Df

% Ft(q,)(y’ t)? t)'](y7 t) dy ’

a qual, através da mudanca de varidveis ¢ = ¢,(y), vemos ser igual a

Df
—(x,t)dc .
Qt Dt (m7 )
Vamos agora cuidar da tltima integral em (1.6). Devemos calcular a
derivada do jacobiano,

9¢1  9¢1  O¢1
dy1  Oy2  Oys

OF 0| oy 062 002
ot ot | Ov1 Oy2  Oys ’

dy1  Oy2  Oys

no ponto (y,t). Comutando derivadas, usando (1.1) e a regra da cadeia,
obtemos:

9 0¢; a9 A 96,
aayj (y,t) = @[’Uz(¢(y,t),t)] = : (¢(y’t)’t)8—yj

(y,1) .

i — Oy,

Aplicando as propriedades usuais dos determinantes e omitindo, por en-
quanto, os pontos onde as derivadas sao calculadas, vem:

Ovy 0¢y  Ovy O Ovy Oy
Ozxy 0y1  Oxy Oy2 Oz Oys
3
97 _ S| e o 0, |
ot Oy Oy2 Oys
k=1
oy1 0y2 Y3
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91 91 91 91 91 91
oy1 0y2 Jys 0y1 Jy2 9ys3
Ovg Odr,  Ovy O Qua O [él20) O¢2 [él20)
+ Z Oz, Oy1  Oxy, Oy2  Oxy, Oys + Z oy1 0y2 Jys
k=1 k=1
9¢3 9¢3 9¢3 Ous 0dr  Ovs O¢y  Ouz Od
oy Oy2 0ys3 Oz Oy1 Oz Oy2  Oxy Oys

O primeiro destes trés somatoérios de determinantes é igual ao produto
(Ovy/0x1)J, pois os termos correspondentes a k = 2 e k = 3 s@o iguais a
(Ov1/0xy,) vezes um determinante com linhas repetidas. Afirmacao andloga
vale para os outros dois somatoérios. Obtemos, entao:

oJ

% = Jdivy |

onde o jacobiano e sua derivada sao calculados no ponto (y,t) e o divergente
divw é calculado no ponto (¢(y,t),t). Dai, vem:

£y, 0,005 w0y = [ F(@ly,0), (v o) ((u,), 01w, Oy
Qo Qo
que ¢é igual, via a substituicao x = ¢,(y), a

flz,t)divo(z,t)dc
Q¢

o que demonstra (1.4). |

Conservacao da Massa, Fluidos Incompressiveis

Denotaremos por p(x,t), ou simplesmente p, a densidade de massa do flui-
do. Por definicao, p é uma funcao tal que a massa da porcao de fluido que
ocupa uma regiao €2 no instante ¢ é dada por

/ p(z,t) dx
Q
A hipétese de que a massa se conserva se traduz na equagao

p(x,0)de =
Qo Q¢

p(x,t)de |

valida para todo t > 0, onde €2; é a imagem de Qg por ¢,, e g é arbitrario.
Assumindo como hipdtese que p tem derivadas continuas, e aplicando entao
o Teorema do Transporte, temos:

0 = 4 plx,t)de = / (&—l—pdivv> (z,t)de .
Q. \ Dt

dt Jo,



6 CAPITULO 1. EULER E NAVIER-STOKES

Se 2 é um aberto qualquer ocupado pelo fluido no instante ¢, entao existe um
aberto Qg tal que ¢,(29) = , j4 que estamos supondo que ¢, é inversivel
e continua. Vemos entao que a fungao continua
Dp
— + pdivo
Dt P
é tal que sua integral, num instante de tempo arbitrario, sobre qualquer
aberto do espaco material é nula. Isto s6 é possivel se esta funcao for iden-
ticamente nula. Obtemos assim a equac¢do da conservag¢do da massa
Dp
— + pdive = 0 1.7
e TP (L.7)
também conhecida como equac¢ao da continuidade, pois ela expressa o fato
de que o fluido é um meio continuo. ? Usando a definicdo de derivada
material (1.3) e a identidade

div(fu) = Vf-u + fdivu |,
a equacao em (1.7) pode ser reescrita como

% + div(pv) = 0

A condicao de o volume de qualquer porcao de fluido ser preservado pelo
fluxo é descrita pela equacao

d
— dac = 0 . 1.8
dt/gt (18)

Se esta condicao for satisfeita, o Teorema do Transporte aplicado a funcao
constante f = 1 implica que a equacao

divvde = 0
Qo
é vélida para todo aberto §2g. Dai se conclui que o divergente da velocidade

¢é nulo em todos os pontos:
divv = 0 . (1.9)

A reciproca é claramente também verdadeira, ou seja, as equagoes em (1.9)
e (1.8) sao equivalentes.

3Para um tratamento de meios continuos em geral, veja [50].
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Se um fluido tem densidade constante, independente do tempo e do
espacgo, a equagao em (1.7) implica que o fluido satisfaz (1.9) e, portanto,
também a condicao de incompressibilidade (1.8). Chamaremos o fluido de
incompressivel se p for constante. Seria mais natural definir como incom-
pressivel o fluido que satisfizesse (1.8) ou (1.9). Nao o fazemos por mera
conveniéncia: quase sempre, nestas notas, trataremos somente do caso de
densidade constante. Note que temos apenas uma “quase-reciproca’: se
vale (1.9), entao (1.7) implica que p é constante ao longo das trajetdrias das
particulas. Dai, se p(x,0) for independente de x, p(x,t) serd independente
de x e de t.

Conservacao do Momento

O momento (linear) de uma porgao de fluido que ocupe, no instante t, a
regidao € é dado pela integral *

p(x, t)v(x,t) de
Q¢

Pela segunda lei de Newton, a derivada em relacao ao tempo desta quanti-
dade ¢ igual a forca total atuando em €2;. Esta é igual a soma das forcas
externas que atuam no fluido (peso, for¢a de Coriolis ou mesmo forcas ele-
tromagnéticas) e das forcas internas, exercidas sobre € pelo restante do
fluido. Suporemos conhecido o somatério das forcas externas por unidade
de massa, que serd denotado por f(zx,t). ° Isto é, a forca externa total
atuando na porcao de fluido que, no instante ¢, ocupa a regido §2; é dada
por
[ ol 0f (1) e

No caso de apenas o peso ser consideravel, f é constante e igual a aceleracao
da gravidade.

Quanto as forcas internas, supomos serem elas forcas de contato ou
tensoes. Desprezamos entao acoes a distancia entre as particulas do fluido
e supomos existir um campo de tensoes T(x,t,n) que dé a forga de contato
por unidade de area atuando numa superficie perpendicular a m no ponto
x, no instante t. Mais precisamente, a forca exercida pelo resto do fluido na

4Uma vez que p d4 a massa por unidade de volume, pv d4 o momento por unidade de
volume, assim como p|v|?/2 d4 a densidade de energia cinética.

5 A rigor, deverfamos escrever f(x,v,t), para incluir casos como o de forcas magnéticas,
por exemplo. Isto em nada alteraria a deducao que se segue.
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porcao de fluido que, no instante ¢, ocupa a regiao fechada €, delimitada
pela superficie 9€);, é dada por

/ T(x,t,n)dS, ,
00

onde n denota o vetor unitario normal a 0€);, apontando para fora. O campo
de tensoes nao é independente das outras grandezas fisicas do problema. Na
verdade, vamos obter uma equagao diferencial envolvendo 7, p, v e f. Um
teorema de Cauchy (veja [28], pardgrafo 7) garante que, se o fluido satisfizer
a segunda lei de Newton, entdao 7 tem de depender linearmente de n, ou
seja, existe uma funcao matricial S(x,t) tal que

T(x,t,n) = S(z,t)n

(Em particular, 7(x,t,—n) = —7(x,t,n), o que é consequéncia da terceira
lei de Newton.)

A segunda lei de Newton entao fica expressa pela seguinte integral, de
onde omitimos os argumentos (x,t) das func¢oes que aparecem nos integran-

dos:
4 pvchc:/pfchc—l—/ Snds, .
Q o

dt Jo,
Podemos calcular a derivada do lado esquerdo desta equacao aplicando o
Teorema do Transporte a cada componente. Quanto a integral de superficie,
ela pode ser transformada numa integral de volume usando o Teorema da
Divergéncia. Obtemos, entao:

D

/ {—(p'v) + pvdive — pf — DivS| d&e = 0 (1.10)
q, LDt

onde DivS denota o vetor que tem a i-ésima componente igual ao divergente

do i-ésimo vetor-linha de §. Usando (1.7), é facil verificar a igualdade

Dv

D
= divo = p=—
(pv) + pvdive = p—b

Dt

de onde, usando a equac@o em (1.10) e o fato de seu integrando ser continuo
e {); arbitrério, resulta a Fquacdo da Conservacdo do Momento:

Dv

pﬁ = pf + DivS . (1.11)
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Fluidos nao-viscosos, Equacgoes de Euler

As equacoes de conservacao da massa (1.7) e do momento (1.11) sdo insu-
ficientes para descrever o fluido: © para completar a descricdo precisamos
relacionar & com as outras varidveis. Se supusermos que as forcas inter-
nas atuam apenas perpendicularmente a superficie Q; (auséncia de atrito ou
viscosidade), Sn deve ser sempre paralelo a n ou, equivalentemente, existe
uma funcao p(x,t) tal que

S(x,t) = —plx,t) 1 ,
onde I denota a matriz identidade. A funcao p é chamada pressdo e
DivS = —Vp

Esta hipétese ainda é insuficiente: (1.7) e (1.11) consistem agora de quatro
equagoes escalares para cinco incognitas vy, v, v3, p € p. Uma saida é supor
que o fluido é incompressivel, o que é uma boa aproximacao para o caso dos
liquidos. Usando (1.7) e (1.3), obtemos entao as Equag¢oes de Euler para
um fluido néo-viscoso e incompressivel, denotando também por p o valor
constante da densidade de massa:

0
pa—? + p(v-V)v = —Vp + pf (1.12)
divv = 0

Salientamos mais uma vez que o operador v - V é aplicado em (1.12) a
cada componente de v, isto é:

3 87}1’
[(v-V)v]; = 2%’87],
7=1

A equacao em (1.12) pode ser lida como a segunda lei de Newton, o lado
esquerdo correspondendo ao termo massa vezes aceleracao e o direito a forca,
ambos por unidade de volume. O aparecimento do termo nao-linear deve-se
a propria descricao euleriana: %'v nao representa a variacao da velocidade
de uma dada particula, mas a variacdo da velocidade no ponto x, que é
ocupado por particulas possivelmente diferentes a cada instante. A variacao

6 As equacbes em (1.7) e (1.11) sdo validas para qualquer “meio continuo Newtoniano”.
As hipéteses que fazemos nesta se¢do e na préxima é que caracterizam os chamados “fluidos
newtonianos”.
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da velocidade de uma dada particula é igual a %'v, como vimos quando
tratamos da derivada material.

Uma outra maneira de completar as equagoes em (1.12) e (1.7) é intro-
duzir uma equac¢do de estado, ou seja, supor que existe uma funcao

r:(0,00) — IR

tal que p = r(p). Para um gas ideal a temperatura constante, p é diretamente
proporcional a p. Em modelos fisicos mais realistas, torna-se necessario
introduzir novas varidveis tais como temperatura, entropia, energia interna
(veja [28], paragrafos 19 e 20).

Equacgoes de Navier-Stokes

Ao tentarmos obter formas para a matriz S que incluam forcas de viscosida-
de, argumentos fisicos e matematicos 7 (veja [32], [25] e [28, pardgrafo 16]),
permitem-nos concluir que, em primeira aproximacao, S deve ser dada por

S = —pI + p/(divo)l + u(G+GY (1.13)

onde, p e u' sdo constantes, G' denota a transposta de G, que denota a
matriz Vo :

o) 0 0
G=vVo=|% 22 ou|l (1.14)

Ovg  Quvs  Oug
Or1 Oxzo Oz
Para completar o sistema formado pelas equagoes em (1.7), (1.11) e
(1.13), temos duas saidas, tal como no caso nao-viscoso. Ou procuramos
uma equacao de estado p = r(p), ou supomos que o fluido é incompressivel.
Vimos que, neste caso, o divergente de v é nulo. Isto implica em duas
simplificagoes: O termo p/divo desaparece e vale (verifique) a igualdade

Div(G +GY) = Aw

"Aqui vai um esboco desses argumentos. E’ fisicamente razodvel supor que S + pl
dependa apenas das derivadas espaciais de v, pois nao ha atrito em um fluxo com velo-
cidade uniforme. Como em rotagdes rigidas também ndo hd movimento relativo entre as
particulas, S+ pl ndo deve depender da parte anti-simétrica do gradiente de v, mas apenas
de (G + G")/2 (veja a secio seguinte, especialmente a discussio apés (1.22)). Usando-se
que esta dependéncia deve ser invariante por transformagoes ortogonais (rotagoes dos eixos
coordenados) e desprezando-se termos de segunda ordem, chega-se a (1.13).
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A equagao de conservagao do momento (1.11) se escreve entdo como:

Dv

P =PF = Vp+pbv, (1.15)

conhecida como a equac¢ao de Navier-Stokes. A constante p é chamada o
coeficiente de viscosidade & e seu inverso o nimero de Reynolds. Um fluido
viscoso e incompressivel é descrito entao pelas equagoes em (1.15) e (1.9)

Estudando exemplos de solugoes, consideraremos quase sempre f = 0.
Isto é equivalente a tomar f constante, no seguinte sentido. Um par (v,p)
é solucao de (1.15) e (1.9) com f = 0 se e somente se (v,p?) é solucao de
(1.15) e (1.9) com f = f,, onde

P, t) = plx,t) + fo-x .

(Verifique esta afirmacdo.) Em particular, v = 0 e p(x,t) = pg - x, onde g
¢é a aceleracao da gravidade, é uma solucao das equacoes de Navier-Stokes,
para f constante e igual a g. Corresponde a um liquido em repouso, na
presenca da gravidade. (Veja o Exercicio 15)

Para futura referéncia, escrevemos aqui as equacoes de Euler e de Na-
vier-Stokes, para a conservacao do momento, na auséncia de forcas externas.

pg—,lt) + p(v-V)v = —Vp (Euler) (1.16)
ov .
Por + p(v-V)v = —Vp + u A v (Navier-Stokes) (1.17)

Exercicio 2 a) Encontre a pressao p(x,t) que, juntamente com o campo
de velocidades nulo v(z,t) = 0, resolve (1.12) e (1.15), para f = g + w?r.
Aqui, supomos que a aceleracao da gravidade g é paralela ao eixo x3, w é
uma constante e r = (x1, z2,0) é o vetor radial das coordenadas cilindricas.
Mostre que as superficies de nivel da pressao sao paraboldides de revolucao.

b) Interprete fisicamente o resultado acima, e conclua que a superficie de
separagao entre o ar e um liquido girando num tubo cilindrico com velocidade
angular constante, sem movimento relativo entre as particulas do fluido nem
entre o fluido e o recipiente, é um paraboléide de revolucdo. (Dicas: A
pressao na superficie de separacao é constante, igual & pressao atmosférica.
O campo f dado no item (a) é a soma da aceleracao da gravidade com a
“aceleragao centrifuga”.)

8Sobre o significado fisico da constante de viscosidade, consulte [20].
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1.2 Exemplos e Comentarios

A maioria dos problemas de Mecanica dos Fluidos envolve a delimitagao
da regiao ocupada pelo fluido (que pode até variar com o tempo, e entao a
determinagao da fronteira faz parte do problema) e a prescri¢ao de condigoes
de fronteira. ? Os exemplos de que tratamos nesta secdao e no Capitulo 3,
exceto o Exemplo 3 que vem logo em seguida, sao de solugoes das equacoes
de Euler ou de Navier-Stokes definidas no espaco inteiro. Tais exemplos
servem para ilustrar comportamentos locais permitidos aos fluidos: pode-se
argumentar que o ponto observado estd tao longe da fronteira que a presenca
desta nao é sentida pela porcao do fluido nas imediagoes do ponto.

Tratamos, nesta secao, de trés exemplos béasicos de solucoes estaciond-
rias (isto é, independentes do tempo). Utilizamo-las, ao final da segao, para
dar uma descri¢ao local do movimento de um fluido em geral. Estes exem-
plos sao casos particulares de classes de exemplos de solucdes discutidas no
Capitulo 3.

Exemplo 3 Um campo de vetores da forma
v(z,t) = (v(z2), 0, 0) (1.18)

satisfaz imediatamente as equagoes

ov

ot
tratando-se, portanto, de uma solucao das equagoes em (1.16) e (1.9) com
pressao constante.

Assuma que a forca da gravidade g atua no fluido e que g = gle; + gles.
(Se |g| = g, e 8 é o angulo determinado pela horizontal e pelo eixo x1, entao
g% = gsenf e ¢! = —gcos 0.) Na presenca de viscosidade e da forcao da
gravidade, a pressio deve satisfazer dp/0xy = —pgt, Op/dxs = 0, e v e p
ficam relacionados pela equacéao

+(v-V)v =0 e dvo=0 ,

)
" () — —Ji + pg” = 0.

oz
Em particular, uma pressao linear, p(x) = — pgﬁxg, juntamente com o campo
em (1.18) com
b i
Pg" o2 PY
v(re) = ——=—= —zx
(2) ou 2t 2

%No caso de uma fronteira fixa, exige-se que a componente da velocidade normal &
fronteira seja nula, ou seja, que o fluido ndo atravesse a fronteira. Para fluidos viscosos,
exige-se mesmo que o fluido adira a fronteira, ou seja, que a velocidade se anule na fronteira.
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Figura 1.1: Fundo de um rio

¢ uma solugao de (1.15) e (1.9) no semi-espago {z2 > 0} com condigao de
fronteira v(z1,0,23) = 0 e velocidade méxima de escoamento em xo = 1,
(digamos que a altura maxima do rio seja igual a 1, e que ai ocorra a
velocidade méxima de escoamento). Este é um modelo simplificado para
a cinematica do escoamento nao-turbulento de dgua em um rio largo, longe
das margens, o fundo do rio coincidindo com o plano zixz3. As trajetorias
das particulas sao retas paralelas ao eixo x1. A forga que impulsiona a dgua,
é a componente da forca da gravidade na dire¢do tangente ao fundo do rio.

Exemplo 4 (Deformagcao) Seja D uma matriz simétrica de trago nulo e
v(x) = Dz. E’ um calculo simples verificar que o divergente de v é nulo e
que vale a igualdade

(v-V)v = D’z .

Pode-se ver entao que (v(x),p(x)), com

é solugao de (1.16) e (1.9). Como Awv = 0, também (1.17) é satisfeita.
Vamos descrever as trajetérias das particulas supondo que a matriz é
diagonal,
A 0 O
D = 0 X O
0 0 As
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Figura 1.2: Jato (Deformacao)

O caso geral pode ser transformado neste, através da mudanca de varidveis
x = Uy, onde U é uma matriz ortogonal tal que U~'DU é diagonal. Tal U
existe, pelo Teorema Espectral (veja [8], Teorema 9.3.1). As equagbes das
trajetérias ficam entao desacopladas:

dx; ,
dtl = \Nz; , i=1,2 3.
Para uma dada condicao inicial (0) = a, a solucao é
z(t) = (a1eM!, age™?!, azest)t

Como o traco de D é nulo, temos: A\; + Ay + A3 = 0. Para fixar idéias,
suponhamos que \; é positivo e Ay e A3 sao negativos. Vemos entao que as
particulas se aproximam rapidamente do eixo x7 e se afastam rapidamente
do plano xox3. Esta é uma aproximagao grosseira de um jato.

Exemplo 5 (Rotagio) Dado w € IR3, consideremos o campo vetorial
v(e) = wxx ,

onde x denota o produto vetorial. E’ facil verificar que v tem divergente
nulo e que vale a igualdade:

(v-Vv= (z-ww—|wfz .

Por inspecao vemos entao que se tomarmos para pressao

1 1
p@) = p |5 w)? + Slwllep
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obtemos uma solucao da equagao de Euler (1.16), que é também solucao da
equagao de Navier-Stokes (1.17), pois Av = 0.
Seja x(t) a trajetéria de uma particula neste fluido, isto é, x(t) satisfaz

dx "
— = wXxXx .
dt
Dai seguem-se as igualdades seguintes, validas para todo t :
d
a(w cz(t) = w-(wxx(t) =0

d
Sl = 20w xa(t) -2(t) = 0

Concluimos dai que as trajetérias sao circulos em planos perpendiculares a
w. Denotando por x| a projecao de & no plano perpendicular a w passando
pela origem,

w
z, = x—(x w)W )
obtemos:
dj—tl = wxx) . (1.19)
Como x| e w sao perpendiculares, a equacao 1.19 implica em
dx |
| = el -

Segue-se entao que a velocidade angular de todas as particulas em torno
de w é constante e igual a |w|. (Verifique, usando coordenadas.) Ou seja,
o fluido todo move-se como um corpo rigido girando em torno de w com
velocidade angular constante.

Fagamos agora algumas consideragoes sobre matrizes simétricas e anti-
simétricas que usaremos em seguida para dar uma interpretacdo do fluxo
de um fluido qualquer como sendo, local e aproximadamente, uma super-
posicao de uma rotacao, uma translagao e uma dilatacao. Dada uma matriz
quadrada A, as matrizes

A+:;A+N)eA_:;A—N% (1.20)

sao chamadas suas partes simétrica e anti-simétrica, respectivamente. E’
6bvio que valem as igualdades Ay = AL, A_ = —-A" e A=A, +A_. O
leitor deve verificar que esta decomposicao ¢é tnica, isto é, se B e C forem
matrizes simétrica e anti-simétrica, respectivamente, e A = B + C, entao

B=A,eC=A_.
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Exercicio 6 a) Dada uma matriz 3 x 3 anti-simétrica A, mostre que existe
um tnico € € IR? tal que Ax = € x x, para todo x € IR3. (Dica: & = ass,
§o =a13 e &3 = as)

b) Se Q é a parte anti-simétrica da matriz-gradiente de um campo de
vetores v(zx) em IR3, entdo

1
Qx = i(rotv)xm, xR .
¢) Mostre que, se 2 é uma matriz anti-simétrica e D uma matriz simé-
trica de traco nulo, entao temos:

(DQ+OD)x = —(D€) xx, =€ IR?, (1.21)

onde £ é o vetor tal que Qz = €xx, x € IR?.

Consideremos agora o comportamento de um fluido qualquer, em regime
estacionario, nas proximidades de um ponto fixo xg. Podemos escrever
(expansao de Taylor):

v(xo +h) = v(xo) + (Vv)h +7(h) ,

onde r(h) é da ordem de |h|?. Tomando h muito pequeno, decompondo
Vv em suas partes simétrica e anti-simétrica, D e €2, e usando o item b do
exercicio acima, obtemos:

1
v(xg+ h) =~ v(xg)+Dh+ qw % h , (1.22)

onde w = rotw, e w e D sao calculados no ponto x.

Tomando xg¢ como origem e h no lugar de @ para descrever as trajetérias
das particulas, vemos que o campo v pode ser aproximadamente decomposto
em trés parcelas: uma responsével pela translacao do fluido (as trajetérias
associadas a um campo uniforme de velocidades sao retas), outra responsa-
vel pela deformacao do fluido, e a terceira pela rotacao. A presenca de um
rotacional nao nulo indica, portanto, a presenca de rotacao.

Exercicio 7 Denota-se por v ® v a matriz ((v;v;)) Mostre que as

equagoes em (1.16) e (1.9) sdo equivalentes a
ov
P ot

1<4,j<3°

+ pDiv(v®v) = —=Vp + plAw (1.23)

divv = 0 .
(O divergente de uma matriz foi definido apés (1.10).)
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Exercicio 8 Seja (v(zx,t),p(x,t)) solucao de (1.16) e (1.9). Mostre que,
dados reais positivos « e 3, definindo

T «
vo (2, t) =av B,Bt ,
existe p, 3 tal que (vqo,g,Pa,p) também é solucao das mesmas equagoes.

Exercicio 9 Mostre que um campo de velocidades independente da coor-
denada x3

(v1 (w1, T2, 1), v2 (21, T2, 1), V3 (21, T2, 1))

é solucao da equacao de Navier-Stokes (1.17) se e somente se (vy,vy) é
solucao da equacao de Navier-Stokes bidimensional, isto é,

8 V1 8 8 U1 _ U1
p8t<vz>+p<vla +v28x2><v2> = Vp+uﬁ<v2> ;

e v3 € solucao da equacao

8’03

Pat p 18331 283:2 3 = M 3 -

(Observe que esta tltima equagao é linear, se v; e vy forem conhecidos.
Neste caso, e se ;= 0, a equagao pode ser resolvida pelo método das carac-
teristicas, descrito no Apéndice A.)

1.3 Identidades Vetoriais, Lei de Bernoulli

Extremamente tutil para a deducao de identidades vetoriais é a introducao
do pseudo-tensor anti-simétrico de Levi-Civita (veja [1]):

0 sei=jouj=kouk=1
€ijk — 1 se (iaja k) € {(17273)7 (2737 1)7 (37 1, )}
=1 se (i,4,k) € {(2,1,3),(3,2,1),(1,3,2)}

Se x e y sao vetores de IR3, é facil verificar que a i-ésima componente do
produto vetorial * x y é dada pela soma

3 3
(X y)i Zzezjkl‘jyk
J: k=1
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Analogamente, se u é um campo vetorial em IR3, a i-ésima componente do
rotacional de u é dada pela soma

3 3
rotu 2::2:: ijk A 83:]
Também muito 1til e bem mais conhecido é o delta de Kronecker:
5 = { (1) sei=J
sei#j
Proposicao 10 Dados i, j, I, m, pertencentes a {1,2,3}, vale a igualdade:

Z el-jkeklm = 5il5jm — 5im5jl . (1.24)
k=1

Demonstracao Suponha que ¢ é igual a j ou que [ é igual a m. Verifica-
se facilmente que, entdo, os dois membros de (1.24) sao nulos.

Suponha agora ¢ # j e [ # m. Isto implica entdo que uma, e s6 uma, das
trés afirmagoes abaixo é verdadeira:

(a) dado qualquer k € {1,2,3}, k é igual a um dos quatro nimeros dados
no enunciado da proposicao.

(byi=lej=m

(c)i=mej=L.

Caso valha (a), ambos os lados de (1.24) s@ao nulos. Caso valha (b),
ambos sao iguais a 1. Caso valha (c), ambos os lados s@o iguais a —1. ]

Como aplicacao, demonstraremos:

Proposicao 11 Dado um campo vetorial w € IR3, vale a sequinte identi-
dade:

1
(u-V)u = (rotu) x u + §V|u|2

Demonstracao Escrevamos a i-ésima componente do produto vetorial
(rotu) X u e apliquemos as defini¢oes e propriedades acima:

3 3 3 3
S0 cuneiin g =

j=1k=1m=1I=

—_

B
Il
—
I
—
Il
—
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3 3
Ouy
— Z Z Z((szl(skm - 5Zm(5kl)8Lxluk —

k=1m=11[=1

Obtivemos assim a i-ésima componente de
1 2
(w V)u — 5Vl

como queriamos. [ |

Outras aplicagoes do pseudo-tensor de Levi-Civita ficam para os exerci-
cios ao final da secao. Vamos agora aplicar a proposicao anterior para obter
a lei de Bernoulli.

Proposicao 12 (Bernoulli) Sejam v e p uma solug¢ao independente do
tempo de (1.12) com p e f constantes, e com a propriedade adicional de
o campo de velocidades ser irrotacional, isto é, rotv = 0. Entao, a funcao

_ pl=) v(x)?
Qx) = e fro+ =5 (1.25)

é constante.

Demonstragao A equacao (1.12) para fungoes independentes do tempo,
com p constante, é equivalente a:

(Vv = -V (%’) +F (1.26)

Usando a Proposicao 11 e a equacao rot u = 0, vemos que o lado esquerdo
de (1.26) é igual a V(|v(x)|?/2). O lado direito, por sua vez, é igual a

(1)

Segue-se entdo que VQ(z) = 0, para todo x. 1°

10F’ claro que supomos conexa a regido onde a solucéo estd definida
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Exercicio 13 Considere o caso em que vale (1.12), mas a densidade p nao é
necessariamente constante. Mostre entao que a fungao @) definida em (1.25)
é constante ao longo das trajetdrias das particulas. (Dica: A equagdo em
(1.7) implica que p é constante ao longo das trajetérias.)

Exercicio 14 Use o tensor anti-simétrico de Levi-Civita para demonstrar
as identidades em (2.10), (2.15) e (2.20).

Exercicio 15 (a) Mostre que o Teorema da Divergéncia em IR é equiva-
lente a of
—dr = / n; ds,

0 833]- 50 / j @z
Jj = 1,2,3, para qualquer funcao escalar f. Aqui, n; denota a j-ésima com-

ponente do vetor normal.

(b) Demonstre (2.17) e algumas das outras identidades de [53].

(¢) Mostre que, no caso da hidrostatica (isto é, v = 0, f constante e
igual & aceleracao da gravidade g e p(x) = pg - x), vale a igualdade

—/ p(x)ndS, = —pg/ dr
o0 Q

para qualquer regiao 2 onde valha o Teorema da Divergéncia. Interprete
fisicamente. (Dica: Principio de Arquimedes.)

Exercicio 16 (a) Mostre que se B = ((b;;)) é uma matriz real 3 x 3, entao
o vetor € associado & parte anti-simétrica de B, como descrito no item (a)
do Exercicio 6, é dado por

1 3 3 '
§i = Ezzemkbjk y 1= 17273’
j=1k=1

(b) Use os itens (b) e (c) do Exercicio 6 para demonstrar a equacao em
(2.9), sob a hipétese de que o divergente da velocidade é nulo.



Capitulo

A Vorticidade em Cena

Serd obtida, neste capitulo, uma formulacao da mecéanica dos fluidos incom-
pressiveis que utiliza a velocidade e a vorticidade (que é o rotacional da
velocidade) como varidveis dependentes, em vez da velocidade e da pressao.
Algumas solugdes clédssicas das equagoes de Navier-Stokes serao encontradas,
no proéximo capitulo, utilizando as “equacgoes da dinamica da vorticidade”.
Métodos numéricos de solucao baseados na vorticidade podem ser desenvol-
vidos, sendo dadas referéncias sobre o assunto ao final da Secao 2.1.

2.1 Dinamica da Vorticidade

Nosso objetivo inicial é obter uma equacao de evolugao para a vorticidade
w = rot v, isto é, uma equacao que nos dé %w em termos das outras deriva-
das de w e de outras grandezas. O primeiro passo sera obter uma equagao de
evolucao para a matriz-gradiente da velocidade G. (Veja (1.14).) Derivando

em relacdo a x; a i-ésima componente da equagao de Navier-Stokes (1.17),

8% 3 87)1 8p
_+ka __8xi+,u‘Avla

usando que as derivadas comutam, obtemos:

0 Ov; 0 0Ov;
Yot oz, T pz U D ony T P2 Ows ay

82]7 8%’
B _8xi8mj +MA <8xj> '
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Escrevendo a equacao acima na forma matricial, vem:

p2G+pG2:—P—|—,uAG, (2.1)
Dt
onde P denota a matriz hessiana da pressao P = ((%a’;j))l i<t
Denotando por €2 e D as partes simétrica e anti-simétrica de G, respec-
tivamente, tomando as partes simétrica e anti-simétrica de (2.1), e usando
que P é simétrica, obtemos equacgoes de evolucao acopladas para €2 e para
D (Veja a definicao em (1.20):

D
pED+p(D2+Q2) = —P+ulD (2.2)
D

A equagao em (1.9) é equivalente a
tracoD = 0 (2.4)

Podemos agora reescrever (2.3) tomando, no lugar das matrizes anti-
simétricas que 14 aparecem, os vetores que a elas correspondem, como des-
crito no Exercicio 6. Note que, gracas a (2.4), podemos aplicar o item ¢ do
Exercicio citado. Obtemos entao a equagao de evolucao que procuravamos:

pDRtw = ppw+plAw . (2.5)
Esta equacao pode ser interpretada como uma condigao de equilibrio entre
trés efeitos fisicos que competem entre si: (i) a convecgdo da vorticidade,
pL-w (a vorticidade tende a ser carregada pelo fluido); (ii) a difusdo da
vorticidade, u A w (a vorticidade tende a se espalhar, tal como faz a tempe-
ratura) e (ii7) a deformacdo da vorticidade, pDw (a vorticidade é atenuada
ou intensificada, conforme w esteja alinhado com os autovetores de D de
autovalor negativo ou positivo, respectivamente). Veja exemplo no final da
secao 3.1, onde este tltimo efeito ¢ ilustrado.

E’ claro que a equagao (2.5) sozinha nao é suficiente para descrever a
evolucao da vorticidade, pois D depende da velocidade, que também nao é
conhecida, a principio. Acoplando & equacgao (2.5) as equagoes

rotv = w (2.6)
divv = 0 ,
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obtemos um sistema que necessariamente é satisfeito pelo campo de velo-
cidades de um fluido do tipo modelado por (1.17) e (1.9). Vejamos agora
que, reciprocamente, se v for solucao de (2.5), (2.6) e (2.7), e se a regido
ocupada pelo fluido for simplesmente conexa (em particular, se for o espago
inteiro), entao existe uma funcao p, tal que (1.17) é satisfeita. Para tanto,
basta mostrarmos que é vélida a igualdade:

ov

rot |p BT

+pv-Vo—pAv| =0 . (2.8)
Pois dai, o Teorema de Stokes permite-nos definir a pressao no ponto  com
sendo igual a menos a integral de linha da expressao entre colchetes em (2.8)
a partir de um ponto fixo até &, por um caminho arbitrario. (Verifique isto.)
Trocando livremente a ordem das derivadas, vemos que (2.8) é equivalente
a equagao
ow
Por

a qual, por sua vez, apds substituirmos (2.5), é equivalente a:

+prot[(v- Vv —pAw = 0 ,

rot [(v-V)v] = —D(rotv) + (v - V)(rotv) . (2.9)

Esta tltima equacao é uma identidade valida para qualquer campo vetorial
v(z) em IR3, satisfazendo dive = 0, se D denota a matriz 1[Vv + (V)]
(veja o Exercicio 16).

Na préxima se¢ao, vamos resolver (2.6) e (2.7), obtendo uma férmula
integral que da v a partir de w. A partir de v, podemos obter a matriz de
deformagao D e substituir em (2.5), obtendo uma equagao integro-diferencial
de evolucao para w, envolvendo sé w. Nao é tudo tao simples quanto parece
porque, ao derivar (2.19), aparece no integrando um termo cujo médulo é
da ordem de |x — y|~3, cuja integral em relacio a y diverge em qualquer
aberto contendo x. (Verifique isto.) Esta integral singular, entretanto, pode
ser tratada teoricamente [41, 58]. Além disso, esta formulagao da dindmica
da vorticidade pode ser utilizada para obter eficientes métodos numéricos
[42, 37, 38, 41, 5, 12].

E’ imediato verificar que Dw = (w - V)v. A equagdo em (2.5) depois
desta substituicao,

Dw

Py = plw-Vv+plhw

é conhecida como a equacao de Helmholtz [43].
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2.2 Biot-Savart

E’ conhecida como a lei de Biot-Savart ' a férmula integral em (2.19), que
é uma solucdo em IR?, dado w(x), do sistema de equagoes em (2.6) e (2.7).

Como div rot v é nulo (veja Exercicio 14), da equagao 2.6 segue-se a igual-
dade divw = 0. Para resolvermos o sistema (2.6)-(2.7), necessariamente
temos de assumir, portanto, que w satisfaz esta condicao. Além disso, expli-
citaremos oportunamente condigoes de decaimento no infinito para w, que
serao necessarias para que certas integrais facam sentido. Como ¢é usual em
equacoes diferenciais, nossa estratégia serd supor que o sistema que bus-
camos resolver tem solugao, e dai obter uma férmula que mostraremos em
seguida ser, de fato, solucao.

Aplicando o rotacional aos dois membros da equagao em (2.6), e usando
a identidade vetorial 2

Au = V(divu) — rot(rotu) (2.10)

e a equacao em (2.7), vem:
Av = —rotw . (2.11)

A equacgdo de Poisson,
Au = f (2.12)

tem uma solucao dada por
u(z) = _/133 %dy . (2.13)

(Veja, por exemplo, [30, se¢ao 4.1].) 3 Uma solucio de (2.11) é dada entdo
aplicando a férmula em (2.13) a cada componente de (2.11), o que da:

v(x) = /IR rotwly) g (2.14)

s drlz —y| 7

!Esta férmula aparece também em Eletromagnetismo. O campo magnético e a den-
sidade volumétrica de corrente elétrica satisfazem as equagtes 2.6 e 2.7, nos papéis da
velocidade e da vorticidade, respectivamente.

2Note que, do lado esquerdo desta identidade, o operador laplaciano é aplicado a cada
componente da velocidade, enquanto que, do lado direito, hd uma mistura de coordenadas.
Esta férmula é um caso particular da equagao (3), pagina 220, da referéncia [63], onde é
dada a defini¢do do laplaciano em uma variedade Riemanniana

3Quanto & unicidade da solucdo, existem resultados do tipo: se f satisfaz uma certa
condigao de decrescimento no infinito, existe uma tunica solucao u de (2.12) satisfazendo
uma (possivelmente outra) condicao de decrescimento no infinito. H4 também resultados
envolvendo condigoes de fronteria. Nao vamos enveredar por esta trilha, o que nos levaria
a questOes matemadticas bastante delicadas, principalmente se levissemos em conta que
nosso principal interesse é resolver (2.6) e (2.7) acopladas também a (2.5).
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Usando a identidade vetorial
rot (fu) = frotu+Vf xu (2.15)

(veja o Exercicio 14), vem:

R A ACC

w(y)
—_— . 2.1
/JRB rOty47r|ac ] dy (2.16)

A seguinte identidade é consequéncia do Teorema da Divergéncia (veja
o Exercicio 15):

/ rotudy = uxmndSy . (2.17)
Q oN

Utilizando-a para Q = {y; | — y| < R}, concluimos que a segunda integral
em (2.16) é igual a

lim wly) xn g
R—oo J{y;|lz—y|=R} drlz — y| Y

Este limite da zero se assumirmos a hipdtese
max{ |y|""*w(y)|; y € R*} < oo , (2.18)

para algum « > 0.(Verifique isto. Dica: Esta hipdtese implica que também
|z — y|'"|w(y)| é limitado, para cada & € IR? , uma vez que temos
limy o |2 — y|/ly| = 1.) Assumindo (2.18), obtemos entdo que a segunda
integral de (2.16) é nula. Calculando o gradiente que aparece na primeira,
chegamos a férmula conhecida como lei de Biot-Savart:

v(z) = /]R 7Yy dy (2.19)

s dr|e — y|3

Supor (2.18) é suficiente também para garantir que a integral improépria
em (2.19) converge. Denotando |z — y| por r, o médulo do integrando é
limitado por uma constante vezes r~3~%, que é integravel em r > 1. (Use
coordenadas esféricas para verificar isto.) Na regiao r < 1, basta supormos
que w seja limitado. (Verifique isto.) A integrac@o por partes que efetuamos
garante entdo que também (2.14) converge e que as integrais que aparecem
em (2.19) e (2.14) sao iguais.
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Verificagao da lei de Biot-Savart

Vamos mostrar agora que a velocidade v(x), definida em (2.14) satisfaz
(2.6) e (2.7). Vamos trocar a ordem de derivacao e integragao a vontade,
sem nos preocuparmos em especificar que tipo de decaimento no infinito w
e suas derivadas precisariam ter para que tais procedimentos pudessem ser
justificados.*

Através da troca de varidveis z = y — @, reescrevemos (2.14), obtendo:

v(x) = /JR L(rot<.u)(z+:1r:)dz .

3 Amz
Usando (rotw)(z + ) = rot,[w(z + x)| e a identidade
div(rotu) =0 (2.20)
veln:

1
divo(xz) = /IR3 47r—zdivm rot;(w(z +x)]dz = 0 .

Calculando rot v, vem:
rotv = / rotgroty[w(z + )] dz .
IR3

Usando a identidade vetorial em (2.10), vem:

1
rotv = _/IR3 W Ay [w(z + )| dz
1 .
_|_/]R3 pep V. ldivy(w(z +x))]dz . (2.21)

A condicao divw = 0 foi tomada como hipdtese no comeco da segao, dai a
segunda integral em (2.21) ser nula. Quanto & primeira integral, ja mencio-
namos ser ela uma solucao do problema de Poisson (2.12), com Aw no lugar
de f. (Basta fazermos de volta a mudanga y = z + x, para reconhecermos
aqui a integral em (2.13).) Reciprocamente, pode-se mostrar, sob certas
condicoes de decaimento de w no infinito, que esta integral d4 de fato w, o
que concluiria nossa demonstracdo. (Note que este é um problema de uni-
cidade de solugoes: w é uma solugao de Au = Aw, assim como a primeira
integral de (2.21). Veja os comentéarios que fizemos sobre a unicidade da
solugao do problema de Poisson, em nota de rodapé, & pdgina 24.)

40 leitor interessado deve consultar [3], Teorema 33.8, ou [29], Exercicio VIL6, onde
sao dadas condigoes precisas sob as quais a troca é legitima.



Capitulo 3

Mais Exemplos

Neste Capitulo, obtemos exemplos, ou familias de exemplos, de solugoes
das equagoes de Euler e de Navier-Stokes bem mais sofisticados que os da
Secao 1.2. O que hd em comum aos métodos usados nas trés secoes deste
capitulo é supormos que existem solugoes de certos tipos pré-estabelecidos
e obtermos entao equacoes mais simples que as equagoes originais. Diversos
problemas de valor inicial podem ser resolvidos explicitamente pelos métodos
aqui estudados.

3.1 Separacao de Variaveis

Dado w € IR3, sabemos como obter uma solucio estacionaria v(x) das
equagoes de Euler, com pressao quadratica (isto é, p(x) = %a}th para
alguma matriz P), e tal que a vorticidade rot v seja independente de x e igual
ao vetor dado w (veja o Exemplo 5). Como a velocidade assim encontrada
depende linearmente de x, obtemos a igualdade Av = 0, seguindo-se dai
que v e p sao também solugoes de (1.17). Nesta segao, generalizamos este
resultado e damos uma familia de exemplos de solugoes das equagoes de
Euler e de Navier-Stokes, dependentes do tempo, obtidas a partir de uma
prescricao da parte simétrica da matriz-gradiente da velocidade e do valor
inicial da vorticidade. A pressao que obtemos também é quadritica em
x, mas com coeficientes dependentes do tempo; e a velocidade é da forma
v(x,t) = A(t)x, onde A(t) é uma matriz 3 x 3 tendo fungoes diferencidveis
como elementos.

Proposicao 17 Dada uma matriz 3x 3 diferencidvel A(t), existe p(x,t) tal
que (v,p), com v(z,t) = A(t)x, seja solugdo de (1.16) e (1.9) se e somente

27
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se a matriz P, definida por

PO = —p |50 + A0?| (3.1)

for simétrica e A(t) tiver trago nulo. Sendo este o caso, a pressdo serd dada
por

pl.1) = ga'Pli)a
Demonstracao Um célculo direto nos leva a igualdade:
div[A(t)x] = trago A(t)
A equacao 1.9 para v da forma proposta é entao equivalente a
tracoA(t) = 0 ¢t>0.

Calculemos a j-ésima componente de (v - V)v:

Obtivemos, portanto:
[(v-V)v](z,t) = Alt)v(x,t) = A2 (t)x .

A equacao da conservacao do momento (1.16) é entao equivalente a:

dA
p {%(t) + AQ(t)] x = —Vp(x,t) . (3.2)

Se a matriz do lado esquerdo da equacao em (3.2), que é igual a —P(t)
(veja a definicdo em (3.1)), for simétrica, entao a pressao

1
pla.t) = el P |
juntamente com a velocidade proposta no enunciado da proposicao, definem
solugao de (1.16) e (1.9). Reciprocamente, se existir, para A(t) dada de trago
nulo, pressao p(x,t) satisfazendo (1.16) juntamente com a velocidade dada
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por v(x,t) = A(t)x, decorre de (3.2) que o elemento na linha i e coluna j
de P(t) é
9?p 9p
t) = t
(%ziaxj (m’ ) 895]8@ (:D’ ) ’

e, portanto, P(t) é simétrica. [

Somando & pressao encontrada fungoes arbitrarias do tempo, ainda ob-
temos soluctes das equagoes de Euler e de Navier-Stokes. A menos desta
“nao-unicidade”, comum a qualquer solugao, a pressao fica determinada pela
escolha da matriz A(t) satisfazendo as condigoes exigidas.

E’ claro que, se A(t) for uma matriz simétrica, P(t) também o serd. Nao
¢é claro, entretanto, como podemos obter exemplos mais gerais de matrizes
A(t) satisfazendo as hipéteses da Proposicao 17. A proposigao abaixo nos
d4 a receita de como obter todas elas. A idéia central é escrever A(t) como
soma de suas partes simétrica e anti-simétrica e relacionar a segunda com
a vorticidade. O leitor deve observar a semelhanca deste argumento com a
técnica utilizada na Secgao 2.1.

Proposicao 18 Dados wy € IR? e D(t), uma matriz 3x 3 simétrica e de
traco nulo cujos elementos sio fungoes continuas, seja w(t) a solugdo do
problema de valor inicial

%w = D(t)w
(3.3)
w(O) = Wy
Definindo entdo
(@, t) = %w(t)xac + D)z (3.4)

existe uma pressao quadrdtica p(x,t) tal que (v,p) define solugdo das equa-
coes de Euler e de Navier-Stokes com rotv = w. FEstas sao todas as solucoes
do tipo v(x,t) = A(t)x.

Demonstragao Suponhamos que A(t) seja tal que existe p(x,t) que,
juntamente com

v(x,t) = Alt)z (3.5)

resolvem (1.16) e (1.9). Escrevamos a matriz A(t) como

Aty = D(t) + Q) ,
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onde D(t) é simétrica e §2(t), anti-simétrica. Vimos na demonstracdo da
Proposicao anterior que o traco de A é identicamente nulo. Como o trago de
uma matriz anti-simétrica é automaticamente nulo, temos entao a igualdade:

tracoD(t) = 0 , t>0. (3.6)

A decomposigao da matriz P(t), definida em (3.1), em suas partes simétrica
e anti-simétrica é a seguinte:

dD dQ
P = —p(—+0Q? D2) — <— DO QD)
P ( L + 827 + P ar + +
(Omitimos dai o argumento ¢. Outras vezes ele serd omitido sem aviso.) A
condicao P ser simétrica é entao equivalente & equacao

= o +9pe)] (3.7)
(Usamos af a unicidade da decomposicao de uma matriz em partes simétrica
e anti-simétrica, como descrito na Secao 1.2)

Usando a proposicao anterior, vemos entao que, se A é tal que v em
(3.5) define um campo de velocidades solugao de (1.16) e (1.9) para alguma
pressao p, entdo suas partes simétrica e anti-simétrica satisfazem (3.6) e
(3.7). Reciprocamente, se 2 e D sdo matrizes simétrica e anti-simétrica,
respectivamente, satisfazendo (3.6) e (3.7), entao, com A = D+ (), a matriz
P definida em (3.1) é simétrica. Donde, usando a proposicao anterior, vemos
que o campo de velocidades definido em (3.5) é solucao de (1.16) e (1.9),
para alguma pressao p.

Demonstramos portanto que todas as solugoes v(x,t) da forma (3.5) sao
obtidas do seguinte modo. Tome arbitrariamente D(t) simétrica de traco
nulo, para todo ¢t > 0. Em seguida escolha €(t) satisfazendo (3.7), e faga
A=D+Q.

Vamos agora reescrever (3.7) como uma equacao envolvendo a vortici-
dade. As partes simétrica e anti-simétrica da matriz-gradiente da velocidade
(veja (1.14)), para v da forma considerada, sdo precisamente D(t) e (t),
respectivamente. Segue-se entao do Exercicio 6, itens (a) e (b), que a de-
rivada de €2 é da forma

/ /
a0 1 0, —ws w2/
= 5| “ 0 —w ,

a2\ D
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onde w = (wy,wo, W3)t denota a vorticidade e estamos omitindo o argumento
t. Ademais, segue-se do itens (c),(b) e (a) do Exercicio 6 a igualdade

0 —m3 m
DS) + OD = m3 0 —m 5
-2 m 0
onde m = (11, m2,73) denota o vetor
1
- D
n B w

A equacdo (3.7) é entdo equivalente a !

dw
— = Dltw (3.8)

que sempre pode ser resolvida (ver [55] ou [24], Ap 10), tendo soluc@o tnica
uma vez arbitrado o valor inicial w(0) = wo.
Por fim, usando novamente o Exercicio 6, temos a igualdade

Qt)e = %w(t) <z
e, dai, obtemos (3.4), como querfamos. [ |
Note que os Exemplos 4 e 5 podem ser obtidos imediatamente como
casos particulares desta proposicao. Basta tomarmos, para o exemplo da
deformagao, D(t) = D e wy = 0; e, para o exemplo da rotagdo, D(t) = 0
e wyp = w. Combinemos agora estes dois exemplos tomando para D(t) a
matriz constante

-3y 0 0
D = 0 —3v O ,y>0,
0 0 v

e wy = (0,0,wp). A solugdo nao mais serd estacionéria, como vemos em
seguida.
E’ facil ver que, para estes dados, a solugao de (3.3) é dada por

w(t) = (0,0,e"wp) . (3.9)
Dai obtemos v a partir de (3.4):

_ 1 1 ~t 1 1 ~t t
v(z,t) = (—5771 — 5" wowp, —5vT2 — 57" 2100, YT3)

1Observe que a equacio 3.8 trata-se da equacio 2.5 escrita para o campo de velocidades
m (3.5). Nao estamos usando este fato, entretanto.
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As trajetorias das particulas satisfazem portanto as equagoes diferenciais

r 1 1 _~t

Ty = —5771 — 5" woT2

o= —lent -1 3.10
vy = —geltwory — 3722 (3.10)
o

Ty = 773

Dada uma condicio inicial & = (aq, as, a3)t, é imediato resolver a equa-
¢cao para x3, obtendo,
z3(t) = azel

Usando as duas primeiras equagoes do sistema acima, verifica-se a igualdade

d
ditatsad) =0
donde vem:

(af +23)(t) = e (o +a3)
Tal como no Exemplo 4, a particula se afasta rapidamente do plano xixs,
enquanto se aproxima rapidamente do eixo x3. Denotando por 6 o angulo
do sistema de coordenadas cilindricas, calculemos a derivada em relagao ao
tempo de 6(x1(t),z2(t)) ao longo de uma trajetéria, usando (3.10):
do d (mg) rixh —xoxy 1 vt

T

E:%arctan :W:§e wo -

Vemos entao que, ao contrario do Exemplo 4, onde nao havia rotacao,
aqui as particulas giram em torno do eixo z3. Enquanto no Exemplo 5 a
velocidade angular era constante, aqui o alinhamento inicial da vorticidade
com um auto-vetor de auto-valor positivo da matriz de deformacao provoca
um crescimento exponencial da velocidade angular.

O fluido deste exemplo comporta-se de maneira semelhante a dgua esco-
ando pelo ralo de uma pia.

3.2 Distribuicao Radial de Vorticidade

Nesta secao obtemos solugoes bidimensionais das equacoes dos fluidos in-
compressiveis a partir da prescricao da vorticidade como sendo igual a uma
funcdo dada que depende s6 do raio r = (2% + x%)% Obtemos solucoes in-
dependentes do tempo para as equagoes de Euler, e dependentes do tempo
para as de Navier-Stokes. Fora o Exemplo 3, este é nosso primeiro exemplo
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Figura 3.1: Escoamento por um ralo.

genuino de solugao das equagdes de Navier-Stokes, pois os demais eram e-
xemplos com Av = 0, ou seja, embora a viscosidade estivesse presente, em
nada modificava o movimento do fluido.

Vamos obter uma solucao do sistema formado pelas equagoes em (2.5),
(2.6) e (2.7), que, como vimos no Capitulo 2, é equivalente as equagoes de
Navier-Stokes (ou Euler, quando g = 0) para fluidos incompressiveis. A
solugao de (2.6)-(2.7) que obtemos é bem mais explicita que a lei de Biot-
Savart. Gragas a bidimensionalidade e a simetria radial, conseguimos desa-
coplar totalmente (2.5) de (2.6) e (2.7), obtendo uma equagao de evolugao
linear para a vorticidade, independente da velocidade.

Chamamos de bidimensional um campo de velocidades da forma

v(z,t) = (vi(21,29,1),v2(21,22,1),0)" . (3.11)

A vorticidade w = rotw correspondente a este campo de velocidades fica
igual simplesmente a:

w(z,t) = (0,0,w(z1,22,1))" | (3.12)
onde
_ O Ou
a.’El 8:}02

A matriz de deformacao
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tem a terceira linha e a terceira coluna nulas, de modo que o termo Dw
da equagao 2.5 é nulo. A equagao vetorial (2.5) resume-se entao a equagao
escalar

(3.13)

8_w Oow ow M v w
ot ory 0ra P

Vo F Uy = — +
ox? = Ox3

As equacgoes em (2.7) e (2.6) ficam simplificadas, respectivamente, as duas
equacoes seguintes:

87)1 82)2

R .14
8%1 8952 0 (3 )
8’02 8’01

T m— pr— . -1
8:L‘1 8:L‘2 v (3 5)

Dada uma funcao w(r,t), vamos resolver (3.14) e (3.15) independente-
mente de (3.13), para em seguida verificar qual equacdo w deve satisfazer,
como consequéncia de (3.13). As equagoes (3.14) e (3.15) podem ser desa-
copladas introduzindo-se ao problema uma fungao ¢ (1, x9,t) definida pelas
equacoes seguintes.

o o

. V9 o v1 (3.16)
Dados vy e vo, a integral de linha
(z17x2)
/ (—vadry + vidrs) (3.17)
(0,0)

¢ independente do caminho (pelo Teorema de Green e (3.14)), definindo
entdo uma fungao ¢ (x1,z2,t) tal que as equagdes em (3.16) sao satisfeitas.
Substituindo (3.16) em (3.15), obtemos:

_<82_¢+82_¢> oy (3.18)

2 2
Ox{  0x3

Reciprocamente, se a equacgao acima tem solucdo, entdao v1 e vg, definidos
por (3.16), satisfazem (3.15). A equagao (3.14) também é satisfeita, como
consequéncia de
0% B 0%
81‘181‘2 N 8:L‘281‘1

o que é verdadeiro se 1) for de classe C2.
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Resolvamos agora (3.18), assumindo que w é radial, w = w(r,t), e pro-
curando apenas solugoes radiais ¥(r,t). E’ bem conhecida a férmula para o
laplaciano de uma func¢ao radial:

N [1 0 <rg—f)](r,t) . (3.19)

r or
Integrando em relagao a r a equacao

L9 (r%—f) = —w(rt) ,

"o
obtemos: o0 L
7 - _Z 2
" : /0 sw(s, t) ds (3.20)

(usamos af a igualdade

» (%)

—_ /)"_

ar \ Or
condicio necessaria para que 9 seja de classe C?). Calculando g—i pela regra
da cadeia, e usando (3.20), segue-se a equagao:

r=0

oY oz [T

or, — 2 sw(s,t)ds . (3.21)

As equagoes em (3.16) e (3.21) nos levam a solucao procurada:

(Z; ) _ < = ) r_12/(:3w(3,t)ds . (3.22)

Resolvamos agora (3.13), usando (3.22). Note que (v1,v3) é perpendi-
cular a (z1,292) em todos os pontos, o que significa que as trajetérias das
particulas sao circulos em torno da origem (ou do eixo x3). Como a fungao w

é radial, (g—;"l, g—:‘g;) é paralelo a (x1,x2) em todos os pontos. Temos portanto:

va—w+v8—w—0
183:1 28%2_

A equagao em (3.13) simplifica-se e da:

ow 0w Dw
o ; <8—ZL‘% + 8—1‘%) . (3.23)
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Para o caso de fluidos nao-viscosos (u = 0), devemos ter, entdo, a vorticidade
independente do tempo, w = w(r), dando origem a solugoes estaciondrias das
equagoes de Euler. Quando p # 0, a equagao 3.23 é nossa conhecida equagao
do calor. Qualquer solucao dada pela convolucao do nicleo do calor com um
dado inicial radial (veja o Apéndice) serd também radial (verifique, usando
a dica do Exercicio 26). Deste modo, podemos arbitrar uma distribuicao
inicial radial de vorticidade w(r,0), resolver (3.23) usando (B.3) e, a partir
de (3.22), obter a velocidade. Assim vemos que a presenga de viscosidade
(atrito) faz com que a vorticidade se difunda, tal como a temperatura. Uma
condi¢ao inicial de suporte compacto, por exemplo, terd suporte ilimitado
apés decorrido qualquer intervalo de tempo positivo. E, seja qual for a
condic¢ao inicial limitada, a vorticidade tende a zero uniformemente quando
t tende a infinito (veja o Exercicio 99).

A obtencao desta familia de solucées dependeu de maneira crucial da
introdugao da fungao . Observe que as curvas integrais de v(x,t) para ¢
fixo, que coincidem com as trajetérias quando v nao depende do tempo, sao
as curvas de nivel de 9, consequéncia de o gradiente de v ser perpendicular
a v em todos os pontos.

H4 uma interessante ligagdo entre fluidos bidimensionais e teoria de
fungoes de variaveis complexas. As equagoes em (3.14) e (3.15) para w =0
sao as equacoes de Cauchy-Riemann para a funcao

f(z) = vi(z1, 22) —ivg(z1,22) ,2=2+1Y ,

de modo que o conjugado complexo do campo de velocidades de um fluido
bidimensional, incompressivel, nao-viscoso e irrotacional define uma funcao
analitica. A integral complexa de f a partir de um ponto fixo arbitrario
define uma fungao F' = ¢ + i1 satisfazendo F'(z) = f(z). A parte real de F'

satisfaz
8951 ! 8952 N

sendo chamada potencial de wvelocidade; e a parte imaginaria de F, que
coincide com a funcgao v definida antes, é chamada funcdo de corrente. A
teoria de varidveis complexas pode ser usada para obterem-se solucoes de
problemas de fronteira e informacoes sobre a interacao do fluido com objetos
em contacto com ele. (Veja [2, Capitulo 6].)

v2

Apesar de termos assumido regularidade da solucao nos célculos que fi-
zemos, podemos usar a receita obtida tomando w(r) nao derivavel ou até
descontinua. Pode-se verificar diretamente substituindo nas equagoes que a
velocidade e a vorticidade assim obtidas sao solugoes das equacoes diferen-
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ciais nos pontos onde sao derivaveis. Veremos nos préximos capitulos gene-
ralizacoes das definicGes de solugoes que permitem interpretar tais fungoes
como possiveis solugoes de fato.

Exercicio 19 Assumindo p = 0, obtenha wv(x) e esboce o grafico do
modulo da velocidade como fungao do raio, considerando: (a) w(r) = (1 +
r2)~L, (b)(Vortice de Rankine) w(r) igual a 1, se r < 1, ou zero, caso
contrario.

Exercicio 20 Mostre que o disco r < 1 gira como um corpo rigido para o
fluido do item (b) do exercicio anterior.

Exercicio 21 Considere 1 > 0 e analise o que ocorre se tomarmos para
w(r,0) as funcoes dadas no Exercicio 19.

Exercicio 22 Verifique por substituicao direta que o campo de velocidades
em (3.22) satisfaz as equacoes em (3.14) e (3.15).

Exercicio 23 Convenca-se de que a integral em (3.17), multiplicada pela
densidade de volume, mede a quantidade de massa por unidade de tempo
que atravessa a superficie cilindrica de altura unitaria e base C, onde C
é o caminho de integracao. Como o fluido é incompressivel, isto justifica
fisicamente o fato de o valor da integral ser independente de C.

3.3 Vortice de Burgers

O campo de velocidades definido em (3.25) e (3.32), juntamente com vortici-
dade paralela ao eixo x3 e médulo wy, dado em (3.30), resolvem as as equagoes
da dinamica da vorticidade (2.5), (2.6) e (2.7). Esta solu¢ao é denomina-
da Vortice de Burgers. Esta afirmacao pode ser verificada diretamente por
substituicao. Nesta se¢ao, vemos esta solucao aparecer naturalmente, como
o limite quando t tende a infinito de certas solugoes dependentes do tempo
de (2.5), (2.6) e (2.7). Na segao anterior obtivemos solugoes destas equagoes
que tendiam a zero para t grande. Falando em termos pouco precisos, po-
demos dizer que estamos agora superpondo a situacao da secao anterior um
jato (veja o Exemplo 4) que comprime o fluido nas diregdes dos eixos z1
e T9 e o faz expandir-se na direcdo de x3. Quebrada a bidimensionalidade,
o termo de convecgdao da vorticidade Dw deixa de ser nulo. Surge entao,
quando o tempo tende a infinito, o vértice de Burgers como uma solucao
de equilibrio, o resultado da competicao entre os trés efeitos mencionados
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apds (2.5). Isto ilustra como pode ser complicado “superpor” solugoes de
equacoes nao lineares. Se a equacao fosse linear, soma de duas solugoes seria
uma solugao.

Este exemplo pode ser olhado como um modelo um pouco mais realista
de um “ralo de pia” do que o descrito no final da Se¢ao 3.1. E’ dada uma
vorticidade inicial dependente do raio e obtém-se no limite uma vorticidade
estaciondria, deformada pelo efeito do jato, ao invés de uma vorticidade
tendendo a infinito com o tempo, como acontecia na Secao 3.1.

Usamos resultados da se¢ao anterior e da proposi¢ao seguinte, demons-
trada em dimensao m e aplicada no texto apenas para m = 2. Nos exercicios,
pedimos que o leitor a aplique, com m = 1, para obter a solucao denominada
“camadas de cisalhamento de Burgers”.

Proposicao 24 Considere o problema de valor inicial

0
a—z:—i-ﬂ(w-V)u = vAu+tou ,t>0, xzelR™,

u(x,0) =ug(x) (3.24)
onde v e v sao constantes dadas e ug € uma funcao continua e limitada. A
solugdo de (3.24) que fica limitada em x, para todo t, é dada por

u@,t) = e | K@y uw)d .

com K,, dado por

f(m(mayvt) = Kpn, <€_5tm - Y, %(1 — 6_25t)) ,

onde K,, denota o niucleo do calor
Kn(z,t) = (4mt) ™2 exp(— | 2] /4¢)

Demonstracao Consideremos primeiramente o caso o = 0. Fazendo a
mudanca de varidveis?

14

E=e¢Plz e 1= %(1 — e 2
e usando a regra da cadeia, vem:
(9u —28t 8U
a = rve E — ﬁE . VEU 5

2Compare com o método das caracteristicas, (Apéndice A), para equagdes diferenciais
parciais de 1% ordem.
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x-Vou = §-Vou e Axu:e_2ﬁtA£u

Substituindo na equacao diferencial, vemos que o problema de valor inicial
que queremos resolver é equivalente a

0
8_1; = Au, u(§,0) = u(§)

cuja solucao que fica limitada em |£| (para cada 7 fixo) é dada por

uEr) = [ K€ -y muoy)dy

(Veja (B.3).) Voltando as varidveis originais, obtemos a solucao de (3.24)
que fica limitada em |z | (para cada t fixo):

v
20
o que demonstra a proposi¢ao quando ¢ = 0. Para obter a férmula no caso

geral, basta notar que u(x,t) resolve (3.24) com o = 0 se, e somente se,
e?tu(x,t) resolve (3.24) para o arbitrario. ]

u(x,t) = / N K, (e‘ﬁtw -y, —(1— e_wt)) w(y)dy

Procuremos, agora, solucoes das equagoes da dinamica da vorticidade
que déem campos de velocidade da forma

v = (—3yzy o1, —3yay + v, yas)t (3.25)

onde v é uma constante positiva e v; e vy dependem apenas de x1, x2 e do
tempo t. A vorticidade é calculada imediatamente, dando:

w(mvt) = (0707w($17$27t))t ) (326)
onde
_ O Ou
B 8:L‘1 8:L‘2

Nao é por coincidéncia que obtivemos a vorticidade dada por féormula
idéntica a (3.12), pois para obter (3.25), somamos a (3.11) o campo

(_%’lea—%’}’x%’}’xi%)t )

que tem rotacional e divergente nulos. O divergente da velocidade em (3.25)
¢é dado portanto por

82)1 82)2

leU = a—ml a—m2
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Concluimos, assim, que v1, vy e w satisfazem (3.14) e (3.15). Sob a hipdtese
de que

w depende s6 do raio r = (2} + 23)'/? e do tempo, (3.27)

vimos na secao anterior que vq, vo € w estao relacionados pela equacao em
(3.22). Como ja observamos logo apds (3.22), isto implica a igualdade
Ow

v Ow + v =0
181‘1 281‘2 N ’

de onde segue-se que a derivada material de w é dada por

Dt~ ot 2 \"am T om,

Dw ow 1 ( Oow (%J)
8%1 8952

E’ facil de ver que o termo de (2.5) responséavel pela deformacdo da
vorticidade resume-se a:
Dw = yw

A equagao em (2.5) fica, entao, livre das incégnitas vy e vq, apresentando-se
como

ot 2! Y2, 2 0o o Ll

que pode ser resolvida, para uma dada condicao inicial continua e limitada
w(x1,22,0) = wo(r) ,

usando a Proposigao 24 com v = u/p, 0 =y e = —v/2. Assim obtemos:

w(x,t) = e = 1)

vt V)2 0 ay|2
o fpen | e a2
onde x e y denotam os vetores (z1,z2) e (y1,y2).

E’ importante observar que, se wg for uma funcao dependente apenas de
|| = (27 4+ 23)~ /2, a funcdo definida por (3.28) também terd esta proprie-
dade para cada t (veja Exercicio 26). Este fato é consistente com a hipétese
que fizemos sobre w em (3.27): comecando com vorticidade radial, ela se
mantém radial.

Calculemos agora o limite no infinito de w(x,t), a fim de obtermos o
vortice de Burgers, como prometemos. FE’ imediato observar que o limite
do que vem entre o sinal de igualdade e o sinal de integracao em (3.28) é
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igual a (yp/4mp). E’ também ébvio que o valor absoluto do integrando é
menor ou igual a |wy(y)|, para todo ¢. Para que seja legitima a passagem do
limite para dentro do sinal de integragao, é suficiente supor que wy satisfaca
a hipétese seguinte:

/ wo(y)ldy < oo . (3.29)
R2

Nestas circunstancias (com o integrando limitado por uma fungao de médulo
integravel, independente do tempo), o Teorema da Convergéncia Dominada
3, 4] legitima a troca proposta.
O leitor deve verificar a igualdade
|eﬂ{t/2m B y|2 _ | |2

lim ———— =
t—oo et —1

Obtemos entao:

. e _qplel?
Jim w(@,t) = s ]RQexp< m )wo(y)dy

Note que, na equagao anterior, a exponencial é independente de y e pode
ser sacada fora da integral. Escrevendo a integral de wy em coordenadas
polares, e escrevendo r em lugar de |x|, obtemos o que chamamos o Vértice
de Burgers:

wy(r) = Eexp (—Z—prz) /OOO swo(s)ds . (3.30)

Queremos agora calcular o limite, quando o tempo tende a infinito, de
v(x1,x9,x3,t) dado por (3.25) com (v1,vs) dado pela substituicao de (3.28)
em (3.22). O limite da parte que depende do tempo é:

lim < U1 ) = < G ) Lt [ sws,yds (3.31)

t—o0 V9 1

com w(s,t), s = |x|, dado por (3.28). Gostarfamos de passar o limite para
dentro da integral. Para tanto, vamos novamente aplicar o Teorema da
Convergéncia Dominada. Vé-se facilmente que

1w e

1
drpe —1

| Jew)ldy o B b=
R? Y

w (e, )]

3A Proposicdo 24 é vélida também se a condigéio inicial uo for apenas de valor abso-
luto integravel, sendo desnecessario supor uo continua e limitada. E’ preciso, entretanto,
redefinir o que significa a solugao assumir a condicao inicial (Veja [30, 26] ). Usando estes
fatos, bastaria supor (3.29) ao longo de toda esta secao.
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O lado direito desta desigualdade é uma constante, logo integrével em [0, r],
donde se segue que podemos aplicar o TCD e trocar a ordem do limite com
a integral em (3.31). Obtemos entao,

< Z; ) _ < —;2 ) T_12/0T swp(s)ds (3.32)

com w;p dado em (3.30).

E’ razodvel esperar que o limite para t tendendo a infinito de solugoes de
(2.5), (2.6) e (2.7) seja solugao estacionaria do mesmo sistema. Este é um
problema matemaético dificil: em geral nem se sabe se a solucao existe como
funcao diferenciavel para todo t. Para este exemplo que estamos estudando,
podemos verificar diretamente que o campo de velocidades dado por (3.25) e
(3.32) e a vorticidade (0, 0,w;) resolvem (2.5). E’ o que o leitor deve verificar
no Exercicio 25. Quanto as equagoes em (2.6) e (2.7), veja o Exercicio 22.

Exercicio 25 Verifique a afirmacgao do paragrafo anterior, utilizando a for-
mula em (3.19) e o fato de que, como (vi,v2) e wy se relacionam por (3.22)
e wp € radial, vale a igualdade

Owyp Owyp

_ —— =0
Ul(‘)xl + w(‘)azg

Exercicio 26 Suponha que wy ¢é tal que wy(Ry) = wo(y), para todo y,
e para toda rotagdo R. Mostre entdo que w(Rx,t) = w(x,t), para todo x,
para todo R, com w(x,t) definido em (3.28).
Sugestao - Use os seguintes ingredientes: rotacao deixa norma invariante,
mudanga de varidveis em (3.28) e det R = 1.

Exercicio 27 Resolva a integral em (3.28) para wp igual a uma funcao
constante e compare o resultado com (3.9).

Exercicio 28 Analogamente ao que fizemos nesta secao, procure solugoes
das equacgoes de Navier-Stokes da forma

v(z1, 22, 23,t) = (vi(22,t), —y22,7T3)

Note que isto corresponde a superpor a solugao do Exemplo 3 um jato (veja
Exemplo 4) no plano zors que comprime o fluido na diregdo x2 e o faz
expandir-se na direcao x3. Calcule o limite quando ¢ tende a infinito para
obter as camadas de cisalhamento de Burgers [41].



Capitulo 4

Uma Equacao de Onda

Interrompemos momentaneamente o estudo das equagoes de movimento de
fluidos incompressiveis para tratar de questoes analiticas mais delicadas.
Uma solugao classica (ou forte) de uma equagao diferencial, é uma funcao
que substituida na equagao diferencial resulta numa identidade valida em
cada ponto de seu dominio de definicao. Necessariamente sao diferencidveis.
Esta foi a nocao usada nos capitulos anteriores. Por vezes, como veremos
neste capitulo, hé necessidade de se considerar funcoes apenas continuas,
ou até mesmo descontinuas, como solugoes da equacao diferencial. E’ claro
que nao adianta tentar substituir uma funcao nao diferencidvel na equacao
diferencial porque isto carece de sentido. H& que repensar os conceitos e,
reconsiderando-se a nocao de solucao, termina-se por introduzir uma nocgao
alternativa de solugao a nocao de solucao fraca. Neste capitulo, utilizamos
um exemplo para esbocarmos idéias basicas acerca da nocao de solucao fraca
de equacao diferencial. Nos capitulos subsequentes estas idéias sao retoma-
das em um contexto mais geral. No préximo capitulo desenvolvemos ferra-
mentas necessarias para estender esta nogao a uma classe ampla de equagoes
diferenciais. Retomamos o estudo das equacoes de Euler e Navier-Stokes no
Capitulo 6, inicialmente definindo solucao fraca para estas equagoes.

4.1 O Modelo Classico

Considere o problema de valor inicial (PVI):

u +ur =0, € IR, t>0, Equacao de evolugao (4.1)
u(z,0) = f(z), r € R, Condicao inicial

43
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Aqui f é um dado do problema. Este PVI é o exemplo mais simples de ondas
hiperbdlicas e, apesar da sua simplicidade, a qual ficard patente no decorrer
desta se¢ao, modela (em uma primeira aproximagao), fenomenos dos mais
diversos, entre os quais citaremos ondas de trafego, ondas de glaciares e
certos fenémenos em reacoes quimicas, (veja [64, pagina 6]). Este problema
envolve uma equagao diferencial parcial linear de 1% ordem cujo método de
resolucao é delineado no Apéndice A.

Definigao 29 Uma solucao cléssica do PVI (4.1, 4.2) é uma fun¢ao u que
satisfaz simultaneamente (a) a condigdo de regularidade: w continua em
IR x [0,00) e diferencidvel em IR x (0,00) e, (b) as equagées(4.1, 4.2). *

Esbocgaremos a resolucao deste problema. Para usar o método do Apén-
dice é necessario que f € C'(IR), o que assumiremos. A equacgdo diferen-
cial (4.1) é equivalente a impor que a derivada direcional de u na diregao
(1,1) no plano (z,t) seja zero. Neste exemplo, as curvas caracteristicas,
paralelas ao vetor (1,1), sdo as retas © —t = ¢ = constante. Pela equacao di-
ferencial vemos que u € constante ao longo das curvas caracteristicas. Como
estas curvas interceptam o eixo x, a funcao u terd ao longo de uma carac-
teristica o mesmo valor que f tem no ponto de intersecao dessa caracteristica
com o eixo x. Portanto,

u(z,t) = f(x —1). (4.3)

Tracando o gréfico da solucao (4.3) para alguns valores de t, obtém-se
uma idéia do comportamento da solucao do PVI (4.1, 4.2), (veja Figura 4.1).
Este corresponde & translacao de uma onda, para a direita, com velocidade
constante e igual a um.

4.2 Crise

Discutimos algumas dificuldades inerentes a nocao de solugéo cldssica do
PVI. De saida, uma solucao classica terd que ser diferencidvel. Isto elimina
os candidatos a solugdo que, embora exibam um comportamento fisicamente
correto para o modelo, nao sao no entanto fungoes diferenciaveis.

Para efeitos de ilustragao, escolhemos fp, o contorno do glaciar (néao
diferencidvel) mostrado na Figura 4.2, como condigao inicial. Se utilizds-
semos (4.3) despreocupadamente dirfamos que a solugao do PVI (4.1, 4.2),

"Um comentdrio: Néo fosse a imposicdo da continuidade da solugdo em IR x [0, co),
a funcao v dada por v(z,0) = f(z) para z em IR e, v(z,t) =0, t > 0, e x em IR seria
solucao do PVI. Mas esta é uma solucao que nao é de interesse algum.
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Figura 4.1: a) Curvas caracteristicas: A solugado é constante ao longo das
curvas caracteristicas. b) Onda de translagao simples: A solugdo wu corres-
ponde a uma onda transladando, para a direita, com velocidade constante
e igual a 1.

com condigao inicial fy €

uo(z,t) = folzr —1). (4.4)

Contudo, ao tentarmos verificar se ug satisfaz (4.1) notamos que ug nao é
diferencidvel, pois fo ndo o é. Apesar de excluidas pelo método de resolu-
¢ao h& no entanto motivos de carater fisico e matematico, devido aos quais
gostariamos de considerar condigoes iniciais apenas continuas. Apresentados
a seguir, estes nos levam ainda a querer aceitar (4.3) por solucao do PVI
mesmo quando a condicao inicial for apenas continua.

Motivo Fisico Pela anédlise da estrutura das solugoes classicas em (4.3)
vemos que, o fendmeno fisico modelado pelo PVI, é o de glaciares transla-
dando para a direita com velocidade constante e igual a um. Se quisermos
que o PVI (4.1, 4.2) reflita a fenomenologia fisica deveremos aceitar (4.4)
como sua legitima solugao.

Motivo Matematico A questdo aqui é relativa a estabilidade do mo-
delo. Primeiramente, observamos que podemos aproximar a condicao inicial
fo por uma sequéncia de condigoes iniciais diferencidveis f, isto é, podemos
construir uma sequéncia de funcdes f. de classe C! tais que

fe(z) — fo(z), quando € — 0. (4.5)
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Y

Figura 4.2: a) Glaciar nao diferencidvel: fo(x) = max{l — |z|,0} b) Apro-
ximagao diferenciavel do glaciar: fe(x)— fo(z).
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Figura 4.2b apresenta uma idéia qualitativa de como fazé-lo. (Exercicio:
Construa explicitamente uma sequéncia de fungoes diferenciaveis { f.} satis-
fazendo (4.5)). Depois, resolvendo-se o PVI com condi¢ao inicial f,, obtemos
a sequéncia de solugoes classicas do PVI uc(z,t) = fe(x — t) tais que

ue(x,t) — ug(x,t), quando € — 0.

Finalmente, pelo que ficou dito, e em se desejando a estabilidade do modelo,
é necessario que v seja solucao do PVI. 2

Em suma, de um jeito ou de outro, somos levados a querer aceitar (4.4)
como solugao do PVI; isto nos obriga a examinar a nogao de solugao.

4.3 Ruptura

Poderiamos supor que a necessidade de ug ser solucao com fy como condicao
inicial e, a0 mesmo tempo, preservar o modelo matemético expresso pelo
PVI sdo incompativeis. Na verdade nao o sdo totalmente. A saida passa
pelo enfraquecimento dos requerimentos na Definigao 29. Reinterpretamos a
nocao de solugao da equagao diferencial (4.1) e, consequentemente, da nogao
de solucao do PVI. H4 vérias maneiras de se fazer isto; estas dao origem a
nogoes de solucao fraca de equagoes diferenciais, (veja, por exemplo, [30],
principalmente Capitulos 2 a 4). Entre as vérias possiveis esbogaremos uma
bastante eficiente: a nocao de solugao no sentido das distribuicoes. A idéia
crucial consiste em se evitar de derivar a funcao candidata a solucao, nao
obrigando que esta, a ser solucao, seja necessariamente diferenciavel. Isto
serd feito através de integracao por partes.

Multiplicamos a equacao diferencial por uma func¢do teste ¢ = ¢p(x,t) €
C§° (IR x (0,00)), obtendo:

¢ (ur + ug) = 0. (4.6)

Seja v = v(x,t) uma fungao diferencidvel. Nota-se que a férmula de deriva-
¢do por partes (ou regra de Leibnitz),

(V) + (D) = d(ve + vy) + (Dt + Pa)v, (4.7)

2A convergéncia de uc a uo, de que falamos acima, e também a de f. a fo em (4.5),
deveria ser a convergéncia uniforme, cuja definicdo serd apresentada no préximo capitulo.
Para as consideragbes intuitivas deste capitulo, podemos pensar tratar-se tao somente
da convergéncia pontual. Ou seja, particularizando-se para u. e uo, fixados x e t,
ue(x,t)—uo(z,t), denota convergéncia em IR. No entanto veja Exercicio 66b.
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Figura 4.3: supp¢ C C C IR x IR™.

contém o lado esquerdo de (4.6), se aqui substituissemos v por u. Juntamente
de (4.6) e de (4.7) (com u no lugar de v), segue-se a equagao

(¢u)t + (¢u)x = (¢t + ¢z) u,

a qual, integrada em IR x (0, 00), resulta na identidade:

/;OO /_ ;m[(¢u)t+(¢u)z] dadt = /0 o /_ J:O(th-l-¢m)udajdt. (4.8)

Ora, ¢u tem suporte compacto contido em IR x (0,00). Entao existird um
conjunto C (indicado na Figura 4.3), contendo estritamente o suporte de
¢u e estritamente contido em IR x (0, 00). E evidente que ¢u é zero no
complementar do conjunto C e, consequentemente, também é zero ai o in-
tegrando da integral do lado esquerdo de (4.8); podemos restringir a regiao
de integragao da integral do lado esquerdo ao conjunto C. Pelo Teorema da
Divergéncia aplicado ao campo de vetores (¢u, pu) em IR? e, porque ¢u se
anula na fronteira de C, o lado esquerdo da igualdade acima é zero, portanto

+oo  p+oo
/0 / (¢ + ¢z)udrdt =0, V¢ € C(IR x (0,00)). (4.9)

Defini¢ao 30 Uma solugao fraca do PVI (4.1, 4.2) € uma fun¢ao u que
satisfaz (a) a condigao de regularidade: u € CO(IR x [0,00)), e (b) as equa-
coes (4.9, 4.2).
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4.4 Reconciliacao

Um espirito critico havera de se questionar sobre o cabimento da nova de-
finicdo. De que minimas propriedades devera a nova nocao de solugdo go-
zar, para que nos predisponhamos a aceitd-la? Nesta secdo apresentamos
algumas de suas propriedades, as quais a tornam uma nocao razoavel. A
proposicao a seguir, por exemplo, mostra que a nocao de solucao fraca foi
capaz de incorporar as criticas apresentadas, aceitando (4.4) como solugao
do PVI; agora, funcoes fenomenologicamente corretas sao solucoes.

Proposicao 31 3 A funcdo continua u(x,t) = f(x —t), onde f € CO(IR), é
solugdo fraca do PVI.
Demonstracao Fazemos a troca de varidveis

y=x—1
T=x+1

e notamos que

0 0 oh
(o) h =25
or Ot or
(Sobreviva ao abuso de notagao! Melhor dizendo, troca de varidveis sao
funcoes e, na férmula acima ha composicoes, nao explicitadas, de fungoes).
Entao,

/O+Oo /;OO(@ ot = /:o /ym %ﬂ y)f (y) drdy
= [ [ Sl stanaray
B /_:Ow(ﬂ D FW)Fdy =0

Esta ultima igualdade é obtida, notando-se que ¢ se anula no infinito e na
reta 7 = y. ]

Fica aqui uma indagagao: Se u é uma solucao fraca entao ela é fenome-
nologicamente correta? Isto é, existird g tal que u(z,t) = g(x —t)?

O préximo lema foi demonstrado no paragrafo anterior a Definicao 30
e, enunciamo-lo aqui por énfase; este mostra que a nocao de solucgao fraca é
uma extensao da nocao de solucao cléssica.

3Compare com Exercicio 66b.
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Lema 32 (solucao classica = solucao fraca) Sewu € solugao do PVI no sentido
da Definicao 29 entdo também serd solucao no sentido da Definicdo 30.

A nocao de solucao fraca nao introduz solucoes diferencidveis espurias,
posto que uma funcao diferenciavel, que nao for solucao classica, nao podera
ser solugao fraca, como vemos a seguir.

Proposicao 33 (solucao fraca + regularidade = solucao classica) Seu for
solugao fraca e for diferencidvel em IRx(0,00), entdo u serd solu¢ao cldssica.

A demonstracao deste resultado depende do seguinte lema intuitivo, (ve-
ja Figura 4.4 e Lima [39]):

Lema 34 Sejam Q um aberto em IR™ e f uma funcdo em C°(Q). Assuma
que para toda a fungio ¢ € C§° (),

| t@o@) de =0

Entao f(x) =0 para todo x € Q.

Demonstragao (da Proposicao 33) Por hipétese, u ¢é diferencidvel; po-
demos utilizar a férmula de derivacao por partes (4.7), com u no lugar de
v. Integrando-a em IR x (0,00) e, por ¢u ter suporte compacto contido em
IR x (0,00), o Teorema da Divergéncia implica

too  ptoo +oo  ptoo
/ / (¢t + ¢)udrdt = —/ o(up + ug) dxdt, (4.10)
0 —00 0 —00

para toda a fungao ¢ € C§° (IR x (0,00). Como u é uma solugao fraca, o
lado esquerdo de (4.10) é igual a zero. Finalmente usando Lema 34 com
ut + uy no lugar de f concluimos que

up +u, =0, V(z,t) € R x (0,00).
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Figura 4.4: Se a funcao f nao é identicamente nula,
teste ¢ como sugerido e entao, fjoos o(x)f(x)dx > 0.
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Capitulo 5
Distribuicoes

No capitulo anterior estendemos a nogao de solucao (de classica para fraca)
do PVI para uma equacao de onda. Nessa extensao acabamos por transferir
as derivagoes, que originalmente atuavam na funcao solucao da equagao di-
ferencial, as fungoes infinitamente diferencidveis (chamadas ali de fungoes
teste). Com isto evitamos que a solucao da equacao diferencial tivesse de
ser diferencidvel. Neste capitulo, com o objetivo de tratar de uma classe
ampla de equagoes diferenciais, elaboraremos mais estas idéias introduzindo
a nocao de distribuicao. Estudaremos alguns exemplos de equacoes diferen-
ciais parciais lineares e nao lineares. No novo contexto, derivadas passam
a ser no sentido das distribuicoes e solucoes serao elementos do espaco das
distribuicoes. Faremos uma breve exposicao. Os tépicos a serem aborda-
dos foram selecionados por sua utilidade no estudo mais aprofundado de
Fluidos Incompressiveis, que serd levado a cabo nos capitulos subsequentes.
Exposigoes mais sisteméticas podem ser encontradas em [27, 51].

5.1 Convergéncia em Espacos de Funcoes

Nesta secao faremos um tratamento rapido e incompleto de convergéncia em
espacos de funcoes, abordando dois tipos de convergéncia: a uniforme e a
em média quadritica.! Estas nocoes de convergéncia sdo fundamentais para
a definicao ou exemplos de distribuigoes.

'Um tratamento sistemdtico destes assuntos caberia num curso de Andlise Funcional;
referimos o leitor a [51].

53
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Exemplos de Espagos de Banach

Sejam A um aberto limitado em IR™ e f € C°(A). Como |f| é uma funcio
continua definida no compacto A assume ai um maximo. Define-se

[flloo = maxg x|f ()]

Mateméticos chamam |f|~ de norma do sup de f ao passo que Fisicos e
Engenheiros chamam-na de amplitude de f. O conjunto C°(A) munido com
a norma do sup é um espaco de Banach?.

Dado um aberto Q@ C IR™ definimos BC(f2), o conjunto das fungoes
continuas e limitadas em 2. 3 A norma do sup de f € BC(f2) é definida
por || flee = sup{|f(x)|; x € Q}, onde supA denota o supremo do conjunto
A C IR. O conjunto BC() é, igualmente, um espaco de Banach e se A é um
aberto limitado em IR™ entdo BC(A) D C°(A), isto é dada funcio fungio em
C°(A), sua restricdo a A, pertence a BC(A).

(Exercicio: Mostre que o reciproco ¢ falso, obtendo uma funcao em
BC((0,1)) que nao possa ser definida continuamente em [0, 1], isto é, que
nio pertenca a C°([0, 1])).

Sao faceis de demonstrar as desigualdades,

If 4+ 9loe < [flloo + lgloo e

[ 9loo < 1floolgloo, (5.1)

a primeira delas sendo conhecida como Desigualdade Triangular.

Sejam {f,} uma sequéncia de fung¢des definidas em 2 e fo, uma funcao
definida no mesmo conjunto. Dizemos que {f,} converge uniformemente a
foo, quando n — oo, (denotando tal por

unif

n — foo

quando n — ), se e s6 se, para todo € > 0 arbitrario, existir um inteiro Ny
tal que para todo o inteiro n > Ny,

|fn(x) — foolx)| <€, Y@ €.

O significado intuitivo desta definigdo é que, dado um tubo de raio € > 0
arbitrario em torno do grafico de f,,, existird um Ny tal que se n > Ny, o
grafico de f,, estard contido no dito tubo, (veja Figura 5.1).

2A definicdo de espaco de Banach pode ser encontrada em [51].
3B e C sao, respectivamente, as iniciais de bounded e de continuous.
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Figura 5.1: Convergéncia uniforme: Tubo de raio € em torno do gréfico da
funcao limite f,,. Nesta figura, Ny = 201.

Fica como exercicio verificar que {f,} converge uniformemente a {fo},

unif
fn — foo, quando n — oo,

se e somente se convergir na norma do sup,

| fn — fooloo— 0, quando n — oo.

Exercicio 35 Considere a sequéncia de fungdes f, () = 1 sennz definidas

~n
em [—m,+m]. a) Mostre que

unif
fn —— 0, quando n — oo.

b) Verifique que a sequéncia das derivadas nao converge uniformemente para
funcao alguma, isto é, mostre que ndo existe g tal que:

T —— ¢, quando n — oo.

unif
Exemplo 36 Se u,, — us, quando n — 00, entao |u, | é limitada uni-
formemente em n, isto é, existe um majorante M > 0 tal que |up|oo < M,
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para todo n.
Demonstracao Pela Desigualdade Triangular,

|unfoo = |tn — too + Usolloo < Un — Usofoo + [Uoooo-

O termo |uy, — Uso| oo € limitado uniformemente para todo o n em IN porque
|, — Uoo|so— 0. Dai, o resultado se segue. * ]

Quando o assunto é céalculo vetorial é preciso usar, as vezes, o conjun-
to BC(A,IR¥) = [BC(A)]* = {u = (uy,...,up)’; u; € BC(A)}, ou seja, o
espaco das funcdes continuas com valores em IR, e limitadas coordenada a
coordenada. Neste espaco, a nocao de convergéncia na norma do sup, é en-
tendida como sendo a convergéncia, coordenada a coordenada, na norma do
sup definida no inicio desta subsecdo. Isto é, a sequéncia {f, } € BC(, IR¥)
converge a f_, € BC, quando n — oo, na norma do sup, se e sO se,

unif

(fz)n - (fz)oov quando n — oo, Vi = 17 >k'

Um Espacgo de Hilbert

Denota-se por £2(£2) o conjunto das funcées com quadrado integravel, ® ou
seja, o conjunto das funcgoes f tais que:

/ f(@)[2 de < oo,
Q

A norma £? de uma funcio f € £2 é:

1fl2 = (/QIf(ac)Fdac)%.

Dados fso em £2(2) e uma sequéncia {f,,} de funcoes em £2, diz-se que
{fn} converge para fo, em L2 (ou em média quadrdtica) se,

| fn — fool2 — 0, quando n — oc.

4Note que este resultado sé depende da Desigualdade Triangular, sendo portanto vélido
em contextos mais gerais.

SIntegrais tém, por vezes, que ser entendidas no sentido de Lebesgue, mas os leitores
nédo familiares com esse assunto podem, para o que se segue, assumir que as integrais sao
no sentido de Riemann apesar de que o mais correto seria considera-las, ao invés, integrais
a Lebesgue. Ao leitor interessado indicamos [4] que contém uma introdugdo, bastante
agradavel, a teoria de Lebesgue. No entanto, veja Capitulo 9.
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Quando isto ocorre, denota-se:

2
fn £—>fo<>7 quando n — oo.

Os exercicios que se seguem ilustram quao diferentes sao os dois conceitos
de convergéncia apresentados nesta secao.

Exercicio 37 Verifique que a sequéncia

0 se  x<-—1/n3
B n‘r+n se —1/n3<x<0
Fulx) = —ntz+n se 0<uz<1/n
0 se x> 1/n3

converge, em L2(IR), para a funcio identicamente nula, apesar do fato de
| fn]oo tender a infinito.

Exercicio 38 Dé exemplo de uma sequéncia de fungoes continuas, per-
tencentes também a L£2(IR), tal que

if
fn une 0

i

ao passo que | fp[2 nao converge a zero.

A situacao exemplificada no exercicio 38 sé é possivel em dominios ili-
mitados, como vemos a seguir.

Lema 39 Sejam Q aberto limitado, {fn} e foo em C°(Q) e, assuma que

unif
fn—— foo, quando n — oo.

Entao também temos:

fn £—2>f007 quando n — oo. (52)

Demonstracao
= Il} = [ 1al@) = fo@) da

o 2
1o — Fool /Q da
an - foongo VOlume(Q)

IN

IN
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Como o volume de € é finito, e
conclui-se (5.2). ]

Sejam f e g funcdes em L£2(12). Define-se o produto interno entre f e g,
através da integral abaixo:

(f.g) = /Qf(ac)g(m)dac.

E claro que (f,g) ¢ finito uma vez que 2|f(x)g(z)| < (f(x))? + (g(z))2.
Além disso, vale a Desigualdade de Cauchy-Schwarz 6

(£, 9l < [fl2lgl2

para f e g em £2(Q). 7 O conjunto £2(2) munido com o produto interno
acima é um espaco de Hilbert®.

Mais geralmente, definimos £2(2, IR*) = [L2(Q)]F = {(f1,..., fu)', fi €
£2(Q)}. Dado f = (f1,-.., fx)! € L2(Q, IRF) a fungio f; é a i-ésima compo-
nente de f e, a norma £? de f é:

k :
nmzugm%@

Definindo-se o produto interno entre duas funcdes em £2(€, IR*) por

k
(£.9)= [ 3 fi@g (@) do .
i=1
temos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz apropriada:

(f.9) < If13lgl3. (5:3)

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz é vélida em qualquer espaco vetorial com produto
interno. (Veja [8]).

70 leitor deve comparar este resultado com a desigualdade (5.1), vélida no espago de
Banach BC(, IR); por vezes sdo usadas para obter resultados andlogos nos espagos de
atuacao respectivos.

8Consulte [51, pdgina 42, Exemplo 2] para uma prova deste resultado.
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5.2 Funcgoes Teste e Distribuigoes

3

Seja 2 um conjunto aberto em IR™. O espago das funcgoes teste D(R2), é
o conjunto C5°(§2) munido com a nogao de convergéncia para sequéncias
apresentada a seguir. Dada uma funcdo 1o € C5° () e dada também uma
sequéncia {¢,} C C§° () diz-se que {¢,,} converge, em D(2), a 1) se e s6
se as duas condicoes abaixo forem satisfeitas:

a) As fungoes 1, para todo n, e 1), tém suporte contido num mesmo com-
pacto.

b) A sequéncia {1, } e as sequéncias das derivadas parciais (de todas as or-

dens) convergem uniformemente, ou seja, para todo (aq,...,an) € (Z4)™,
8a1+---am¢n unif aa1+---am¢oo (5 4)
Ozt - Oxpn dxt - Qg '

quando n — oo.

(Note que (a1, ..., a;) podeser (0,...,0) e, neste caso (5.4) corresponde
a convergéncia uniforme de ¥, a ¥.)
A convergéncia de {¢,} a 1o, em D(Q2) é denotada por:

zpni Yoo, quando n — oo.

Além disso, ao nos referirmos a D(2) escrevemos, por vezes, D.

Um funcional linear T definido em D é uma fungao linear com valores em
IR e dominio D, T : D—IR. Denotaremos por (T, ¢) o valor de T calculado
em ¢. Diz-se que T é continuo, sendo entao chamado de distribuicao se, para
toda a sequéncia {1, } convergindo a 1o, em D() tivermos que

(T, ) — (T,9s) , quando n — oo.

(A convergéncia na férmula acima é em IR). O conjunto das distribuigoes
(ou das fungoes generalizadas) em ) é denotado por D'(Q).
E facil mostrar que um funcional linear T é continuo se e s6 se,

(T, ¢p)— 0, quando n — oo,

para toda a sequéncia {¢y} indo a zero em D(Q). Verifique.
Dada uma distribuicdo 1" em €2 diz-se que T' se anula no subconjunto
aberto A de Q se (T, ¢) = 0 para toda a funcio teste ¢ em C5° (A4).2 Seja

9Cometeu-se aqui um ligeiro abuso de notacio. Estritamente falando, ndo podemos
avaliar T em ¢ € C§° (A) pois ¢ ndao é um elemento de C3° (2). No entanto, para a
extensao ¢ € C§° (2) de ¢, definida por ¢ () = ¢p(x)sex € Ae ¢ (x) =0sex € Q\A
podemos calcular (T, ¢ ). E esta quantidade que, por abuso, denotamos por (T, ¢).
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A a unido de todos os subconjuntos abertos de €2 nos quais 1" se anula; este
é o maior subconjunto aberto no qual T' se anula. Define-se o suporte de T
como sendo o complementar de A, isto é, suppT = Q\A.

Veremos alguns exemplos de distribuicoes e determinaremos seus supor-
tes.

Exemplo 40 (Funcdes continuas) Dada f em C°(f2), define-se o funcional
iy pela férmula abaixo

(if, ) = /Q () élx) dz, Vo € CF(Q). (5.5)

Mostraremos que iy é continuo.
Demonstracao Dada sequéncia

Y250
seja K um compacto tal que supp, C K, para todo n. Entao,
/ f(@)n(x) dw} = }/ f(@)hn () dm}
Q K
< nloo /K ()| da.

Ja que o valor da integral de uma funcao continua num compacto é fi-
nito, e desde que ), converge a zero uniformemente, o lado esquerdo da
desigualdade acima converge a zero quando n— oo. Concluimos que iy é
continuo. [ |

unif
Observacao: Na demonstracao acima usamos apenas que 1, —— 0, nao

tendo sido necessario usar que as suas derivadas também convergem unifor-
memente a zero.

Fica como exercicio verificar que suppiy = supp f, onde supp f denota o
suporte da fungao continua f. (Recordamos que o suporte de uma funcao
continua é o fecho do conjunto onde a fungao é nao nula).

Exercicio 41 Dadas f e g continuas, use lema 34 para mostrar que se
if =14 entdo f(x) = g(x) para todo x.

O exercicio anterior permite-nos considerar as fungoes continuas como
um subconjunto das distribuigoes, pois a aplicacao

i:C°Q) — D(Q)
[o— iy

é injetiva.
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Exemplo 42 (Distribui¢ao de Heaviside) A fungao de Heaviside dada por

1, sex >0
0, sex <0

H(ﬂf)Z{

é descontinua. O funcional linear conhecido por distribuicdo de Heaviside é
dado por
“+oo —+00
Ho)= [ “H@ @ dr = [ da)de, Vo € CRR).

—00
Seu suporte é o intervalo [0, 00).

A distribuicao de Heaviside é um exemplo de uma classe mais ampla de
distribuigoes. Diz-se que f é uma funcao localmente integrdvel, se

J 1@ dw < o0

para todo o compacto K contido em €. (O conjunto das fungdes local-
mente integraveis em ¢ denotado por £! (€2)). Os mesmos argumentos
usados para fungoes continuas permitem definir a distribuicao iy através
da férmula 5.5, mesmo quando f é apenas localmente integravel. O re-
sultado, correspondente ao Lema 34 para funcoes localmente integraveis, é
de demonstracdo bem mais dificil. (Veja, por exemplo, [27, pédgina 45]).
Com este resultado podemos garantir que a aplicacao L'lloc S fripeD
¢é injetora, o que permite considerar as distribuigoes como “funcoes genera-
lizadas”, (justificando assim esta denominagao alternativa). Para simplificar
a notacao denotaremos, as vezes, iy por f.

(Exercicio: Determine os valores de a € IR para os quais a funcao f(x) =
|&| ™ pertenca a E}OC(Q) onde, Q = IR, IR? ou IR3. Dica: em IR? use
coordenadas polares e, em IR?, coordenadas esféricas.)

Exemplo 43 (Distribuicao delta de Dirac) A famosa distribui¢ao ¢ de Di-
rac, introduzida pelo fisico teérico P. M. Dirac no inicio da década de 30, e
dada por

(0,¢) = ¢(0), ¥V ¢ € Cg° (IR™), (5.6)

é conhecida pelos Fisicos e Engenheiros por funcio ¢ de Dirac.'® Para veri-
ficar que (5.6) define, de fato, uma distribuigao basta notar que a sequéncia
{¢} tender a zero uniformemente, implica, em particular, que ¥, (0) — 0.

190 leitor encontrard em Braun [9, pdgs. 241-244] uma proveitosa discussio sobre o
emprego da distribui¢do de Dirac no estudo de forgas impulsivas, elucidando o papel fisico
fundamental desta distribuigao.
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Figura 5.2: a) Distribuicao 0 de Dirac: O suporte é a origem. Nesta repre-
sentacdo da distribuicdo § temos a indicag@o de onde ela estd concentrada,
(seu suporte). b) Distribuicdo de Dirac ao longo do eixo x1 em IR2.

Aqui cabe um comentario. H& distribuigoes que sao definidas através de
integracao contra uma funcao, isto é, distribuicoes da forma J = iy para
alguma funcao f € Ell(m. Neste sentido dizemos que a distribuicao J esta
naturalmente associada a funcao f. A chamada fun¢do 0 de Dirac néo esta
associada a uma funcao. Contudo, Fisicos e Engenheiros gostam de pensar
que ela é uma funcao que é zero em todo o IR™ menos na origem onde vale
infinito. Além disso, esse infinito seria um infinito especial de tal forma que
a “integral” da “funcéo” J fosse um. Esta concepcao é usualmente esquema-
tizada como na Figura 5.2a. Prosseguiremos um pouco mais nessa maneira
pouco formalizada de pensar na distribuicao de Dirac. Dada uma funcao
nao negativa, definida em IR™, interpretamo-la como a uma densidade de
massa. Assim ao integrarmos dita funcao numa regiao limitada do espaco
obtemos um nuimero que corresponderia & massa contida nessa regiao do
espaco. No contexto de densidades e de massas, a distribuicao de Dirac des-
creveria uma situacao limite em que toda a massa estivesse concentrada num
ponto; teria “densidade infinita” na origem, correspondente ao caso de uma
particula pontual de massa um. A formalizagdo matematica destas idéias
intuitivas foge aos objetivos destas notas, no entanto algo da situagao limite
aludida acima estard presente no Capitulo 7. Foi o matematico francés Lau-
rent Schwartz quem definiu a nogdo de distribuigdes. Esta se verificou uma
nocgao profunda e a Teoria das Distribuigoes conseguiu incorporar a apa-
rentemente contraditéria “fungao” delta de Dirac (afinal uma fungao que é
zero em todos os pontos menos na origem tem integral nula, ndo importa
qual o valor que assuma na origem), desta vez como um funcional linear,
permitindo realizar, em bases matematicas corretas, os cdlculos que Dirac
fazia com sua “funcao”, bem como também formalizava o chamado “Céalculo
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Figura 5.3: Distribuicdo uniforme no circulo unitério em IR?: Esta distri-
buicao esta concentrada no circulo.

de Heaviside”, introduzido por Heaviside.

Os funcionais lineares definidos nos dois exemplos a seguir de certa forma
generalizam a distribuicao delta. Estes funcionais estao “concentrados” em
outros conjuntos que nao a origem. Fica como exercicio verificar que, de
fato, sao distribuigoes.

Figura 5.2b.

Exemplo 44 (Distribuicao § ao longo de uma reta) A distribuigdo L dada
pela férmula abaixo, tem suporte na reta z1 em IR?, suppL = IR x {0}. Veja

—+o00

(L,¢) = : ¢(x1,0) dxry, Vb € CP (IR?)

Exemplo 45 (Distribui¢ao uniforme no circulo unitario) A distribuicao a-
baixo tem suporte no circulo unitério em IR?, (veja Figura 5.3), supp C' = S',
onde S! = {(z1,72) € R?, 23 + 23 = 1}.
2m
(C,¢) = | (cos b, senf)df, ¥ ¢ € C (IR?)
0

Exemplo 46 (Funcoes em £2) Dada uma funcio f em £2, o funcional li-
near

(i.0) = [ f(@)of@)do
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é continuo.
Demonstragao Seja {¢,} uma sequéncia convergente em D(Q2) e (oo
seu limite. Entao, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

g0~ lir.6) | = | [ 1) (0n(2) = 6ne(a)) de
< lalén = duclo

Como {¢,} e oo tém suporte no mesmo compacto, pelo Lema 39 segue-se
a continuidade de iy. [ |

Na verdade uma fungao f em L?(Q) pertence também a L] (Q). Use
a Desigualdade de Cauchy-Schwarz com as funcgoes f e 1 para demonstrar
isto. Assim, o exemplo acima é redundante ja que é um caso particular do
caso mais geral: £ (Q) C D'(Q).

Define-se ﬁfoc(Q), o conjunto das funcoées com quadrado localmente in-
tegravel, isto é, fungoes tais que

[ 1@ dz < o
K

para todo o compacto K C 2.

(Exercicio: Verifique que se f € L'?OC entdo f e f? estdo em Elloc e,
portanto, definem as distribuicoes iy e i2).

A nocao de convergéncia em D é extremamente exigente, tendo como
consequéncia a exigua quantidade de sequéncias convergentes. Assim, serd
relativamente pouco o que deverd ser satisfeito, para um funcional linear
ser continuo. Consequentemente, o espaco D’ terd uma quantidade enorme
de elementos; entre estes, haverda os que possibilitem a descricao de uma
situacao fisica complexa. Por isto, procuraremos solucoes para as equagoes
diferenciais no conjunto D’. Haver4 mais probabilidade de existir solucao, de-
vido a prépria imensidao de D', contudo nem sempre é garantida a existéncia
de solugdes. (E’ bom frisar que, em certos problemas, algumas das solugoes
em D’ podem nao ser de interesse algum).

5.3 Derivacao

Iremos considerar neste capitulo, em secoes mais adiante, equacoes diferen-
ciais em D’. Isto nos solicita a introducao da definicao de derivada de uma
distribuicao. Com este intuito, vejamos inicialmente como se relacionam
as distribuicoes iy € igy/p,;, associadas a uma fungao derivdvel f e & sua
derivada partial 0f/0x;.
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Para ¢ € C° (Q) e f € CH(Q) escrevemos a férmula de derivagao por
partes:

0 [ of 0o

52 (/0) = (8%) 6+ gy

Notamos que o lado esquerdo da identidade acima é o divergente do campo
de vetores w = fo¢e;, (veja Exercicio 15). Integramos a identidade acima
na regiao ). Pelo Teorema da Divergéncia e como f¢ se anula na fronteira,
devido & compacidade do suporte de f¢, temos que:!!

af B 0
Dali, segue-se:
. . 09
, =— ,=— ),V Cs°. 5.8
<257’; ¢> <Zf 3%'> Pea o

E natural entdo a definicao de derivada em relacao a x; de uma distri-
buicao T'.

Definigao 47 (Derivada) Para T € D' a distribuicdo 0T /Ox; definida por

oT L 99 o
<8—$]7¢> - <T7 8$]>7v¢ € CO

¢ a derivada parcial de T em relagao a x;.

Fica como exercicio verificar que 07'/0x; definido acima é, de fato, uma
distribuigao. Convenga-se também que (5.8) significa que

0 . .
——i;=1ig; , sefeCHQ).
833]- 8_503

Aplicando sucessivas vezes a definicao, definem-se as derivadas parciais
de qualquer ordem de uma distribuicao. Como caso particular seja f uma
funcao localmente integravel; podemos calcular suas derivadas de qualquer

' Alternativamente, desconhecendo-se o Teorema, da Divergéncia para IR™ com m > 3,
pode-se utilizar o argumento mais elementar esbogado a seguir. Defina

’

(f¢)”(w)—{ f@)¢(x) , € supp ¢

0 , caso contrario

em um retangulo contendo o suporte de ¢, use o Teorema Fundamental do Calculo na
integral em relagdo a x; e, obtenha (5.7). Verifique os detalhes.
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ordem no sentido das distribuicoes. Para isto, toma-se a distribuicao iy e
deriva-se iy como distribuicao. Assim, a funcao de Heaviside é derivdvel no
sentido das distribuigoes.

Os exemplos a seguir serao deixados como exercicio.

Exemplo 48 a) Em D/(IR) temos:

dH

— =.
dx

Use x = 0 como ponto para “quebrar” determinada integral em duas.

b) Define-se a fungao de Heaviside no plano,

1, sexs >0
0, caso contrario -

H(zy,29) = {

A distribuigdo 0H /Oxs é igual a distribuicao L definida no exemplo 44.

Exemplo 49 (O laplaciano) a) [unidimensional] Considere a fun¢ao conti-
nua F(z) = 1|z|. E’ facil mostrar que:

dF 1
@ _ gz
dx 7 ¢
d’F d (dF

Ar = S5 - L)
dz? dm(dm)

b) [bidimensional] Considere a distribuicio em IR?

(Fio) = | F(x)p(x)de,

BQ

onde
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E possivel mostrar-se que'?

_0*F  O*F

AF = — =0.
Ox? * 0x3

Podemos considerar também o laplaciano tridimensional, veja Exerci-

cio 53.

Por fim, mostramos como traduzir a nocao de solucao fraca do PVI
apresentada no capitulo anterior, para a linguagem das distribuicoes. Seja
u € CO(IR x [0,00)); entdo

Oou Ou

E

no sentido das distribuigdes é o funcional linear J definido por:

+00 +0o0
Gy == [ [ Gt on) uta,) dodt
0 —00
Notamos que u € C°(IR x [0,00)) é solugao fraca do PVI do capitulo ante-
rior (veja definicao 30) se e s6 se (4.2) é satisfeito e se
ou N ou 0
ot oxr
como distribuigoes, ou seja, quando as derivadas acima sao interpretadas no
sentido das distribuigoes.

5.4 Calculo Vetorial

Distribuigoes Vetoriais

A descricao de uma ampla gama de fendmenos fisicos requer a utilizagao
de funcgoes vetoriais. Nesta subsegao definimos “funcgoes vetoriais genera-
lizadas”, ou distribuicoes vetoriais. Os operadores diferenciais cldssicos, o

2Esta afirmacio é bem mais dificil de justificar do que a anterior; consulte o excelente
texto de Gustafson [26], ou algum outro livro de equagoes diferenciais parciais. Antes veja
Exemplo 54. Os pontos cruciais aqui sdo que: a) Em IR?\{0}, temos que: Alog|z| =0
classicamente. b) O campo de vetores Vlog |z| estd definido classicamente em IR?\{0}
e, seu fluxo através do circulo de raio R centrado na origem, (veja defini¢do de fluxo no
Exemplo 54), é independente de R. Isto é, a integral

/ n-Viog|xz|dl
|z|=R

nao depende de R. Aqui n = x/|x|, para * # 0 é o vetor unitdrio normal ao circulo,
apontando para fora.
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gradiente, o rotacional, o divergente e o laplaciano, atuando em funcoes
vetoriais generalizadas, sao apresentados.

Definimos D(2, IR¥) = [D(Q)]* = {(¢1,..., %), ¢ € D(Q)}; os ele-
mentos de D(Q, IR¥), sdo entdo naturalmente identificados com funcdes no
conjunto CS° (9, IR¥). Uma sequéncia {1, } converge a 1., em D(Q, IR¥)
quando n—o0, (denotado por

Y oo,

quando n — ), se e s6 se, convergir coordenada a coordenada, isto é, se

(zpl)n (¥i)o0, quando n — oo, Vi =1,... k.

O conjunto [D'(2)]*, chamado de Espaco das Distribuicées Vetoriais, é
denotado por D'(9, IR¥). Por defini¢io T' = (T1,...,T})" é um elemento de
D'(Q, IR¥), se e sé se T;,j = 1,...,k, as componentes de T, pertencem
a D'(R). Cada T € D'(Q,R*) define naturalmente um funcional linear
continuo em D(N, IR¥), através da férmula:

k

Z Tj, ;) ,¥ ¢ € D(, R).

O suporte de T é, por definicao, a unido dos suportes de suas componentes,
suppT = U?:Z- suppT}.

Uma classe de distribuicoes vetoriais é dada pelo conjunto das fungoes
vetoriais cujas componentes estao em ﬁlloc,

£l (@R =[] (QF = {(f,, ), i€ LL (D))

loc

Assim, dado f em E}OC(Q, IR*), definimos i fem D (Q, IR*) pela férmula

k
(if,¢) = Z<z’fj,¢j>, Vo € C(Q, RF).
Por simplicidade, denotamos iy por f. Definimos também,

22 (Q,RY) = [£2 (F = {(f1,. f)'s € L2 (D)},

loc

sendo imediato verificar que

2 k 1 k
L2 (Q,R") c £ (Q,RY) .
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Os operadores diferenciais classicos, V, rot, div, A atuam nas distribui-
¢oes da maneira natural. Dados T € D'(Q2, IR), e v € D'(2, IR?), (onde Q é
um aberto em IR?), temos:

a) O gradiente de T:

or or orT

VTE(a—xl’a—mg’a—xg

t
) e D'(Q, R?).
b) O rotacional de v:

rotv = ((rotwv)y, (rotv)y, (rotw)3)t € D'(Q, R?),

onde
3 3
(rotv); Z Z emk "(Q, R)
j=1k=1
com ¢;;; definido na secao 1.3.

c¢) O divergente de v:

d) O laplaciano de T:

3
AT:Za > € D'(U R).

i=1 (

Exercicio 50 Sejam T' € D'(Q, IR) e, v € D'(, IR3). Verifique as identida-
des abaixo:

a)(VT,¢) = — (T,dive) ,V ¢ € C°(Q, R3)

b) (rotw, @) = (v, rot ) V¢ € C(Q, IR?) . (O sinal nao estd errado).
¢) (divv,d) = — (v, Vo),V é € CP(Q, R)

d) rot VT =0

e) divVT = AT

)
f) divrotv =0
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Vejamos um exemplo: Dizemos que u € E?OC(Q, IR3) é incompressivel no
sentido das distribuigdes se u é solucao da equacao diferencial partial (EDP)

dvu=0 |,

em palavras, se as distribuicoes do lado esquerdo e direito da equagao acima
forem iguais. Usando o Exercicio 50c, concluimos que w serd incompressivel
no sentido das distribuicoes se e somente se:

(u, Vip) = 0, ¥ 3 € C ().

Dada uma funcao a € C*°(Q)) e uma distribuicao 7' € D’'(2) definimos a
distribuicao produto, denotada por a1, pela férmula:

(aT,¢) = (T a¢), Vo € ().
Fica como exercicio verificar que a1’ é, de fato, uma distribuicao.

Exercicio 51 Seja d € ﬁlloc(ﬂ%2), a fungao caracteristica do complementar
do disco unitério aberto em IR?,

d(z) = 0 , seax?+a3<1
] 1 , caso contrario

Calcule a distribuicao

18%1 281’2 d -

determine seu suporte e relacione-a com a distribuicdo definida no exer-
cicio 45.

Exercicios e Exemplo

Exercicio 52 Calcule o divergente e o rotacional, no sentido das distribui-
¢oes, dos campos de vetores dados abaixo. (E conveniente que se desenhem
os campos de vetores). Calcule também o suporte das distribuiges resul-
tantes.

a) (Folha unidimensional de vorticidade) Para o campo de velocidades dado
abaixo, o eixo x1 é chamado de folha de vorticidade, ele é o suporte da
distribuigao rot v, (veja Figura 5.4):

v(z1,29) = (H(x1,22) + 1,0)
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Figura 5.4: Folha de vorticidade. O eixo x1 é uma folha unidimensional de
vorticidade, pois ha ai concentrado uma “tendéncia” de rotagao; colocando-
se um pedaco de madeira p no fluido, este tenderd a girar uma vez que, acom-
panhando o fluxo, sua parte superior percorrera, de inicio, uma distancia
maior que a parte inferior.

Observacao: lembramos que o rotacional de um campo de vetores em IR? é
o escalar rotv = 0y, v2 — Oy, 1.

b) (Folha de vorticidade) Seja H a funcdo descontinua definida em IR? da
seguinte forma: H(x) =1 se xz2 > 0 e, H(x) = 0 se z2 < 0. Mais apropria-
damente do que no item a, o plano x1x3 é denominado folha de vorticidade
do campo de velocidades

v(x) = (H(z1,22) +1,0,0)".

c¢) (Vértice pontual) O campo de velocidades abaixo é incompressivel no
sentido das distribuigoes. Sua vorticidade justifica ser denominado de vortice
pontual. Temos

( ) < —T9 1 )t
v(xy,x9) = e
’ 2?2 + 2% 22+ 23

rotv = 216 em D'(IR?)
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(Dica: Compare com Exemplo 54 e use as idéias 14 apresentadas).

d) (Filamento de vorticidade) Comentdarios andlogos aos feitos no item c
caberiam aqui, para o campo de velocidades

t
—T2 T
v(x) = ( 53 3 , 0) .
T+ x5 T+ x5
Exercicio 53 Sejam F e u, respectivamente, a funcao e o campo de vetores

definidos em IR3\{0} dados por:

1 ( ) T
, ulxr) =+—%.
(23 + 23 + 23)1/2 EIE

F(x) =

a) Mostre que F' € L! (IR%) e, portanto, ip € D'(Q).

b) Mostre que u é localmente integravel em IR3, u € ﬁlloc(ﬂ%g’, IR?), definindo
a distribuicao i, em D'(IR3, IR3).

c) Mostre que o fluxo de u através da esfera de raio R (que é a fronteira da
bola de raio R), dado pela integral

/ u-ndS
0By (R)

é independente de R. Aqui, n é o vetor unitério normal a superficie By (R)
apontando para fora.

d) Mostre que
Vip = iy.
e) Mostre que divi, = 4md. (Consulte [26, secao 1.6.1]).

f) Um conjunto K C IR® é um cone (centrado na origem) se, para todo
elemento @ em K e t > 0, também ta estd em K. Um cone suave é um
cone cuja intersegdo com a esfera unitaria tem fronteira suave, (a fronteira
¢ uma curva de classe C!, veja Figura 5.5a). O dngulo sélido determinado
pelo cone suave K é, por definicdo, a area da superficie de intersecao do
cone K com a esfera unitaria. Seja M uma superficie com bordo e assuma
que os raios partindo da origem interceptem M em no maximo um ponto.
Defina K, o cone formado pelos raios que interceptam M, como mostrado
na Figura 5.5b. Assuma que K é um cone suave. Mostre que

angulo sélido de K = u-ndS
KﬂaBo(l)

/ u-ndS.
M

e que também é igual a:
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Figura 5.5: (a) Cone suave: O Angulo sélido € a area da intersecao do cone
com a esfera unitéria. (b) Cone K determinado por superficie M.

(Dica: Use o Teorema da Divergéncia). Compare este resultado com o caso
particular apresentado no item c.

Exemplo 54 (Dois vértices pontuais em rotagoes contrarias) Apenas esbo-
caremos as idéias principais. Os detalhes, por vezes nao muito ficeis, ficam
a cargo do leitor. Este exemplo é o caso bidimensional do qual o exercicio a
seguir é o caso tridimensional.

Preliminares Geométricos: Dados um campo de vetores u diferencidvel,
definido em um aberto A (em IR3), uma curva orientada e sem autointersegao
C, e uma superficie H, fechadas e suaves, definimos:

Circulacao dew em C:  T'c = [ru-tdl (5.9)
Fluxo de u através de H: Ay = [;u-ndS (5.10)

onde n é o vetor unitario normal a H, t é um vetor unitario e tangente a
C' (compativel com a orientagao de C'), e ainda, dS é o elemento de drea da
superficie, e dl é o elemento de comprimento da curva.

Duas curvas Cy e Cy s&o homotdpicas em A se uma puder ser transfor-
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Figura 5.6: Deformagao continua de curvas e superficies. a) Curvas ho-
motdpicas b) Superficies homotdpicas.

mada na outra através de uma deformacdo continua em tempo finito. 13

A nocao de homotopia define uma relagao de equivaléncia no conjunto das
curvas fechadas em A.

Assuma que u é um campo de vetores irrotacional em A, isto é, rotu = 0
classicamente em A. Use o Teorema de Stokes para mostrar que as cir-
culagoes de u em duas curvas homotdpicas sao iguais. (Veja Figura 5.6a).

Analogamente, diz-se que as superficies Hy e Hi sdo homotdpicas em
A se uma puder ser “levada” na outra através de um movimento continuo
em tempo finito.!* (Veja Figura 5.6b). Use o Teorema da Divergéncia para
mostrar que dado u, um campo de vetores incompressivel (classicamente),
seu fluxo através de uma superficie é uma constante em cada classe de ho-
motopia de superficies em A, (uma classe de homotopia é um conjunto de
superficies homotdpicas entre si).

Para campos de vetores definidos em subconjuntos abertos de IR?, seme-
lhante desenvolvimento é possivel, mas como desta vez nao hé superficies,
apenas curvas, fluxos serao através de curvas, isto é, dados C e wu, respecti-

B3 Exemplo: O circulo de raio 1 centrado em (0,0), e o de raio 2 centrado em (5,0),
nao sdo homotdpicos nem em R*\{0}, nem em R*\{x|z1 = 0, 22 = 0}, mas o sdo em
R¥\{x |z} +23 =4, 23 =0}.

“Por exemplo, as esferas de raio 1 com centro em (0,0,0) e em (5,0,0), nio sio
homotépicas em IR*\{0} nem em R*\{(2,z2,23)|72 € IR, 3 € IR} mas o sio em
R*\{(2,0,0)} e em R*\{(2,0,z3), 23 € R}.
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Figura 5.7: Dois vértices em rotagoes contréarias. (a) A fungao Q. (b) Curvas
de nivel de Q. (c¢) O campo de velocidades v = —%VQ ¢ perpendicular as
curvas de nivel de Q. (d) A curva C..

vamente uma curva fechada e um campo de vetores em A C IR?, define-se o
fluxo de w através de C, pela férmula:

Fc:/u-ndl ,
c

onde n denota o vetor unitirio normal exterior a C.

Defini¢ao do campo de vetores do exemplo: Dado um ponto (x1,x2) em
R?\([~1,1] x {0}), seja Q(x1,22) o angulo do setor circular formado pelas
semi-retas que passam pelos pontos (z1,z2) e (—1,0), e pelos pontos (x1, z2)
e (1,0), como mostrado na Figura 5.7a. (Convencionamos que o angulo serd
positivo se 2o < 0. Seja ainda G(x) = log |x| e defina u = VG = x/|z|?.
Use o Teorema da Divergéncia em IR? para mostrar que

Qz) = /y_muw—m)-n(y)dzy (5.11)

_ /1 — 2 7 (5.12)

1 (1 — 1) + (22

(A integral acima pode ser resolvida explicitamente).
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A funcio Q é diferencidvel em IR?\([—1,1] x {0}). Ademais,  tem uma
descontinuidade de salto em [—1, 1] x {0}, isto é, (veja Figura 5.7b)

Q(py) — QML) — — 27, 0, (5.13)

onde pS e p° sao sequéncias de pontos em IR? que se aproximam de um
mesmo ponto p° em (—1,1) x {0}, respectivamente, com valores positivos e
negativos da segunda coordenada. O campo de vetores v = —%VQ (onde o
gradiente é calculado classicamente) tem uma extensao diferencidvel (ainda
denotada por v) definida em IR%\{(—1,0), (1,0)}. (Veja Figura 5.7c. Os
pontos (—1,0) e (1,0) sdo chamados de singularidades do campo v). Mais
ainda, v é um elemento de L?OC(R2, R?).

(Exercicio: Obtenha, explicitamente, o campo de velocidades v, calcu-
lando primeiro a integral em (5.12). Compare-o com o item ¢ do Exerci-
cio 52.)

Enunciado do Exemplo: No sentido das distribuigoes, valem as seguintes
identidades:

rotv = —5(_170)—#5(170) (5.14)
dive = 0 (5.15)

onde J,, denota a translacdao da distribuicao d pelo vetor a, isto é,

(0a, @) = (6,0(- + a)) = ¢(a), Vo € C5°.
Fatos cruciais: Equacgao 5.14 é consequéncia de:

rotv = 0, classicamente em R?\{(—1,0), (1,0)} (5.16)
A circulacao em torno de C, I'c = —1, 1, ou 0, (5.17)

conforme a curva C' dé uma volta (no sentido anti-horédrio) (a) em torno
apenas da singularidade (—1,0), (b) apenas em torno de (1,0) ou (c¢) exclua
ambas as singularidades. Verifique (5.16).

Esboco da demonstracdo de 5.17: Seja C' uma curva que da uma volta
em torno de (1,0). Sejam C., p§ e pc, como mostrados na Figura 5.7d,
entao, usando (5.13), temos:

I'e = /v-tdl
C

= lim [ v-tdl
e—0J/c,
1

= lim ——[Q(p%) - QL) = 1.
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m

Figura 5.8: K. = K\(L% UL). O campo de vetores é tangente ao bordo
de L¢ ede LE.

De forma analoga fariamos os outros calculos. [ |

Esbogo da demonstragao de 5.14: Defina um conjunto LG como mostra-
do na Figura 5.8, gozando das seguintes propriedades: LS é um subconjunto
de B 0)(€), e o campo de vetores v é tangente a fronteira de LG . Analo-
gamente define-se L€, desta vez contendo (—1,0). Sejam ¢ uma funcao
teste, K um compacto, com fronteira suave, contendo o suporte de ¢, e
K. = K\(L§ U L), (veja Figura 5.8). Em K., o campo de vetores v é
diferencidvel e podemos aplicar a regra de Leibnitz,

rot (pv) = —(V¢)* - v + ¢rotv, em K,

J_:

onde u (ug2, —uq)'; segue-se da identidade acima e de (5.16) que:

rot (¢pv) = —(V¢)* - v, em K. (5.18)

Usando a definigao do rotacional (no sentido das distribuigoes), o Teorema
da Divergéncia, o da Convergéncia Dominada (veja se¢ao 3.3) e equagao 5.18,
segue-se que:

(rot'v,¢>> = 2)2, x1¢> (7)17 x2¢>

= / Vot v

= lim—/ Vot - vde
K.

e—0

= lim rot (¢pv) dx

e—0JK,
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_ : . 1
= 6l£n>0 X div(pv—) dx

= lim pvt
e—0 oK.

= lim vL-ndl—i—/ vt ndl
E—>0< 8Li¢ aL5¢

= lim — / v'tdl—k/ v-tdl|. 5.19
0 <8Li¢ 8Li¢ ) (5:19)

Pela definicao de LS e de LS, tem-se que v -t nao muda de sinal em cada
uma das fronteiras destes conjuntos (sendo nao-negativa na fronteira de L
e nao-positiva na de L€ ), donde:

pv - tdl — ¢(1,0)’ (5.20)

LY

/ (p(x) — ¢(1,0))v - tdl’
8Li

IN

sup {|¢(x) — ¢(1,0)|, © € L} ‘/ v - tdl‘ (5.21)

Como ¢ é continua e a fronteira OLS estd contida em B g)(¢), segue-se
de 5.17 e 5.21 que:

li -tdl =

B Jor, Pv ¢(1,0)
Com argumentos andlogos para a outra singularidade e aplicando este re-
sultado a (5.19), obtemos, por fim, que:

(rotwv, ) = —¢(—1,0) + &(1,0)

Comentdrios sobre 5.15: Equagao 5.15 é consequéncia de (a) divo = 0
classicamente em IR%\{(—1,0), (1,0)} e (b) o fluxo através de qualquer curva
(incluindo ou néo as singularidades de v), é nulo.

Condigao b é facil verificar para as curvas em torno de uma singularidade
cujas tangentes sao paralelas ao campo v. Para as restantes é consequéncia
da invariancia do fluxo (de um campo incompressivel) através de curvas
homotépicas. Os detalhes ficam por conta do leitor.

Exercicio 55 (Filamento circular de vorticidade) 1° Seja Q(x) o angulo
s6lido do cone (denotado por K,) formado pelas semi-retas partindo de x e

15Compare este exercicio com Exercicios 5.31, 5.32, 5.33 de [56], que tratam do niimero
de ligacao entre duas curvas.
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interceptando o disco unitdrio
Do(1) = {z|f + 23 < 1, 25 = 0},

veja Figura 5.9a. Considere as fungoes F(x) = —1/|x| e u = VF definidas
em IR3\{0}.
(a) Mostre que

Wz) = [ uly-a) nly)ds(y)
9B (1)NKa

= / u(y —x) - exdS(y)
Do(1)

e, obtenha uma férmula mais explicita para a integral acima substituindo u
por sua expressao analitica.
(b) Mostre que

m [Q(pG) — Qp)] = —4r

li
e—0
onde pS e p¢ sao pontos se aproximando de p° (que pertence ao disco D =
{x|2? + 23 < 1, 13 = 0}), com as terceiras coordenadas, respectivamente,
positiva e negativa, (veja Figura 5.9).
(¢) Considere o campo de vetores

1
=——VQ
v 47TV ,

definido classicamente em IR*\S! onde aqui, S' = {x |22 +2% =1, 23 = 0}.
Seja ¢ uma curva que intercepte o disco D uma tnica vez orientada de tal
forma que o seu vetor tangente tenha terceira componente negativa quando
a curva interceptar o disco D, como mostrado na Figura 5.10a. Use (b) para
mostrar que circulacao do campo v em ¢ é um.

(d) Tomando como base como foram escolhidas as regides LG e LS no
Exercicio 54, é possivel escolher-se uma regiao R. com fronteira suave, con-
tendo os pontos de “singularidade” do campo v, (isto é, contendo S1), tal que
o campo de vetores v seja tangente a fronteira de R.. (Veja Figura 5.10b).
Mostre que o fluxo de v através da fronteira de R, é nula. Mais ainda, mostre
que se R é uma regiao qualquer cuja fronteira é uma superficie suave, con-
tento em seu interior S', entdo o fluxo de v através da fronteira de R é
nulo.

(e) Considere a distribuicio C' em D'(IR3, IR) definida pela férmula: 16

(C,p) = o @(cos @, senf,0)db

—T

18 Compare esta distribuicio com aquela definida no Exemplo 45.
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Figura 5.9: (a) A funcao Q. (b) Esbogo das superficies de nivel de €. (c)
Esboc¢o do campo de vetores v = —ﬁVQ.

Defina a distribuigao vetorial em D’(IR3, IR?), o anel ou filamento circular
de vorticidade, pela férmula:

A= (—.’L‘Q, 1, O)t C

Calcule o suporte de A. (Veja Figura 5.10c).

(f) Mostre que v satisfaz o seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais

em D’:
rotv=A4
divv =0

Distribuicoes Tensoriais

A deducao das equagdes de Navier-Stokes na Secao 1.1 e também o Exerci-
cio 7 exibiu a participacao, na formulacao da dinamica dos fluidos, de funcées
definidas no espaco tempo cujos valores sdo matrizes quadradas. Por isto,
nesta subsecao incorporamos a nossa linguagem a nocao de distribuicoes
matrictais ou tensoriais.
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Figura 5.10: (a) Duas curvas com nimero de ligagao nao nulo. (b) Regiao
tipo toro em torno das singularidades do campo v: R, (c) Anel de vortici-
dade.

O produto tensorial u®@wv entre dois vetores u, v em IR*, é a matriz cujas
entradas sdo: (u ® v);; = u;v;, para 1 <i,j < k. O produto tensorial 17 de
IRF com IR*, denotado por IR* ® IR*, é definido como sendo o conjunto das
matrizes quadradas k X k obtidas a partir de combinacoes lineares finitas de
produtos tensoriais de vetores em IR*, isto é,

l l
Rk@)Bk: ZZaijui®vj,|aij€]R,ui,vj€]Rk,1§z’,j§k
i=1 j—1

Os elementos de IR™® IR™ sdo chamados de tensores. E claro que dada uma
matriz arbitraria A em M (k) (onde M (k) denota o conjunto das matrizes
quadradas k x k), nem sempre é possivel determinarmos u, v em IRF tais
que A = u ® v. No entanto, é ficil ver que IR* ® IR* coincide com M (k),
(basta notar que e; ® e, 1 < 7,5 < k formam uma base para M (k)). Em
M (k) definimos o produto interno dado por:

No conjunto das funcdes teste matriciais,
D(Q, R* @ R*) = {A: Q—M(k), Aj; €CF ()}

dizemos que uma sequéncia converge se e sé se convergir coordenada a coor-
denada em D(Q). Denotamos por D’'(Q, IR* @ IR*) o conjunto das matrizes

IE possivel definir-se o produto tensorial entre dois espacos vetoriais de uma maneira
mais intrinseca sem o relacionarmos diretamente com matrizes, veja [63].



82 CAPITULO 5. DISTRIBUICOES

quadradas k x k cujas entradas sao distribuigoes, ou seja, a matriz 7' é um
elemento de D'(Q, R* @ IR¥) se e s6 se Ty, 1 <i,j < k, as entradas de 7,
sdo elementos de D'(2). Dados T € D'(2, IR* @ IR¥) e, ® € D(Q, R* ® IRY)
definimos o funcional linear em D(2, IR* ® IR¥) pela férmula

k
(T,®) = > (T;;, 0y)
ij=1

O conjunto D'(€, IR*® IR*) é chamado de espaco das distribuicoes tensoriais.
Definimos o divergente de uma distribuicao tensorial T,

diVTl
DivI= | divDy | e D'(Q,R?) ,
diVTg

onde T; denota a distribuicao vetorial dada pela i-ésima linha de T'.
(Exercicio: Mostre que

(DivT, ¢p) = — (T, V), Vo € CF(Q, RF) (5.22)

onde V¢ é a matriz das derivadas parciais de 1¢ de ¢, (V@);; = 0¢;/0x;).

5.5 A Equacao de Burgers

Veremos nesta secao como usar a linguagem das distribuicoes no estudo
de equagodes diferenciais nao-lineares. Em geral, nao é possivel definir-se o
produto de duas distribuicoes. Isto poderia ser um empecilho ao uso de
distribuigoes no estudo das equacoes nao-lineares. No entanto, se nos res-
tringirmos a certas classes de equacoes nao-lineares e a certos subconjuntos
das distribuigoes ainda poderemos usar a nogao de derivada no sentido das
distribuigoes para definir solugao fraca de equagoes diferenciais nao-lineares.
Tlustraremos o procedimento através de um exemplo.
A equacao diferencial nao-linear

ug + uugy = 0, (5.23)

pode ser reescrita como:

9 (v) + 9 <u_2> =0. (5.24)
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Diz-se que (5.24) est4 escrita na Forma de Divergéncia. '8 Equagao (5.23)
é conhecida como equacdo de Burgers sem viscosidade!®.

Definicao 56 Uma fung¢ao u € E?OC(]R x IR") € uma solucao fraca da
equacao de Burgers sem viscosidade se a equacgao 5.24 for satisfeita no sen-
tido das distribuicoes, isto €, se (5.24) for uma identidade em D’.

Lembramos aqui que u e u? sdo elementos de D’(IR x IR') uma vez que
u € ELQOC(JR x IR'). Além disso, equagao 5.24 é satisfeita no sentido das
distribuicgoes, se e somente se

400 ptoo 'LL2
/ / udy + gy dudt = 0
0 —00

para todo ¢ € C5° (IR x R™, IR).

E’ mais ou menos claro como estender a nogao de solucao fraca a outras
EDP’s nao lineares que possam ser escritas em Forma de Divergéncia. Nao
o faremos, (no entanto veja o préximo capitulo).

Ha vezes em que esta nocao de solugao fraca é abrangente demais, no
sentido que admite para solucdao fungoes que, por algum motivo externo
ou nao a EDP, nao consideramos razoavel aceitd-las como suas solugoes.
Por exemplo, podemos estar interessados em algum PVI, e a questao de
existéncia de solugdo unica pode nos levar a aceitar por solugoes do PVI,
apenas aquelas solugbes fracas que satisfacam algum outro requisito. O
leitor interessado é referido a [36, 13, 35] onde estes assuntos sao tratados
no contexto de problemas hiperbélicos?”, (como é o caso do PVI para a
equacao de Burgers sem viscosidade).

18 Associada a certas equacdes diferenciais, h4 uma forma de divergéncia, que no entanto
nao é unica. Multiplicando-se equagao (5.23) por u, obtemos a equacao na forma de di-

9 u’

2
vergeéncia z; (”7) + % (T = 0. Os resultados que podem ser obtidos variam con-

soante a forma de divergéncia empregada. Consideragoes fisicas sdo por vezes tteis na
determinagao de qual forma de divergéncia deve ser escolhida. (Veja [64]).

19A equacio de Burgers u; 4+ utiy; = ptize é um modelo unidimensional simples para
a equacao de Navier-Stokes. Foi estudada por Burgers [10] em 1948 com este propdsito,
(posto que incorpora um termo nao linear e um termo difusivo tipicos).

20Na situacio analisada em [13, 35, 36], os candidatos a solugdo fraca tem que, adicio-
nalmente, satisfazer condigdes de entropia para serem considerados solugoes fisicamente
relevantes.
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Exercicio 57 (choques) 2! Considere a fungao descontinua u dada por:

e ={ i B3 62

onde ¢ = ¢(t) é uma funcao diferenciavel e ue, ug sdo constantes. Mostre

que u serd solucao fraca da equacao de Burgers sem viscosidade na Forma
de Divergéncia (5.24) se e s6 se c(t) satisfaz a relagdo de Rankine-Hugoniot:

<[4

[u] a
Aqui [f(u)] denota o salto da quantidade f(u) quando se cruza a linha
(c(t),t) da esquerda para a direita, isto é, [f(u)] = f(uq) — f(ue). 22

(Dica: Divida o IR? pela linha (c(t),t). Use derivacio por partes e o
Teorema da Divergéncia).

Mais geral, e até preferivelmente, por tornar a notagdo um pouco mais
limpa, mostre a relacdo de Rankine-Hugoniot,

de
[ul = = [f ()],
para a solucao (5.25) da equacao
0 3}
5 (Wt 5, (fw)=0.
Exercicio 58 Seja u(z,t) uma solugio positiva (u(x,t) > 0) de classe C?
da equagao do calor unidimensional,

(5.26)

Uy = MUzy parat > 0.

Verifique que se u(z,0) = f(x) > 0, para z em IR, entdao u(z,t) dado
por (B.1) é uma solugado positiva. Mostre que a transformagao de Cole-
Hopf u — 6 = —2puu, /u leva solugdes positivas da equagao do calor, em
solucoes da equagao de Burgers com viscosidade, isto €, 6 satisfaz:

0, + 00, = ub,, parat>0

210 objetivo deste exercicio é deduzir a relacdo de Rankine-Hugoniot (5.26). Notamos
que qualquer constante satisfaz a equacao de Burgers sem (ou com) viscosidade. To-
mando uma atitude simplista, podemos perguntar se serd possivel obter-se solugdo que
seja constante em cada uma das, digamos, duas regidces em que tenhamos subdividido o
espago-tempo. A resposta é que é possivel obter-se solu¢do fraca desde que a relagdo de
Rankine-Hugoniot seja satisfeita na “interface” de separagdo das duas regides.

220 PVI para a equacio de Burgers (ou para outra lei de conservagao hiperbdélica) com
condi¢ao inicial u(x,0) = ue, se z < 0 e u(x,0) = uq de x > 0 é conhecido como problema
de Riemann. A relacdo de entropia para este problema se traduz na relacido: u. > ug.
(Veja [13]).
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5.6 Comentarios

Teorias fisicas consistem em geral de uma tantas variveis independentes (des-
crevendo o dominio, tipicamente o espago-tempo), varidveis dependentes
(que sao as fungoes da teoria, como por exemplo a densidade de massa,
de carga elétrica, o campo de velocidades, ou o campo eletromagnético),
e equacoes (em geral integro-diferenciais, expressando leis de conservagao,
como por exemplo, as leis de conservagao da massa, da carga, a equagao de
Navier-Stokes, ou as Equagoes de Maxwell), que as varidveis dependentes
devem satisfazer.??

Pelo que foi apresentado nos capitulos anteriores e repetido no paragrafo
anterior, fica claro que para a descricao de fendmenos fisicos, em particular
em teorias de meios continuos, utilizam-se fungoes: fungoes escalares (ou
seja, fungdes com valores em IR), fungoes vetoriais, fungdes matriciais ou
tensoriais, além de, conforme forem necesséarias, fungdes com valores em
outros conjuntos. Nestas notas ja vimos exemplos de fungoes de cada um
destes tipos. Assim, p, a densidade de massa é uma funcao escalar, o campo
de velocidades v, é uma funcgao vetorial e digamos, D, a parte simétrica de
Vv, que desempenha um papel na dinamica da vorticidade (veja Capitulo 2),
é uma funcao tensorial.

Por outro lado, neste capitulo incorporamos & nossa linguagem a nocao
de Fungoes Generalizadas (ou Distribuigoes) que podem igualmente ser esca-
lares, vetoriais ou matriciais, dentre outros tipos. O espaco das distribuigoes
¢é bastante amplo e permite retratar situagoes mais complexas do que aquelas
permitidas por funcoes.

Ampliar o modelo ou teoria fisica de tal forma a que distribuigoes possam
se candidatar a representantes de situagoes fisicas, implica, em particular,
em reinterpretar a nocao de solugao das equacoes da teoria. E’ bastante
difundido o uso de distribuicées em teorias fisicas que envolvam equagoes
diferenciais lineares. Nos capitulos que se seguem discutiremos um pouco
mais o papel das funcdes generalizadas em modelos fisicos nao-lineares. A
aceitacao de uma nova formulacao de uma teoria fisica requer, contudo,
que decidamos se as novas solugoes tém contetdo fisico ou se sao meros
subprodutos da matematica. Esta decisao é uma tarefa dificil que envolve
desde comparagoes com experimentos, passando por simulacées numeéricas,
e indo até a determinacao do apuro dos teoremas matematicos resultantes,
conforme a pratica cientifica atual. E’ claro, no entanto, que distribuicoes

ZFeynman em [19] apresenta uma excelente discussdo nao técnica de algumas idéias
fundamentais da Fisica.
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fazem parte do arsenal de Fisicos (lembre-se da “funcao” ¢ de Dirac!) e de
Mateméticos (lembre-se da distribuigdo 0 de Dirac!). Geralmente, Fisicos
nao explicitam se utilizam fungdes ou funcoes generalizadas. Além disso,
denominam algumas dessas fungoes de campos escalares, vetoriais, tensoriais,
e assim por diante.



Capitulo 6

Forma Fraca de Euler e
Navier-Stokes

O objetivo deste capitulo é obter uma formulacao fraca para as equagoes
de Euler e de Navier-Stokes. E conveniente comparar o desenvolvimento
analogo, mais simples, do Capitulo 4 com o deste. H4 no entanto diferenca
crucial: naquele estudava-se um PVI, ao passo que neste, apenas solubili-
dade local serd considerada. Isto é uma simplificagdo pois o problema fisico
completo é global, carecendo de condicao inicial e até mesmo de condicao de
fronteira. Contudo o estudo das peculiaridades locais é um passo decisivo
na direcao de estudar o problema completo. Sem haver sido levantada a
questao, esta simplificacao (de esquecer os aspectos globais, e se concentrar
nos aspectos locais), ja havia sido efetuada na peniltima se¢ao do capitulo
anterior. Ha outra diferenca que queremos salientar. Caracterizar o que é fe-
nomenologicamente correto foi ficil para a equacao de onda mais simples; ja
para a equagao de Navier-Stokes, tal nao é possivel devido a multiplicidade
e complexidade de fendmenos regidos por esta.

Seja Q aberto em IR? e tg € (0, +00]. Comecamos por recordar! que as
equagoes de movimento para um fluido incompressivel viscoso em Forma de
Divergéncia sao:

mQx(0,t).  (6.1)

(pv)e + Div (pv ® v) = =Vp + pAv
divv =0

Fazendo o produto escalar dos dois membros da equagao (6.1) por uma
funcio teste ¢ € C5° (Q x (0,tp), IR?), e integrando por partes obtém-se a

Veja equacdo (1.23) no Exercicio 7.
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identidade:
to
/ /Q{¢t-pv+v¢:pv®v+uA¢'v+div¢p}da:dt:0, (6.2)
0

para toda a funcdo teste ¢ € C§° (2 x (0,tg), IR?). Os detalhes ficam para o
exercicio a seguir.

Exercicio 59 a) Mostre que valem as regras de Leibnitz :

(@) = ¢ uto u

div(fu) =V f-u+ fdivu

iii) div(fVe) —div(¢Vf) = fAS— A f

div(A¢) =DivAl - ¢+ A: (V) onde A é uma fungio matricial.
b) Use o Teorema da Divergéncia para mostrar que:

) I5° Jo & (pv - @) dmdt =0

ii) [i° Jodiv(v®@ve)drdt =0

iii) [i0 [ div(pe) e dt =0

iv) [i0 [, div(Vev) — div(Vve)dz dt =0

—

se ¢ € C° (Q x (0,tp), IR3).
c) Mostre que, se v é solucao classica de (6.1), entdo a equagdo (6.2) é
satisfeita para toda a funcao ¢ € Cg° .

De forma andloga, a condicao de incompressibilidade implica que
/vw.vdm:o,vwecgo (6.3)

Usando o Lema 34, é facil resolver o exercicio a seguir.

Exercicio 60 Sejam v em C2 (2 x (0,t0), IR3) e p em C!(Q x (0,%9), IR).
Mostre que o par (v,p) satisfaz (6.1) se e s6 se satisfaz (6.2) e (6.3). 2

A formulagao fraca da equagao de Navier-Stokes excluira a pressao. O
préximo exercicio, que mostra uma propriedade de ortogonalidade para cam-
pos de vetores, é um passo nesta direcao.

2Compare com a Proposicéo 33.
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Exercicio 61 Sejam f em C1(Q,IR) e ¢ em C}(Q,R?), com div¢ = 0.
Defina o campo gradiente uw = V f. Mostre que o campo gradiente u e o
campo incompressivel ¢ (que, deixe-nos enfatizar, se anula na fronteira de
Q) sao ortogonais, isto é,

/Qu-gzﬁdmZO

O exercicio anterior é apenas a condicao necessaria de um caso particular
do seguinte resultado.

Proposicdo 62 Seja Q um aberto em IR™ e u € D'(Q,IRF). Para que
exista f € D'(Q, IR) resolvendo o sistema de EDP’s de 1% ordem,

Vi=u |, (6.4)
€ necessdrio e suficiente que seja satisfeita a condigcao

(u,) =0,V € C3°, comdivg =0. (6.5)

z z

A solucdo € unica a menos de uma constante aditiva, isto €, se g € outra
solugao de (6.4), entdo existird uma constante ¢ em IR, tal que g = f + c.
Ademais, valem os sequintes resultados de regularidade: (a) Se w estd em
L2 (Q,IR%), entio f pertence a L2 (Q). (b) Se w estd em C°(, IR?), entdo
f pertence a C*(2). 3

Exercicio 63 Mostre que (6.5) é condigdo necesséria para (6.4)

Definigao 64 Uma fungiov € L2 (2 (0,t),IR?), € solugao fraca (de Le-
ray-Hopf) da equacao de Navier-Stokes para um fluido incompressivel (6.1)
se:

a) E’ satisfeita a lei fraca de conservacao do momento:

to
/ /Q{¢t'ﬂv+v¢Ipv®v+uA¢'v}da:dt:0
0

para toda a funcdo teste ¢ € C° (2 x (0,tg), IR?) com dive = 0.

b) E’ satisfeita a condigdo de incompressibilidade:

t
/0/ Vb -vdadt = 0,Y ¢ € C (2 x (0,t), IR).
0 Q

3Para a suficiéncia consulte [60] Proposicao 1.1, pagina 14, e para a unicidade e o pri-
meiro resultado de regularidade consulte Proposicao 1.2, da citada referéncia. O segundo
resultado de regularidade segue-se do primeiro e da demonstragao da Proposigao 2.2.1,
pagina 22 de [27].
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A definicao de solugao fraca da equacao de Euler é obtida da definicao
acima colocando-se p = 0. Em particular v, solucao fraca da equacgao de
Euler, satisfaz a lei fraca de conservacdo do momento,

/tO/{¢t-v+V¢:v®v}dmdt:0, (6.6)
0 Q

para toda a funcao teste ¢ € C® com div ¢ = 0.
Faremos alguns comentdarios acerca destas defini¢goes. Usando a Desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz é facil verificar que

iv € D'(Q x (0,t), R?), e
’iv@y S D/(Q X (O,to),RS & RS) s

onde i, como definido no Capitulo 5 e 4,g, sendo a distribuicao dada pela

formulas s
(fvgw, @ Z vjuy, ®
Jl=1

Por simplicidade de notacao denotaremos i,g, por v ® v apenas, analoga-
mente ao que fazemos com wv.

Além disso, dizer que v satisfaz item a da defini¢do, equivale a afirmar
que a distribuicao

J = (pv)¢ + Div (pv @ v) — pAw,

satisfaz
(J,p) =0, Vo € C3°, com divep = 0.

Entao, pela Proposi¢ao 62, existird p € D'(Q, IR) tal que J = —Vp. Se v é de
classe C?, entdo é facil ver que J € C°, pois as derivadas até 22 ordem de v; e
de v;vj, 1 < 4,7 < 3 no sentido das distribuicoes, coincidem com as derivadas
classicas.? Assim, pela Proposicio 62, existirda p € C! tal que J = —Vp
classicamente. Nestas circuntancias, mesmo admitindo-se a existéncia de
alguma outra distribuicao p tal que —Vp = J, porque J pertence a L?OC, a
solucao da equagao —Vp = J é tinica a menos de uma constante aditiva,
(veja Proposigao 62). A mesma linha de raciocinio pode ser empregue para
as solucoes fracas da equagao de Euler que satisfacam uma condicao de
regularidade apropriada; neste caso se v for de classe C!, obtemos resultados
analogos. Resumiremos o resultado desta discussao, especializando para a
equacao de Euler, na Proposicao a seguir.

4Veja pardgrafo seguinte & Definicdo 47.
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Proposigao 65 Seja Q um subconjunto aberto em IR3. Seja v € C'(Q x
(0,t0), IR?) uma solucio fraca (Leray-Hopf) da equagdo de Euler para um
fluido incompressivel. Entdo existird uma funcdo p € C1(2 x (0,tg), IR?),
a pressao, unica a menos de uma constante aditiva, tal que o par (v,p) €
solucdo cldssica da equacdo de Fuler.®

Exercicio 66 Seja © um aberto limitado. a) Assuma que {u,} é uma se-
quéncia em C°(€)) convergindo uniformemente para us, € C%(Q). Seja ainda
P € Cg° (2). Mostre que

unif
,  unif , , quando n — oo.
u —_— u

(Dica) Para a convergéncia do quadrado use que a? —b? = (a —b)(a +b),
e la+b| <la| + |b|, para a,b € IR.
b)(Estabilidade-1) Seja {u,} em C'(IR x [0,00)) uma sequéncia de solugoes
cléssicas do PVI da equagao de onda (4.1, 4.2), convergindo uniformemente
a Uso € CO(IR x [0,00), IR). Mostre que us, é solugdo fraca deste PVI com
condigao inicial igual a us(x,0). Dé um exemplo em que o limite uy €
continuo mas nao é diferencidvel.
c)(Estabilidade-1T) Considere uma sequéncia {(v,, p,)} de solugoes cléssicas
de classe C! da equacdo de Euler, convergindo uniformemente a (o0, Poo);
(que podem ser apenas continuas). Mostre que este limite é uma solucao
fraca da equacao de Euler.

Exercicio 67 Sejam (2, um aberto simplesmente conexo, e u, uma distri-
buicio vetorial em D’(€2, IR?). Mostre que o sistema de equacdes diferenciais
parciais de 12 ordem

Vf=u

tem solucao no sentido das distribuicoes, se e somente se
/
rotu =0 em D

(Dica: Use Proposicao 62 e o Exercicio 50 alineas b e f).

5Compare com Proposicio 33.
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Capitulo 7

Convergéncia em D’

A nocao de convergéncia fraca em D’ e diversos exemplos ilustrando com-
portamentos fisicos basicos, sao apresentados neste capitulo. Sao também
ilustrados aspectos da falta de continuidade de funcionais nao lineares com
respeito & convergéncia fraca.! Usaremos estes conceitos, nos Capitulos 8
e 9, no estudo de sequéncias de solucoes das equagoes de movimento de um
fluido incompressivel, e na definicao de solucao de DiPerna-Majda.

Sejam {T™} uma sequéncia de elementos em D'(Q2), e T € D'(1).

Definigao 68 A sequéncia T™ converge fracamente a T°° quando n — oo,
e denota-se tal fato por

D/
T — T quando n — o

se
(T, ¢y — (T, ¢) quando n — oo V¢ € C§°.

A segunda seta acima indica convergéncia de nimeros reais; (1", ¢) €
IR. Note que convergéncia em D’ é uma nogao de convergéncia pontual das
funcgoes T, onde cada elemento ¢ € D é pensado como um ponto.

A nocao de convergéncia fraca acima é claramente estensivel a D’(, IR)
eaD (Q,]Rk & Rk); sequéncias nestes espacos convergirao fracamente se
convergirem fracamente, coordenada a coordenada, em D’(2).

Para os exemplos considerados abaixo os elementos de cada sequéncia
serao distribuicoes naturalmente associadas a funcgoes em Llloc. Nao obs-
tante a distribuicdo limite nem sempre serd representada por uma funcao.

'Esta afirmacio tem que ser qualificada, pois em geral, ndo é possivel falar-se do
produto de distribuigoes.

93
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Este serd o caso das sequéncias que convergem para a distribuicdo d de
Dirac. Para manter alguma intuicdo serd conveniente pensar cada elemento
da sequéncia de fungoes representando alguma quantidade fisica definida em
Q, tipo densidade de massa, densidade de energia cinética, campo elétrico
ou algum outro campo. O processo limite, o que acontece quando n—oo,
pode ser imaginado como sendo a evolugao dessa quantidade fisica (com n
sendo pensado como tempo); veja Figuras 7.1, 7.2 e, 7.4.

Por vezes o parametro da sequéncia nao varia em IN, mas sim em (0, €],
em [0, 400), ou algum outro conjunto com um “fim” escolhido, (+o00 em IN
e em [0,400), e 0 em (0,¢]). Tustramos, considerando que o parametro
estd em (0, ¢p], como adaptar a Definicao 68 de convergéncia fraca a estas
situacdes. Dizemos que {1} converge a ¢°, quando € — 0, se

(v, 6) — (¢°,6), quando ¢ 0, V¢ € C. (7.1)

Aqui pensamos € como sendo o tempo que falta para terminar um pro-
cesso fisico qualquer e, e = 0, o instante (talvez critico) em que ele termina.
Alternativamente, € poderia ser algum parametro fisico, por exemplo a vis-
cosidade, e quando estudamos a convergéncia de {1} estamos investigando
o efeito da viscosidade ir a zero.

Iremos estudar exemplos de trés processos bésicos, representando (a)
translagao, (b) oscilagéo e (c¢) concentracao, ilustrados por:

a) W) = (e —1), te0,00) (7.2)
b @ =pE), €01 (7.3)
¢ o) =Lp(®), ce(0.1] (7.4)

onde, 1 € 08 (IR), é uma funcao continua de suporte compacto e p e p sao
fungoes continuas definidas em IR, sendo p periddica de periodo I, p(x+1) =
p(z) para todo = € IR, e p uma fungdo nao negativa com [ pdx = 1. Estas
sao sequéncias de funcoes continuas. Cada um destes exemplos sao obtidos
através da aplicagdo de transformagoes geométricas simples (translagoes e
homotetias) a funcoes fixas. Procuraremos caricaturar verbalmente estas
sequéncias. Assim (a) (veja Figura 7.1) corresponderia a uma quantidade
fisica que escapa de qualquer regiao limitada num tempo finito: é obtida pela
translagao de uma funcdo com suporte compacto. Em (b) (veja Figura 7.2),
pelo reescalamento de uma funcao periédica, detectamos que mais e mais
oscilacoes do campo 2 preenchem o espaco quando € vai a zero. H4 uma per-
sisténcia, e de fato, uma intensificagao das oscilagoes no limite. O processo

2Utilizaremos a expressdao campo no lugar de funcéo ou distribuicio mesmo quando
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no item c se desenvolve através de uma concentragao do campo em torno
da origem; numa pequena regiao do espago o campo vai ficando “intenso”,
ao passo que numa grande extensao do espago o campo vai “enfraquecendo”
(Figura 7.4). Este processo produz uma separagao do dominio de defini¢ao
do campo em duas regides vagamente complementares, (ndo precisamente
delimitadas, cuja uniao é o espago todo, mas com uma “pequena” intersecao,
como ficard claro quando as “definirmos”, na préxima sentenga). A primeira
regiao, a regido de campo forte, corresponde a pequena porcao do espago
onde o campo € intenso. A segunda, a regido de campo fraco, é a regiao
onde o campo é pouco intenso, ocupando a maior parte do espaco. Neste
cendrio, dizemos que héd uma dicotomia campo fortexcampo fraco, que se
desenvolve através de uma concentracao do campo em torno da origem. Este
processo corresponde a genesis da § de Dirac.

Pense como generalizar estes processos para IR™, e também como com-
biné-los para obter processos mais complexos.?

7.1 O Processo de Translacao

Para ' dado em (7.2) tem-se que

/

¢! — 0, quando t—o0 (7.5)

ou seja,

—+00 —+o00

lim Vi (z)p(x) dor = / 0¢(z)de =0, Vo € C°
=00 J_oo —o0

A demonstragao de (7.5) é bem simples e pode ser entendida facilmente

se examinarmos a Figura 7.1b. Fixada ¢, depois de um certo tempo ¢,

ja “terd deixado para tras” o suporte da funcao teste ¢. Assim sendo, para

t >t
“+o00

Y'odr =0,

donde (7.5) se segue. Detalhes sdo deixados a cargo do leitor.

usualmente um Fisico ndo considerd-la um campo fisico. Fazemos isto para simplificar a
linguagem porque, os fendmenos que tratamos, que tém fortes aspectos geométricos, ocor-
rem também para a energia cinética e para a densidade de massa que nao sdo considerados
campos.

3Tome, por exemplo, ©'(z) = ¢1(x — t) + ha(x — 2t). Processos de oscilacdo podem,
por exemplo, ocorrer em uma porc¢ao limitada do espago. O desenvolvimento de uma
concentragao pode se dar em torno de outros subconjuntos que nao apenas um ponto.
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Figura 7.1: Processo de translacao: A funcado 1, para cada t fixo, pode
ser pensada como a densidade de massa de um objeto (unidimensional) no
instante t. Se o objeto translada para a direita com velocidade igual a 1, e
se 1) representa a densidade no instante ¢ = 0, entao ¥'(z) = ¢(z — t). No
instante ¢ = 110 o objeto ja “deixou para tras” a funcao teste ¢.

7.2 O Processo de Oscilagao

Seja p uma funcao continua e periédica, com periodo [. A média de p no
periodo é o nimero real

_1 ot
p:j/p(ac)d:c.
0

Para p°, o reescalamento da fungao periddica p, definido em (7.3) (veja
Figura 7.2), temos que:
D
p¢— p, quando € — 0
ou seja
+o0 +o0
lim pi(x) p(x)dx = p d(z)dz Vo € C§°. (7.6)
=0/ _x —00
Em particular quando p(z) = sen (z), selecionando os valores de € da
forma 1/n, com n € IN, temos em (7.6) nada mais do que o Lema de
Riemann-Lebesgue cldssico?, qual seja,
+o0o
lim sen (nx) ¢(z)der = 0,

n—0o0 J_

4Teorema 1.1, pagina 303 de [29]
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Figura 7.2: Processo de oscilacdo a) Funcao periddica p: Aqui [ é o periodo
(ou comprimento de onda) e, M é a norma do sup (ou amplitude); o pe-
riodo [ define uma “escala natural” para a fungao p. b) Reescalamento de
funcao periédica: a amplitude nao é alterada mas a “escala natural” de
p¢ é el. No limite e—0 aumenta-se o nimero de “oscilagoes” por unidade
de comprimento. Um processo de oscilacao ocorre quando, numa regiao de
volume finito (e fixo) do espago, mais e mais “oscilagbes” do campo estao
presentes.

uma vez que a média do seno no periodo é zero.

Seja p = p(x,z) € CO(JR™ x IR), onde p é uma funcio periédica com
respeito a sequnda coordenada z, com periodo [, isto é, p(x, z + 1) = p(x, 2)
para todo @, z. Denote por p = p(x) € C°(IR™) a funciao média dada pela
férmula

l
p) = | vtz

Mais geral que (7.6), o seguinte resultado é vélido:

Teorema 69 (Lema de Riemann-Lebesgue) Considere a sequéncia de fun-

coes
I
p(x)=p (m, ?)

entao,
D
p¢ — p, quando ¢ — 0
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ou, mais concretamente,

i [ p@o@de = [ pa)é@)dz, Vo e GFRT)
limg | .

Esbogo da demonstragao de (7.6): Recordamos a defini¢do de funcao
caracteristica do intervalo [a, b]:

(2) = 1 se z € [a,b]
Xlat) ] 0 caso contrério.

Comegaremos por mostrar que (7.6) é vélida se no lugar de ¢ colocarmos
X(as)? isto é,

+00 +oo
lim p(x) Xla,b] (z)dz = ]5/_ Xia,bl (z) dz

e—0.J _o
— F(b—a), Vo € CP(R).  (1.7)

Evidentemente X(a.0] nao estd em Cg° (IR), de qualquer forma este serd um
primeiro passo em dire¢ao ao resultado (7.6).

Dado €, o periodo de p® é €l. Seja n = n(€) o nimero de periodos de p°
contidos no intervalo [a, b], isto é, o inteiro para o qual,

nel <b—a<(n+1)el. (7.8)

Por periodicidade, e através de uma mudanca de varidavel tem-se que:

[T ren @i = [ e

—00

a+nel b
= / pS(x)de + lpﬁ(m) dx
a a-+ne
a+el b
= n/ p(x) dx + p(x) dz
a a+nel
el b
= n/ p(x)dr + p(x)dz
0 a+nel
l b
= ne/ p(z)dx + p(x) dz
0 a+nel
b
= nelp+ p(x) dx (7.9)
a+nel



7.3. O PROCESSO DE CONCENTRACAO 99

Seja M um majorante para p, isto é, M tal que |p(z)| < M, Vz. Entao,

b b
[ @l < [ i)

a+nel a+nel

b
< Mdx = Mel (7.10)
b—el
o que imediatamente resulta:
b
lim p(x)dx = 0.

e—0 a+nel
Além disso por (7.8) é claro que
lin%)[(b —a) —n(e)el] =0,
o que juntamente com (7.9) e (7.10) implica (7.7).

Tome agora uma funcao escada, uma combinagao linear finita de fungoes
caracteristicas (Figura 7.3),

g(r) = En: arx, (),
k=1

onde cada [ é um intervalo fechado. Por (7.7),

+o0 n
lim p(x)g(x)de = p Yy apm(ly)
e k=1
+0o0
_ ;3/ g(z) dz. (7.11)

Aqui, m (Ij) denota o comprimento do intervalo Ij.

O resultado geral (7.6) segue-se de (7.11) porque toda fungao continua
com suporte compacto pode ser uniformemente aproximada por uma fungao
escada [52]. |

7.3 O Processo de Concentragao

Sequéncias de Dirac, “massa” total finita

Demonstraremos nesta subse¢ao que (com a notacao usada em (7.4), veja
também Figura 7.4),

/

pc— 6, quando € — 0
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Figura 7.3: Aproximagao de fungao continua por funcao escada

isto é,
(p°, ¢) — ¢(0), quando € — 0, V¢ € C(IR™).

Definicao 70 Uma sequéncia de funcéoes {p°} C CO(IR™) é chamada de
sequéncia de Dirac se as condi¢des abaizo forem satisfeitas:

a) Positividade: p°(x) >0, Va, Ve.
b) Massa total um: [pm p*(x)dx =1

c) Concentragio da massa em torno da origem: Y\ > 0,V~y >0, Je; >0
tal que Ve, 0 <e < e,

/ pS(x)de < A
IR™\Bo(7)

Intuitivamente o significado desta definicdo é o seguinte: pensa-se em
€ como o tempo que falta até o instante critico 0; a quantidade de massa
fora de uma pequena vizinhanca escolhida é tao pequena quanto se deseje
desde que o tempo que falte até o instante critico seja suficientemente pe-
queno. Resumindo, a massa se concentra em torno da origem. Sempre que a
quantidade de “massa” é finita e se localiza em uma regiao cada vez menor,
dizemos que ocorre um processo de concentracdo de “massa”.

Exemplo 71 Cosideremos uma funcio p € C°(IR™), com p >0 e

pdx = 1.
Rm
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Figura 7.4: Processo de concentracao a) A fungdo p é nao negativa e tem
integral igual a 1. Sua “escala natural”, digamos, é o niimero « > 0 tal que

1 p(x)dr = 0,99. b) A funcdo p(z)

ip (%) também é nao negativa

e tem integral 1. Sua “escala natural” é ea. Quando e—0, a “massa” se
concentra em uma vizinhanca da origem.
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1 x
€
pi(x) = —p|—
(x)=—r (-
é uma sequéncia de Dirac®.
Demonstragao Verificaremos as trés condigdes; a) é trivial.
b) Através da troca de varidveis y = x /e, verificamos que:

foston = o(2)es

= /mp(y)dyzl-

Entao

¢) Quaisquer que sejam ¢ > 0 e v > 0, fazendo uma troca de varidveis,

obtemos:
/ pf(x)de = / im p <E> dx
R™\Bo(v) R™\Bo(v) € €

/ p(y) dy.
R™\By(v/e)

Como a integral de p é um, dado A > 0, existe Ry tal que

/ p(y) dy < eo.
Bm\Bo(Ro)

Vemos entao que, dados A e y arbitrérios, escolhendo-se €; tal que /€1 = Ry,
a condicao c fica assegurada. [ |

Teorema 72 Sequéncias de Dirac convergem em D', para a distribuicdo §
de Dirac. Melhor dizendo, quando {p°} € uma sequéncia de Dirac,

lin(l) p(x)p(x)de = ¢(0), Vo € CP(IR™). (7.12)
e—0 Jrm

Demonstracao Exploraremos a condicao ¢. Numa pequena porcao do
espago em torno de zero a massa é quase 1 e numa grande extensao do espaco
a massa é quase zero. Usando-se (b) obtemos a equacao

| 60 (@) do = 6(0)

50 reescalamento da varidvel independente provoca uma concentracio geométrica; o
da varidvel dependente é posteriormente escolhido de tal forma que a “massa” total, f P,
seja 1.
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seguindo-se que é suficiente mostrar que

lim [ pf(a)[p(x) — ¢(0)] dz = 0.

e—0 JRrm

Iremos mostrar que ambos os termos do lado direito da desigualdade abaixo
sao arbitrariamente pequenos para e suficientemente pequeno e v > 0 a ser
escolhido depois.

_l’_

V pi(@)[¢(x) — $(0)] dw‘ < ‘/]Rm\Bo(w pf(x) () — ¢(0)] de

+

| r@io@) - 6(0)da
Bo(7)

O primeiro termo é pequeno porque “ha pouca massa” fora da origem, e o
segundo termo é pequeno porque sendo ¢ continua e vy pequeno, ¢(x)— ¢(0)
serd pequeno para |x| < 7. Mais detalhes seguem. Seja M um majorante de
¢. Pela continuidade de ¢, dado A > 0, existe v > 0 tal que |¢(x) — ¢(0)| <
A/2, para todo x, tal que || < . Como {p°} é uma sequéncia de Dirac,
usando a condigao ¢ para A\/4M e o v escolhido acima, concluimos que existe
€1 > 0 tal que, para todo € < €,

A
p(x)de < —.
Ammw() AM

Além disso, |¢p(x) — ¢(0)| < 2M, para todo x. Entao para o A > 0 arbitrario
dado acima e para o v e 0 €; escolhidos acima, e para € < €7 vale:

p(@)[6(x) — 6(0)] dm\ <

‘ZR’"

A
< 2M p(x)de + = pf(x) de
IR™\Bo(7) 2 JBo(v)
A A
< -4 -=A\
-2 + 2
Isto completa a demonstracao de (7.12). ]

Outro Processo de Concentracao, “massa” infinita

Teorema 73 Seja W € C1([0,00)) tal que:

a) [W(r)| < Kr?, para algum K > 0 e para todo |r| < 1.
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b) lim, oo W(r) = 1/27 # 0
¢) [57° | InsW'(s)|ds =y < 00. 6

Defina’ .
Y(z) = B W(lz|) e (7.13)
1 -1
V(x) = <ln ;) e (%) : (7.14)
Entao ,
e K 0, quando € — 0. (7.15)

Observagao: Pela condigdo b imposta a W e por (7.13), concluimos que
1 decai a zero lentamente quando |x|—oo de tal forma que [ ¥ dx = +oo.
Por esta razdo o reescalamento usual, e 2¢(x/¢), apresentado na subsecdo
anterior, nao funciona (no sentido que a sequéncia resultante nao converge
em D'), tendo que ser substituido pelo apresentado em (7.14). Estes dois
reescalamentos sao andlogos geometricamente porquanto ambos envolvem
homotetias parecidas, tanto nos dominios (as mesmas inclusive) quanto nos
contradominios de funcgoes fixas. Repetindo, por énfase, note que o processo
de concentracao apresentado no Teorema 73, nao é um processo de concen-
tragao do tipo caracterizado pela nogao de sequéncia de Dirac (da subsecao
anterior), ja que a “massa” total neste exemplo é infinita. No entanto, se-
melhante ao que ocorre com sequéncias de Dirac, o cenario correspondente
a esta sequéncia, é o de uma dicotomia campo fortexcampo fraco.

Demonstraciao (do Teorema) Dada ¢ € C§° (IR?), definimos

1 2

o(r) ¢(rcosf,rsend)db. (7.16)

:%0

Usando (7.13), mudanca de coordenadas cartesianas para polares em IR? e
integracao por partes obtemos:

¢(x) (@) de =
IR2

= 6l£n>0 - o(x) <ln%)_l 2 w (E) dx

= lim /OOO 2m(r) <ln%>_1 %W (C> dr (7.17)

e—0 €

SUma fungio W € C*([0,00)) com W' (r)r' T limitada em [1, +oo) satisfaz condicio c.
"Condicéo a é equivalente a 9 ser limitada numa vizinhanca de r = 0.
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= lim A. + B. + C, ,onde, (7.18)
e—0
B 1 -1 r\ |
A = 2mo(r) (In- Inr W (- , (7.19)
€ € 0

B, = —/OOO 21 (1) (ln %>_1 Inr W <£) dr , e,
C. = —/OOO 27755(7“)% <ln%>_1 Inr W’ (f) dr . (7.20)

€
Passamos imediatamente ao calculo dos limites, quando e—0, de A, B, e C-..
Mostramos primeiramente que A, que é dado pela diferenca de dois termos
(obtidos “avaliando” uma funcao em +oco e em 0, veja (7.19)), é nulo. A
funcao gE, que tem suporte compacto, se anula para r suficientemente grande
e entdo, o termo de A, correspondente & avaliagdo em +o0, é igual a zero.
Igualmente, aquele termo da avaliacao em r = 0 é nulo, como veremos em
seguida. Porque ¢ é continua, segue-se:

lim ¢(r) = ¢(0) . (7.21)

r—0

A condicgao a, para € fixo, implica

InrW <f)‘ —0
€

Ac=0e lim A, =0. (7.22)
e—0

lim
r—0

Do que ficou dito resulta que

Em seguida mostramos que

lim B, = 0. (7.23)

e—0

Dado que W é continua e tem limite finito no infinito, conclui-se que é
limitada em [0, 00). Seja a um majorante de WW. Seja ainda R, o raio de um
disco que contem o suporte de ¢, e seja L, um majorante de ¢’. Segue-se

que
/OOO 2m¢’ () (ln%>_1 Inr W <£> dr
27 (ln%>_1/oR &' (r) lan(CN dr

€
Nt R

2wl <ln—> / [lnr| dr.
€ 0

<

IN

IN
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Como lim (In(1/€))~! = 0, passando ao limite, quando € — 0, na expressao
acima, concluimos (7.23).
Finalmente consideramos o termo C, para o qual vale o limite:

lim C. = 6(0). (7.24)
Fazendo a mudancga de varidvel [ = r/e na integral em C¢, e usando In(el) =

In e+In !, obtemos que C, é igual a soma de dois termos. O limite do primeiro
deles é:

. o 1\ ! /
—61%/0 27 (el <lnz) neW'(l)dl =

- /0 " or 3(0) W (1) di (7.25)
= 21 $(0) Jim (W(1) — W(0))
—  $(0). (7.26)

Seja M um majorante de ¢. Usando condicao c, concluimos que o limite do
segundo termo é zero, uma vez que:

<

’—/OOO 21 (el) (ln %)_l Ini W' (1) di

r

-1
21 M~y <ln1> . (7.27)
€

IN

€

27(el) <ln 1) i (z)‘ dl

IN

De (7.26) e de (7.27) segue-se (7.24).
Arrematando, de (7.18), (7.22), (7.23), e (7.24), concluimos (7.15), isto
é,

lim | 4 (x)p(x)de = $(0) ,

e—0 JR2

para toda a fungao ¢ € C5° (IR?). ]

7.4 Questoes de Continuidade

Consideraremos dois exemplos de sequéncias de campos vetoriais em IR nos
quais hd uma perda de energia cinética no processo de limite. Estes exemplos
nao sao exemplos de solugoes da equacao de Navier-Stokes (nem tao pouco
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da de Euler), sdo dados aqui como uma “caricatura” do tipo de fenémenos
que ocorrem com sequéncias de solucgoes das equacoes de Euler. No préximo
capitulo veremos exemplos de sequéncias de solucoes das equacoes de Euler
que exibem comportamento semelhante.

Denotamos por

w2
E(Q,u) :/9'07 dz,

a energia cinética asssociada ao campo de vetores w na regiao espacial (2;
onde pu?(x)/2 é a densidade de energia cinética. (Veja nota de rodapé &
pagina 7).

Veremos nos exemplos seguintes, peculiaridades do comportamento da
energia cinética ao longo de uma sequéncia, fracamente convergente em D',
para cujos elementos é possivel fazer sentido o que seja a energia cinética.

Exemplo 74 Seja u(z) = sen(x/€). Entao pelo Teorema (Riemann-Le-
besgue) 69,

D
u® — 0, quando € — 0.

No entanto,

E([-m,7],uf) = g /_J:r sen 2 (E) dz,

€

e, de novo, pelo Teorema 69,
. ey _ P
lim E([—m, ], uf) = 1

e—0

Constatamos que:

0= B (=), 0) = B [+, Y w,) # Jim B ([, ), ) =

=1

Uma vez que a energia cinética do limite (lado esquerdo da equacao acima), é
menor do que o limite da energia cinética (lado direito da equagao), dizemos
que ha uma perda de energia cinética no limite. Isto, é claro, significa que
a funcao nao linear £ é descontinua com respeito a convergéncia fraca. m

Exemplo 75 (Concentragao da energia cinética num ponto) Seja dada u-
ma fungao u em C°(IR), com u(z) > 0,

+o0o +o0o
/ u(z)dr < oo, e / u?(z) dz = 1.

—00 —00
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(Exercicio: Certifique-se que é possivel construir-se uma funcao u com estas
caracteristicas). Considere a sequéncia

Mostraremos que

D/
ut— 0, (7.28)
ao passo que
P2 p
— — =4. 7.29
ey — L (7.29)

Demonstracao Seja ¢ € C§° e M um seu majorante, entao

‘/ u(z)p(x) dx SM/ u(z) dx :Me/ u(y) dy.

R R R

Quando e¢—0, o lado direito da desigualdade acima vai a zero e, portanto
temos (7.28). A convergéncia em (7.29) é consequéncia direta de (7.12). =

A energia cinética do campo de vetores limite é zero. Apesar disto,
E (R,uf) = p/2, para todo €. Dado que

o . . . € _B
0 = E(R,0) = E(IR,elgr}()m) # 6IE%E(JR,u) =3

héa, novamente, uma perda da energia cinética no limite. Com respeito a
convergéncia fraca, a funcao nao linear £ é descontinua.

O leitor ha de ter notado que nao mencionamos o processo de translagao
nesta secao. Neste exemplo, nao ha perda da energia cinética no limite, como
é facil verificar. O leitor deve procurar entender intuitivamente porque isto
acontece.



Capitulo 8

Novos Fenomenos

8.1 Consideracoes Preliminares

Serao apresentadas neste capitulo duas classes de sequéncias de solugoes
diferenciaveis da equacao de Euler, que motivam a introducao da nocao
(a ser discutida no préximo capitulo) de solucdo generalizada de DiPerna-
Majda da equacao de Euler.

Sequéncias de solucbes, numa das classes, exibem desenvolvimento de
concentragoes (quando o parametro da sequéncia se aproxima de zero), en-
quanto que na outra classe, sequéncias exibem persisténcia de oscilagoes.
Sequéncias de funcoes exibindo estes tipos de comportamento foram con-
siderados nos exemplos 74 e 75 do capitulo anterior. Uma caracteristica
comum aos exemplos deste e aos, acima citados, do capitulo anterior, é a
perda de energia cinética no limite, isto é, a energia cinética do limite é
menor do que o limite da energia cinética.

Discorremos, a seguir, sobre as caracteristicas comuns as classes de se-
quéncias de solugoes da equacao de Euler a serem apresentadas neste capi-
tulo, primeiramente explicitando a caracteristica comum fundamental para,
em seguida, considerar suas consequéncias no que diz respeito a equacao de
Euler.

A caracteristica comum fundamental a estes exemplos é a limitagao local
uniforme (em €) da energia cinética; dados R > 0 e t; < to, existe C' =
C(R,ty,t2) < oo, independente de €, tal que

to
/ / Plof(a, 1) de < C(R,t,t2), (8.1)
t1 JBo(R) 2

E’ facil ver, fixado €, o significado fisico da condigao (8.1). Ela impede que,
para uma solucao das equactes de movimento de um fluido, corresponda

109
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uma quantidade infinita de energia cinética numa regiao limitada do espago-
tempo. Nao impede, e ainda bem, que uma diminuta porcao do espacgo
contenha uma quantidade finita de energia cinética; em verdade, fixado um
valor finito para a energia cinética, pode-se pensa-lo contido numa regiao do
espaco tao pequena quanto se queira. Este corresponderia aproximadamente
ao cendrio do escoamento da dgua em uma pia (intensa concentracao da
energia cinética num redemoinho, ocupando pouco volume, por cima do
ralo).

Além do mais, condicao 8.1, se satisfeita por uma sequéncia arbitraria
de funcoes vetoriais, se constitue numa restricao forte do ponto de vista
matematico. Foge aos objetivos destas notas expor, na generalidade, as
propriedades matematicas de que gozam sequéncias de funcgoes que satis-
fazem (8.1).! De qualquer forma, uma sequéncia {v¢} que satisfaca (8.1),
terd sempre uma subsequéncia convergindo fracamente em D'(IR3 x IR*, IR?)
para uma funcio v°. Veremos isto nos exemplos.

Apesar de convergirem fracamente, veremos através de um dos exem-
plos, que o limite, mesmo sendo diferenciavel, nem sempre serd solucao da
equagao de Euler (nem mesmo no sentido de Leray-Hopf). O intrigante é
que, até quando o limite é solucao, como é o caso do exemplo que exibe
desenvolvimento de concentracoes, pode haver perda de energia cinética no
limite, o que de fato ocorre, no exemplo citado.

Sequéncias satisfazendo (8.1) induzem a uma nova forma de expressar
a lei de conservagao do momento. Discutiremos, neste capitulo, esta nova
forma.

8.2 Persisténcia de Oscilagoes

A sequéncia de solugoes considerada nesta secao exibe variagoes bem a-
centuadas do campo de velocidades tanto espacial quanto temporalmente,
(compare com Exemplo 74).2

Sequéncia de solugoes

Seja v = v(x2, z) funcdo diferencidvel e periddica (de periodo 1) em z, e com
média zero (também em z),

1
/ v(xg,2)dz = 0.
0

'Veja Teorema 1 (Generalized Young Measure) em DiPerna-Majda [15].
ZPersisténcia de oscilacdes em sequéncias de solucdes ocorrem em outras equacdes da
Fisica-Matemadtica, veja, por exemplo, [54, 48].
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Pelos Exemplo 3 e Exercicio 9 sabemos que a sequéncia de fluxos de cisal-

hamento
T2 t
v = <v ({L’g, ?> ,O) (8.2)

é uma familia de solucbes estacionarias da equacao de Euler em duas di-
mensdes. Podemos construir, a partir de (8.2), solugoes v¢ = (v§,v5,v5)! da
equacao de Euler em trés dimensoes (veja Exercicio 9). Estas serao inde-
pendentes de x3. Definindo-se (v§,v$)" = v¢, v§ deverd satisfazer uma EDP
linear de 1% ordem com coeficientes obtidos a partir de (8.2).

Escolhemos a condicao inicial v§(x1,z2,0) = w(z1,x2,22/€) onde w =
w(x1, z2,2) é uma funcao diferencidvel e periddica, de periodo 1 em z. O
PVI para v§ é:

ovs 2\ Ovg
2) 28
ot v (332’ e) 0xy
€ _ T2
vi(x1,22,0) = w (a:l,:rg, ?) .

Este PVI é resolvido pelo método das caracteristicas (Apéndice A). As
curvas caracteristicas sao retas:

1 =c1(t) = v <x2, ﬁ) t+af
€
Ty =cy(t) = 9.

Aqui, t é o pardmetro da curva, devendo-se pensar que z0,z9 e 3 sdo
constantes. As curvas caracteristicas interceptam o plano t = 0 no ponto
(29, 29). Fixado t determina-se (z{,23) em funcdo de (z1,2). A fungdo v§
¢é constante ao longo das caracteristicas, donde

0,0
15 T2, 0

)
0
)

0
2
v

€
5(z
= w(az(l),x
45 {5
€Tl — €2, — t,{l}g,— .
€ €

v (22, %2)
w (331 —v (:1:2, z—f) t, 2o, z—f)

<

v§(xy, X2, t) =

= w

Finalmente,

é uma sequéncia de solucoes da equacao de Euler em trés dimensoes.
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Limite de Quantidades Fisicas

Observamos que a estrutura de v€ é a de um reescalamento de uma funcao
periédica, v(x,t) = v(x,z2/€,t) onde, x = (x1,x2) e,

v(x,2,t) = (v(x2,2),0,w (v1 — v (T2, 2) t,22,2))" (8.4)

¢ uma funcao periédica em z (com periodo 1). Pelo Teorema 69 (Riemann-
Lebesgue) aplicado, coordenada a coordenada, & sequéncia de campos de
velocidade (8.3) obtemos o limite

/

v — v quando € — 0,

onde v° é a média de v, dada pela férmula que se segue:
1
(x,t) = / v(x, 2,t)dz (8.5)
0
1 1 t
= (/ U(I‘Q,Z),O,/ UJ(QZ’l—U(ZEQ,Z) t,a?g,Z) dZ)
0 0
1 t
= (0,0,/ w(xy — v (x2,2) t,z2,2) dz) (8.6)
0

Para o campo de velocidades v, o tensor da forca inercial é —pv¢ ® v°.
Como este desempenha um papel fundamental na lei fraca de conservacao
do momento e depende nao linearmente da velocidade, calcularemos o li-
mite fraco de v¢ ® v¢. Utilizamos o Teorema 69 coordenada a coordenada e
obtemos:
'Dl
v'vt — T

onde o tensor simétrico T' = T'(z, t) é:
fol v2(z9,2)dz 0 fol w(xy —v(x9,2) t,x9,2) v(22,2)dz

* 0 0 . (8.7)

* * fol w? (x1 — v (29,2) t,29,2) dz

Anotaremos o comportamento limite da densidade de energia cinética,
$plve[?, claramente igual a Straco (v®v¢). Usamos (8.7) para concluir que

D/
§|UE|2 — geo, quando € — 0,
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onde eg é dado pela equacao

€0 = €o($, t)

1 1
= / v* (29, 2) dz +/ w? (x1 — v (12,2) t,19,2) dz . (8.8)
0 0

Em seguida, mostramos que existe uma perda de energia cinética no
processo limite, isto é, a energia cinética do limite é menor do que o limite
da energia cinética. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue-se:

1 2 1
</ w dz) < / w? dz.
0 0

Usando (8.6), e a desigualdade acima, e desde que v seja nao nula, temos

que:

Pio2_ P
= < Zep.
SV < 5eo

Esta desigualdade implicara, depois de integrada, a dita perda.

Limite de Solugoes nao é Solucgao

A funcdo v° definida em (8.5) é diferencivel e, pelo Exercicio 9, serd solucdo
da equagao de Euler se e s6 se, v] for solucio da equacio de conveccio

0
8'[}3

o

Examinando-se vg verifica-se que isto ocorrera se e sé se,

1
/ Wy, (21 — v (22, 2) t,29,2) v(T2,2)dz =0,
0

O que nao é verdade, a menos em certos casos especiais como, por exemplo,
se v = 0 ou se w for independente de x; (isto é, wy, = 0). Em geral, no
entanto, a integral serd nio nula. Neste caso, apesar de v? ser diferencidvel
e limite fraco de solucdes isto ndao é o bastante para garantir que v° seja
solucao classica da equacao de Euler.

E importante reconhecer o que causa este fenémeno. Para equacoes
lineares, o limite fraco de solugoes é solucao fraca. E a nio-linearidade da
equagao diferencial (veja a lei de conserva¢ao do momento (6.6)) que permite
ao limite fraco v° ndo ser solucdo. E’ o que vemos em seguida, com detalhes.
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A Lei Generalizada de Conservagao do Momento

Acabamos de verificar que o limite fraco de v n&ao é solucao classica. Por ser
de classe C', v° tampouco sera solucdo fraca, (veja Proposicao 65). Apesar
disto, a lei de conservagao do momento pode ser estendida de uma maneira
natural, de tal forma a ser satisfeita pelo limite v°. Esta é a idéia que
tentamos transmitir nesta subsecao.

A lei fraca de conservacao do momento (6.6) pode ser reescrita na forma:

(p, &) = (Tin, V@) (8.9)

para toda ¢ € C5° (2 x (0,tp), IR?), com divp = 0 e onde p € D'(Q2 x
(0,tg), IR?) é a densidade de momento e T}, € D'(Q x (0,t), IR ® IR?) é o
tensor da “forca inercial”. Aceitamos agora, no entanto, que p = pv, e que
Tin = —pT, (onde p é uma constante), sejam distribui¢oes mais complexas,
nem sempre dadas por funcgoes e, em particular, nao exigimos que 7T;, =
—pv @ v. (Alids, dada a distribuicio v = p~'p, em geral sequer podemos
fazer sentido da expressao nao-linear v ® v). Dizemos que a lei generalizada
de conservagao do momento é satisfeita pelo par (p,T;,) quando (8.9) o for.
Para obter (6.6), dado v, um campo de velocidades, basta tomar em (8.9),
p=pvely, =—pv®u.

Dado que v° é solucao cléssica definida em IR? x (0, 00), é claro entdo que
a lei (8.9) é vilida, tomando, para cada € > 0, p = pv° e T}, = —pv° ® v°,

+00 +oo
/ / v - by d dit = / / vt @ Vodrdt  (8.10)
0 1IR3 0 IR3

para toda ¢ € C§° com divg = 0, e para todo e. Da prépria definicao de
convergéncia fraca e de (8.10), segue-se que (8.9) serd vélida com p igual ao
limite fraco de pv® e T}, igual ao limite fraco de —pv® ® v, isto é:

“+oo “+oo
/ /pvo-@dmdt:/ /—pT:V¢dacdt (8.11)
0 Q 0 Q

para toda ¢ € C§° com div ¢ = 0, com v° dado em (8.6), e T' dado em (8.7).3
(Esta afirmacdo pode ser também demonstrada diretamente, usando que v°
e T sao diferencidveis e satisfazem

o’

E‘l‘DivT:O,

3Neste exemplo, notamos que T # v° ® v°. Isto s6 é possivel porque a funcio IR® >
v~ v®v € R?® IR é descontinua com relacio & convergéncia fraca. Um exemplo mais
simples deste mesmo fenémeno pode ser visto na segdo 7.4 do capitulo anterior.

0



8.3. DESENVOLVIMENTO DE CONCENTRACOES 115

no sentido classico. Verifique isto).

Agora a novidade. A nocao de solucao de DiPerna-Majda, que sera a-
presentada no Capitulo 9, aceita o campo de velocidades v° como solucéo
da equacao de Euler. Isto deve ser mais bem compreendido, e adiamos a
discussao até o préximo capitulo.

8.3 Desenvolvimento de Concentracoes

A Concentracao da Energia Cinética

Estudaremos o fenomeno de concentracao da energia cinética em um ponto
no processo limite de uma sequéncia de solucoes da equacao de Euler bidi-
mensional, (compare com Exemplo 75).

Pela equacao (3.22) da Secao 3.2 sabemos que

w2 ) LT
U(m)—( o )T—2/0 sw(s)ds (8.12)

é uma solugao estaciondaria da equagao de Euler em 2— D; (veja Figura 8.1
para um possivel comportamento de v.)

Reescalando-se v (consulte Exercicio 8) construimos uma sequéncia de
solucoes da equacao de Euler:

o (x) = <lnz><‘%> o (2). (8.13)

Pondo . )
W(r) = (/0 sw(s) ds) , (8.14)
temos que )
lv(x)]> = SW(r). (8.15)

Além disso,

Proposigao 76 Seja w € C1([0,0)) tal que:
a) lim, oo W(r) =A/2r #0 com W definido em (8.14).

4Desenvolvimento de concentracdes em outras equacdes nio-lineares da Fisica-Mate-
madtica, sdo tratados, através de métodos formais da Teoria da Perturbagao Singular, por
exemplo em [47, 44].
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¥
B
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Figura 8.1: Campo de velocidades: A vorticidade de v(x) é funcao do raio
apenas. O quadrado da velocidade decai com 1/r%, |v(z)|> ~ \/277r%, r—oc.

b) [;7 |sw(s)|ds = o < o0
¢) fi7 |sw(s) Ins|ds = B < o0

Nestas condicoes, a sequéncia de solucoes da equacao de Fuler dada em

(8.13), (8.12) satisfaz,
D/
v— 0,

e a sequéncia correspondente da energia cinética satisfaz

/

1 D' pA
§p|v€\2 — % d, quando € — 0. (8.16)

Observacao: E facil verificar que a circulacao ® do campo de velocidades
v em (8.12), num circulo de raio 7 em torno da origem, é

r, = 277/ sw(s)ds
0

e que portanto a circulacdo no infinito, dada por I' = v/, é néo nula.
Demonstragao (da Proposi¢ao) Verificamos que o limite fraco de v° é

5Veja a definicdo de circulagio de um campo de vetores no Exemplo 54.
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zero. De (8.12), (8.13) e (8.14) escreve-se que

1 1
¢ . 1\72 —T9 1 r\ 2
Sejam ¢ € C5° (IR?, IR?), R o raio de um disco que contenha o suporte de

¢ e L um majorante para |¢|. Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
em IR? e, integrando em coordenadas polares, mostramos que

’/ ¢.v€d:1:’ < / 16| |v°| da
R? Bo(R)

< orL (m%)_% /(JRWG) dr . (8.17)

Como lim.—o(In(1/€))~! = 0 e dado que W > 0 é limitada por a2, segue-se
de (8.17) que:

. € _ oo 2 2
lim [ 6-vfde=0.V ¢ € CF (I I). (8.18)

Agora estudamos a convergéncia da sequéncia de densidades de energia
cinética. Pela Formula de Taylor, e desde que

W'(r)=2 (/Or sw(s) ds) rw(r)

e que W é de classe C?, existe uma constante K tal que

(W (h)| < Kh?, VY|h|<1 .

2/000 /Olsw(s)ds

< 2/ |sw(s)|ds/ leo() In 1| di
0 0
< 2af8 .

Além disso,

IN

lw(l) Inl| di

/ W) lnldl‘
0

Do que ficou dito e da hipétese a, segue-se que W/\, com W definido
em (8.14), satisfaz as condi¢oes do Teorema 73, donde concluimos (8.16).
|

No processo limite ha uma perda de energia cinética pois,

/

D A
Lo — 25

2
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ao passo que
D/
v¢ — 0,

quando € — 0. Isto implica que a energia cinética do limite (que é zero) é
menor do que o limite das energias cinéticas (que é pA/2). Dai, a perda.

O Tensor da Forga Inercial

Para o tensor da forca inercial temos:

Proposicao 77 Assumindo as mesmas hipdteses da proposicdo da subsecao
anterior, obtemos a sequinte convergéncia para o tensor v ® ve,

— 318, (8.19)

vivg  (v5)?
onde I denota a matriz identidade. Ou seja

. C A
lim [ ot @vRde = 5 (20(0) +22(0)), (8.20)

para todo ® € C° (IR?, IR? ® IR?).
Demonstragao Da defini¢gdo de produto tensorial (veja Capitulo 5)
vem imediatamente que,
v° v°

€ e _ 7 €2
v RV = \v6|®|vf\‘v|

nos pontos = € IR? onde |v¢|*(z) # 0. Usando

2
2 —Z1T2
72 2
vERVC = [v¢|%,se & # 0,
2
—Z1Z2 1
2 2

e, Qv =0,se x=0.
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A matriz que aparece do lado direito da igualdade acima é definida no
circulo unitario S'. Denote-a por g. Entdo gy € C°(S!, R? ® IR?) e

cos2 6 —sen f cos 6
gr(cosf, senf) =

—sen 6 cos b sen 26

Seja ® uma funcio teste em C§° (IR?, IR? ® IR?). Entdo, usando (8.13),
vem:

/1R2 VRVt ddx = (8.21)
= [ @R () o) da
= /+o<>/27r ( —)_1 L W (e) 9H (;—|> : ®(r,0) rdrdf
_ /0 (mi) B iW( >gH T(r) dr (8.22)

onde, gp : ® denota a média em 6, como definido em (7.16):

g = P(r) =
1

2w
= —/ gr(cosB, senf) : ®(rcosf,rsend)dd.
21 Jo

Notamos que a integral cujo limite é para ser calculado é andloga a que
aparece em (7.17), onde, no lugar de ¢(r) aparece gy : ®(r), (com a ressalva
que agora, gg : P é, em geral, descontinua em « = 0, o que no entanto nao
afeta o desenvolvimento apresentado). Efécil verificar que

rli_l)n()gH c®(r) = (8.23)
1 2 cos? 0 —sen f cos
T oor l/o < —sen @ cosd sen 26 )d@] + 2(0)
- %I .3(0) . (8.24)

Usando a demonstragao do Teorema 73, (compare com (7.25) e use (8.24)),
concluimos que o limite quando e — 0 de (8.21) é Agy : ®(0) o que é o
mesmo que: %(@11(0) + $92(0)). ]
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Conservacao do Momento

Comentérios semelhantes aos da ultima subsecao da secao anterior cabem
aqui. Apesar do limite fraco da sequéncia v¢ ser nulo, e neste caso ser uma
solucdo, ¢ ndo é o que gostarfamos de ver como situacdo limite, pois nem
—pv© ® v¢, nem §|v6|2, tendem a zero, veja equagoes 8.19 e 8.16.

A lei generalizada de conservacao do momento, como expressa em (8.9),
é valida, para cada € > 0, para p = pv° e T;,, = —pv° ® v¢. Consequen-
temente, passando ao limite, vale também para p = pv° =0 e T}, = —pT
(com T' dado no lado direito de (8.19)). Isto é consequéncia da defini¢ao de
convergéncia fraca, mas é também facil verificar diretamente:

T Vo) = (-2167)

_ pA[(Od 92
= 5 (@ 5,0)

= —% divg(0) = 0.

A continuidade (em € = 0) da conservacao do momento como expressa
no paragrafo acima, é mais natural do ponto de vista fisico, e é gozada
pelas solugoes generalizadas cuja definicao serd dada no préximo capitulo.
Esta é uma nocao que retratard mais detalhalhadamente as situagoes limi-
tes, refutando, por exemplo, que a solucao nula seja um modelo completo
para a situacao limite do aparecimento de concentragao desta secao.

Exercicio 78 (Vértices fantasmas) Dada w uma fungao diferencidvel de
suporte compacto, w € C}([0,00)), tal que [3° sw(s)ds = 0, defina v pela
equacao 8.12. Assuma que suppw C [0, Rg]. Note que o campo de velocidades
é nulo para |x| > Ry e as circulagoes no circulo de raio Ry e no infinito sao
nulas. Considere a sequéncia de solugoes da equacao de Euler bidimensional,

o) = o (%)

cujo suporte estd contido em By(eRp).
Mostre que

D/
v — °=0 e

€ € D, —
v*RvC — T =cbl ,

Este fenémeno é chamado de cancelamento de concentracio (veja [14]).
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c:ﬂfom%</(:sw(s)ds)2dr .

(Dica: Veja a observagao apds o enunciado do Teorema 76 e a definigao de
sequéncia de Dirac no Capitulo 7).

Além disso, verifique que v° é solucdo classica da equacdo de Euler, ao
passo que o par (pv?, —pT) satisfaz a lei generalizada de conservacio do
momento (8.9).

onde
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Capitulo 9

Solucoes de DiPerna-Majda

Neste capitulo nao demonstraremos a maioria dos resultados enunciados. Na
terceira secao, definimos solugao generalizada de DiPerna-Majda da equacao
de Euler para um fluido incompressivel. Expomos ainda a estrutura mais
fina das solucbes generalizadas e, em particular, obtemo-la para os exem-
plos de persisténcia de oscilagoes e de desenvolvimento de concentracoes do
capitulo anterior. Para o detalhamento da estrutura, nocoes de Medida e
Integragao sao necessarias; uma muito breve introducao a estes assuntos serd
feita na segunda secao. Na primeira se¢ao discutimos nocoes de Perturbagoes
Singulares, o cenédrio do qual emerge a nogao de solucao de DiPerna-Majda.

9.1 Perturbacoes Singulares

Indicaremos por L um problema que possivelmente (mas nao necessaria-
mente) depende de €. Aqui, € > 0. A cada € seja u® uma solucao de L. Isto
é denotado por

L(u®) = 0.

O problema L€ podera ser uma equacao algébrica, uma equagao diferencial
ordinaria, um PVI para uma EDP, ou algum outro problema. O problema L€
é regularmente perturbado (quando € — 0), se toda a sequéncia de solugoes
{u¢} convergir uniformente quando € — 0. Caso contrario, se existir alguma
sequéncia de solugoes {uc} que nao convirja uniformemente quando e — 0,

123
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o problema é chamado singularmente perturbado. *

A maneira menos épica de descrever a pratica de um especialista em
Teoria da Perturbacao Singular é a seguinte: depois de isolar uma classe
{uc} de solucoes “fisicamente relevantes” (parametrizada por €), o objetivo
é a obtencdo do “limite” u? da sequéncia {u} e a obtengao do problema
“limite”, denotado por L%, que u? satisfaz, L“(uh) = 0. Deixemos tudo assim
muito vago.

A face computacional desta filosofia tinha, antes do advento dos compu-
tadores digitais, um papel preponderante nos calculos cientificos.

Por outro lado, seu papel em modelagem cientifica, ja claramente sali-
entado por Friedrichs em [23], ndo péara de se desenvolver. As referéncias
[62], [54], [6], [45], [7], [31], [46], [64], contém parte desse desenvolvimento.
As técnicas, e mais, as pré-técnicas da Teoria da Perturbacao Singular per-
meiam parte expressiva dos artigos, com énfase tedrica, de Fisica e de En-
genharia. Mais recentemente, técnicas provenientes de Anadlise Real e de
Analise Funcional, comegaram a interagir com a filosofia da Teoria da Per-
turbagao Singular com o intuito de estudar problemas nao-lineares da Fisica-
Matematica [15, 54, 18].

E um pouco destas idéias, aplicadas a equacao de Euler, o que discutire-
mos no restante destas notas. Dentro do espirito de selecionar as sequéncias
de solugoes “fisicamente relevantes”, fazemos a exigéncia em (8.1).

DiPerna-Majda [15] introduziram a nocao de solugao generalizada da
equacido de Euler de tal forma que o “limite” v?, de sequéncias de solucdes
da equacao de Euler, satisfazendo a condicao fisicamente natural (8.1), fosse
solucao generalizada da equacao “limite”. De quebra, é possivel mostrar-
se que se {v°} é uma sequéncia de solugdes da equagdo de Navier-Stokes
(com viscosidade p = ¢), ainda compativel com (8.1), entdo o “limite” v®
serd solucao generalizada da equacao de Euler, (veja [15]). De fato, mais é
conhecido: DiPerna-Majda mostraram em [16] que se {v} é uma sequéncia
obtida a partir de uma aproximacao da equacgao de Euler bidimensional
através de métodos computacionais de vértices, entdo o “limite” v%, obtido
quando o parametro € da discretizagdo numérica vai a zero, serd solucao
generalizada de DiPerna-Majda da equagao de Euler. (Veja [15, 16, 14] para
outros resultados).

10s exemplos a seguir ilustram, através de equacdes polinomiais simples, a diferenca
bésica entre problemas (a) regularmente perturbados, e (b) singularmente perturbados:

a) 22 —z+e(l—¢)=0
b) e?—z(®>—-1)—€e=0

O leitor deve trabalhar nestes exemplos.
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Figura 9.1: (a) Soma de Riemann: O dominio é subdividido em intervalos
cada vez menores. (b) Soma de Lebesgue: O contradominio é subdividido
em intervalos cada vez menores, induzindo uma particao do dominio em
subconjuntos nao necessariamente “pequenos”, cada “pedago” da particao
corresponde a pontos que tém aproximadamente o mesmo valor pela fungao.

9.2 Nocoes de Medida e Integracao

Introducao

Como visto no Capitulo 5, existem distribuigoes que sao dadas por integracao
contra uma funcao, ou seja, sao distribuicoes da forma J = iy para alguma
funcdo f em L£! |

> loc

(J, ) = /Q f@)(x)de, Vo € C5(Q). (9.1)

Uma generalizagao desta classe de exemplos é obtida usando-se medidas
diferentes da que, apesar de nao mencionada explicitamente, estar sendo
utilizada na férmula 9.1 acima. As do tipo Dirac, também apresentadas no
Capitulo 5, sao exemplos desta nova classe. Desenvolveremos este assunto
ao longo da secao.

Comparacgao entre as Integrais de Riemann e de Lebesgue

Recordamos a defini¢ao de integral de Riemann. (Veja Figura 9.1a). Seja
f > 0 uma funcao continua definida em [0, 1]. Subdivide-se o dominio [0, 1]
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em n intervalos de tamanho 1/n e, define-se a soma

M=

SBa(f) = Y- = f ) (92
i=1

-
I

onde, z; é um ponto em [i—1/n, i/n] e f(z;) = min{f(z), x € [i—1/n, i/n)}.
Entao, a integral de Riemann de f é:

/01 f(z)dx = nh—I>nooSR"(f) .

Damos a seguir um esbogo da defini¢ao da integral de Lebesgue da funcao
f. (Veja Figura 9.1b). Para cada n subdivide-se o contradominio [0, c0) em
intervalos de tamanho 1/n,

m m-+1
0 = U | —
[700) m_0|:n7 n >
e define-se +1
= ()
n =1 —
E’ claro que
m—+1

% < min {f(z), z € E™} <

Considere a seguinte soma,

oo

SLa(f) = 3 Zm(ED) (9.3)

m=0 n

onde m(A) denota o “tamanho” do conjunto A € IR; “define-se” a integral
de Lebesgue de f por

/1 fx)de = lim SLa(f) .
0 n—ao0

Uma diferenca crucial entre as duas definigoes de integral é que, enquanto
que para a integral de Riemann subdivide-se o dominio em intervalos cada
vez menores, para a integral de Lebesgue é o contradominio que é subdivi-
dido. As duas defini¢oes dao o mesmo valor para fol f(x)dex,

no entanto, a classe das funcées que podemos calcular a integral de
Lebesgue é maior.

Vemos que na “definicao” da integral de Lebesgue, ha necessidade de se
considerar o tamanho de conjuntos que nao sao intervalos. No exemplo da
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Figura 9.1b, a imagem inversa representada, consiste de dois intervalos e,
nao havera dificuldade de se definir seu tamanho, mas em geral, as imagens
inversas podem ser bem complicadas. Dai, a necessidade de se considerar
mais detalhadamente a nocao de “tamanho” de conjunto, nocao esta conhe-
cida por medida.

Nao ha possibilidade de se definir uma nocao de medida de conjuntos
que possa ser calculada para todos os subconjuntos de IR™, digamos, em
IR?, que coincida com a nocdo de volume para conjuntos tipo o cubo, além
de ser invariante por rotagoes e translagoes, (Paradoxo de Banach-Tarski).
Teremos que nos restringir a uma certa classe de subconjuntos. A classe a
que iremos nos restringir é a dos conjuntos de Borel, que definiremos adiante.
Além disso, imagens inversas de intervalos, como as consideradas no lado
direito de (9.3), s@o os conjuntos que estamos interessados em computar a
medida. Como estes tém que ser “medidos” pela medida, terao que pertencer
a classe dos conjuntos de Borel. Esta condigao acaba se traduzindo numa
restricao ao tipo de fungéo que pode ser integrada.

Medida

Uma exposicao mais sistemética bem como as demonstragoes dos resultados
desta subsegao, podem ser encontrados em [22].

Um conjunto E C IR™ é de Borel (ou boreliano), se pode ser obtido, par-
tindo dos abertos, por um nuimero enumeravel de aplicagoes das operagoes
de unido, de intersecdo, e de tomar o complementar. Denote por B(IR™), a
coleg¢ao de todos os conjuntos de Borel em IR™ e, dado 2 € B(IR™), defina
B(Q2) ={E € B(IR™); E C Q}, o conjunto dos borelianos em 2.

O conjunto B = B(f) satisfaz as seguintes propriedades:
(a) Se E € B, entao o complementar de E em Q) estd em B, E¢ = Q\E € B.
(b) Se E; € B,i € IN, entdao U2 E; € B.
(c) QeB.

Estas propriedades mostram que B(£2) é uma o—dlgebra. Os elementos
de B(€2) sdo chamados de conjuntos mensurdveis.

(Exercicio: (a) Mostre que E = E\F + ENF ese E, F € B, entao
E\F € Be ENF € B.(b) Sejam E; € B para i € IN. Mostre que N2, E; €
B.)
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Uma medida positiva em §) é uma aplicacio®

p o B(§2)—[0, oc]

com as seguintes propriedades:3
(a) (@) = 0 onde @) denota o conjunto vazio.
(b) (o-aditiva) pu (U2 E;) = Y2, w(E;) se E;NE; = 0, parai,j € IN.

(Exercicio: Mostre que p é mondtona no sentido que E C F implica
w(E) < p(F), em particular, u(E) < u(Q) e, se () for finito, a medida de
qualquer conjunto também o serd).

Exemplo 79 (a) A medida delta de Dirac é dada por:

5(E) :{ 1 se0eF

0 caso contrario.
(b) Considere a seguinte medida na reta:
e(F) = (E N{-n? nc Z+})

onde #(A) é o nimero de elementos de A se, A tem um nidmero finito de
elementos, e 0o caso contrario.*

Exemplo 80 (Medida de Lebesgue) Construimos a seguir a medida de Le-
besgue em IR™, que denotaremos por m. Quando m = 1, 2 ou 3, a medida
m correspondera as nog¢oes usuais de comprimento, area e volume. Um m-
retangulo em IR™ (ou simplesmente um retingulo) é um conjunto da forma

R = (al,bl) X oo X (am,bm), a;, b; € (—OO,—H)O) .

2Devemos operar com oo da seguinte maneira “natural”:

a-0c0=00-a= 00, @ € (0, 00) e
o 1 0,a=0 ’

a+oo=00+a=o00, ac€l0,00)

3Na verdade, néo hé necessidade do dominio de uma medida ser B(Q), basta que seja
uma o-algebra. Mas nao precisamos aqui desta generalidade. O crucial é que a extensao
acima referida da nogdo de volume, dada pela medida de Lebesgue pode ser definida em
B(Q).

4Claramente, as medidas definidas neste exemplo d&o uma nocéo de “tamanho” de
conjuntos mas, evidentemente, ndo coincidem com a nogao usual de “volume” em IR™;
esta extensdo é realisada pela medida de Lebesgue.
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Para estes, definimos
m

m(R) = H(bz — (IZ') .
i=1
Se E'=Uj2, R; onde cada R; ¢ um retangulo e R; N R; = 0, se j # 1, entao
definimos

m(E) = Zm(Rj) .
j=1

Denotaremos por R a familia das uniao enumeraveis de retangulos disjuntos.
Finalmente, se F' é um conjunto qualquer em B(IR™), definimos:

m(F) =inf{m(E); EDF, E€R} .
Uma medida positiva p em €2 é externamente reqular em E se
w(E) = inf{u(A); A D E, A aberto} ,
é internamente reqular em E se
w(E) = sup{u(K); K C E, K compacto}

e, é reqular em F se for externa e internamente regular em E. Se u é regular
em todos os conjuntos de Borel em €2, entao u é chamada de regular.

(Exercicio: Mostre que se p é regular em E, entao dado € > 0 arbitrario,
existem um compacto K e um aberto A tais que K C E C Ae u(A) —e <
u(E) < w(K) +e).

Definicao 81 Uma medida positiva ¢ wma medida de Radon positiva se é
reqular e finita nos conjuntos compactos. Serd medida de Radon positiva
finita se, adicionalmente, for finita para todos os conjuntos de Borel.

Exemplo 79a é uma medida de Radon positiva finita e as do item b e do
Exemplo 80 sao apenas medidas de Radon positivas. Seja € B(IR™) um
conjunto limitado. Como B(€2) C B(/R™) podemos considerar a medida de
Lebesgue restrita a B(2). Esta serd uma medida de Radon positiva finita.

Denotaremos por M () o conjunto das medidas de Radon positivas
finitas em €, por Prob(Q)= {u € MT(Q); u(Q) = 1}, o conjunto das
medidas de probabilidade e por M () = {u = p1 — p2; p1,p2 € MT(Q)}, o
conjunto das medidas de Radon (com sinal).

Uma medida de Radon p é nula em N € B(2)

se u(F) = 0, para todo F € B(f2), com F C N. Duas medidas de Radon
(1 € pe sao mutuamente singulares (ou py é singular com respeito a 2, ou
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vice-versa), se existem conjuntos Ni, No € B({2), complementares em (2,
tais que pp se anula em N7 e o se anula em Ny. Expressamos esta relagao
por pLps.

Teorema 82 Se p é uma medida de Radon (com sinal), entao existe um
tinico par (ut, ) de medidas de Radon positivas, mutuamente singulares,
decompondo p no sentido que

po=pt—p (9.4)

As medidas T e p~ sao denominadas as wvariacoes positiva e negativa
de e, equacdo 9.4 d4 a Decomposicio de Jordan de p. ° A wariacdio total
de p, é a medida positiva || dada por |u| = p* + ™.

Seja Q um aberto. Dada p € M1 (), denote por A, a uniao de todos
os abertos onde p é nula e, defina o suporte de p, suppp = Q\A. Dada
v e M(Q), o suporte de v é a uniao do suporte de suas variagdes positiva e
negativa, ou seja, suppr = suppr™ U suppr .

Exercicio 83 Mostre que se as medidas p1 e pg tém suportes disjuntos,
suppry N suppry = 0,

entao pylpe. Mostre que o reciproco nao é verdadeiro, isto €, exiba uy e uo
tais que, p1l o mas
suppry N suppry # 0.

Integracgao

Uma funcao real f definida em Q é mensurdvel em B(£2) se os conjuntos da
forma f~!([a,b)), com a e b arbitrarios, forem conjuntos mensuraveis, isto é,
pertengam a B(2). E’ facil ver que toda funcao continua é mensurédvel. Se f
¢ mensuravel, o mesmo vale para fT e f~, as partes positiva e negativa da
funcao f, (veja definicdo na nota de rodapé a pagina 130). Sejam E;, 1 <
1 < n subconjuntos mensuraveis. Uma funcao da forma

s(x) =) cixp, (@)
i=1

onde ¢; sao constantes e x, ¢ a funcao caracteristica de £;, é chamada de
1
funcao simples. Estas sao mensuraveis. E’ possivel mostrar que, dada uma

5 Esta decomposicio é ansloga & decomposicio de uma funcio f em suas partes positiva
e negativa, f(z) = f*(z) = f~(z) onde f*(x) = max{f(z),0} e f~ () = — min{f(x),0}.
De fato, veja Exemplo 84.
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funcado f definida em 2, mensurdvel e ndo-negativa, existe uma sequéncia
de fungoes simples, tal que: f,(x) < f(x), para todo x € Q e,

fn(®) = f(z) quandon — oo,

onde — denota convergéncia em IR, para cada x € 2, (convergéncia pon-
tual).

Seja p uma medida positiva regular. Dadas s, uma funcao simples, e F,
um subconjunto de €2, define-se

n
I,(s) = > cp(ENE)
i=1
Dada f, uma funcao mensuravel nao negativa, define-se a integral de f com
respeito a medida p no conjunto E € B(Q2), pela expressao do lado direito
da férmula abaixo:

/Ef(a:) du(x) = sup{I,(s); ssimples com 0 <s < f} .

Observe que o lado direito da expressao acima pode ser infinito. (O lado es-
querdo ¢é apenas notacao, em particular, du nao tem significado. No entanto,
sua presenga indica que a medida sendo usada é p). Se p é m, a medida de
Lebesgue, a integral acima é a integral de Lebesgue da funcao f em E. Se
f for, por exemplo, uma funcao continua de suporte compacto, as integrais
de Riemann e de Lebesgue coincidem. O leitor deve se convencer de que,
intuitivamente, a “definicao” dada na subsecao anterior coincide com esta.

Sejam f, uma funcao mensuravel qualquer, e p, uma medida de Radon
em M (). Diz-se que f é integrdvel com respeito a medida p, se,

[ 1@l diul(@) < oo
Q

e, denota-se, f € LY(Q, ). Neste caso, define-se a integral de f com respeito
a i no conjunto E:

| i@ du@) = [ rH@)dut @)+ [ f (@) (@)
- [ Fr@dr @ - [ 1@t @),
E E

Notamos que cada uma das quatro integrais do lado direito da expressao
acima fazem sentido, pois envolvem integrais de fungoes positivas com re-
lacdo a medidas positivas e, cada uma delas é finita pois limitadas por
Jo |f(@)] d|p|(x), donde o lado direito estd bem definido.
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(Exercicio: Mostre que:

[l <171 ([ dial) . vE. vr e Be@) )

Dadas € M(Q) e f € LY(Q, i), define-se uma nova medida de Radon
(verifique), aqui denotada por fu, (por vezes, denotada por f du), dada por:

fu) = [ 1@ duta) -

Exemplo 84 Dada g € £L}(JR™, m) uma funcio integravel com respeito a
medida de Lebesgue, defina p4, uma medida de Radon, pela férmula:

1) = [ g(@)dm(a) .

isto 6, 1y = gm. Dada f € CJ(IR™), é facil verificar que

frpedlpp— e pp = prpe — g

donde (g s+, ps-) é o par correspondente a medida pf, definido pelo Teo-
rema 82. Além disso, || = pg-

Enunciado do Teorema da Representagao de Riesz-Markov e
Exemplos

Seja 2 um subconjunto de IR™. Diz-se que uma funcao f se anula no infinito
se, dado € > 0 arbitrario, existir um compacto C' C 2 tal que |f(x)| < ¢,
para todo & em Q\C. Definimos C% (2), o conjunto das fungdes continuas
que se anulam no infinito; C%, (£2) munido com a norma do sup é um espago
de Banach.

Exercicio 85 (a) Mostre que C% ((0,1)) c €% ([0,1]), isto é, dado g em
C% ((0,1)) mostre que existe uma extensido de g, denotada por g, tal que
g é um elemento de C% ([0,1]) e, que a aplicacio g — ¢ é injetora. Por
outro lado, exiba f em C2, ([0,1]) tal que sua restricdo a (0, 1) ndo pertence
a CL, ((0,1)).
(b) Dado um compacto K, verifique que

Co% (K) =Cy(K) = BC(K) = C(K)
(c) Dado um aberto 2, mostre que

Co (Q) c () c BC(Q) c ()

Dé fungoes definidas em ©Q = (0,1) mostrando que as inclusoes acima sao
estritas.
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O dual de C%, (2), denotado por [C, (92)]* é o conjunto dos funcionais
lineares continuos em C%, (), ou seja, a € [CL, (2)]* se e s6 se,

(@, fn) = (@ foo) , quandon — oo
unif
para toda a sequéncia {f,} e fo em C2 () tais que f,—— foo. Aqui, como
no caso de distribuigdes, {(a, f) denota o valor do funcional o em f. Devido
a linearidade, para a verificagdo da continuidade de «, bastam as sequéncias
em C% (Q) convergindo uniformemente a zero.
Seja 2 um conjunto aberto ou fechado em IR"™. Pode-se mostrar que

M(Q) C [c, ()]

no seguinte sentido: dada uma medida de Radon v € M(Q2), definimos um
funcional linear, ainda denotado por v, em C%, (2) pela férmula abaixo

(v, g) = /Qg(y)dV(y)Ng e Cl ().

Usando as propriedades da integral, nao é dificil mostrar que este funcional
linear é continuo.

(Como exemplo, se v for igual a ¢, a medida de Dirac, o funcional linear
associado serd C%, (IR?) > g — ¢(0) € R.)

Reciprocamente, dado um funcional linear continuo [ € [C% (Q)]*, é
possivel mostrar que existe uma tnica medida de Radon a € M () tal que

(9) = | gl@)daa). Vg .

Resumimos este resultado, que é conhecido como Teorema da Representacao
de Riesz-Markov, abaixo:

Teorema 86 (Riesz-Markov)® Dado Q, um subconjunto aberto ou fechado
de IR™, temos que: M(2) = [C% (Q)]*.

Usando este Teorema, notamos que é possivel definir-se uma medida a-
través de sua atuacao em C%, , isto é, dando-se um funcional linear continuo
em C%, . Faremos uso deste fato.

Exercicio 87 Dados (2, um aberto em IR™ e g, uma funcio em C%, (),
mostre que a extensao de g dada por

oo () se xe
g(m)—{g se x € R™\Q

Consulte [22, 51].
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pertence a C2 (IR™). A aplicagdo
i: CL(Q) — C% (IR™)
g = g =g
é injetora e portanto, C%, () pode ser considerado um subconjunto de
C% (IR™). Assim dado pu em M (IR™) restringindo-se sua atuacio a C%, (Q2),
define-se ai um funcional linear; denote-o ainda por p e mostre que u €

M (). Resulta que M (IR™) C M(2).

Exemplo 88 O leitor deve verificar que os funcionais lineares apresentados
a seguir sdo continuos em C2. ; pelo Teorema de Riesz-Markov, de novo,
definem medidas de Radon. Além disso, generalizam a medida de Dirac.
Sao singulares com respeito a medida de Lebesgue.

(a) (Dimensao zero) Medida nao uniforme sobre os pontos {hq,...,hx}:
N
(A,g9) = > ajg(hy), VgecCl (IR?) .
j=1

Os numeros reais aq,...,ay, nao todos iguais, sdo os pesos.

(b) (Dimensdo um) Medida uniforme sobre uma curva: seja ¢ : [0, 1]—IR3
uma funcao injetora e diferenciavel e, denote por C, a curva determinada
pela imagem de ¢, (C' = ¢([0, 1])). Defina a medida:

(K,g9) = /Cglcdl

= [ atetsn|

onde f|, denota a restrigao da funcao f ao conjunto A e dl denota o elemento
de comprimento da curva.

ds, Vg € C, (IR%),

(¢) (Dimensao um) Medida nao uniforme sobre uma curva: seja a uma
fungao nao constante em C°([0, 1]); define-se a medida

(Neg) = [ glead
C

1
= [ glet)ats)
0

Observagao: Assuma que |c(s)| = 1 para todo s em [0, 1]. Entao pode-
mos, analogamente, definir uma medida em S? = {x € IR?| || = 1},

de

E(S) ds, Vg € CO (IR%).

de

—=(s)

I ds, Vg € C% (8?%) =C(S?).

Nog) = [ olels)ats)
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(d) (Dimensao dois) Medida nao uniforme sobre uma superficie: seja u uma
funcdo injetora em C'([0, 1] x [0, 1], IR?), cuja imagem define uma superficie
M e seja a uma funcio “peso” em C°([0,1] x [0,1]). Define-se uma medida
em IR? através da férmula:

(K,9) = /glMdS
ou 8u

- // 81782 (81782) 881 882

onde dS denota o elemento de area da superficie.

d81 d82 s

(e) (Dimensao dois) A medida uniforme sobre a esfera unitéaria é dada por:
W) = [, olads

= / / g(cos Osen ¢, sen O sen ¢, cos ¢) sen ¢ df de
0 -7

onde ¢ e 0 sao, respectivamente, os angulos de longitude e de latitude da
esfera.

Observacio: E’ claro que a medida U pode ser definida em C%(S?). Além
disso, pode se construir uma medida nao uniforme a partir de U, para tanto
basta multiplicar o integrando na integral acima por uma funcdo peso nao
constante.

Exercicio 89 (Medidas sdo Distribuices)” Dados um aberto  em IR™ e
p uma medida em M(£2), defina o funcional i, em C§° (©2) pela férmula

(i 0) = [ S@)duy), Yo € RO (9.5)
Mostre que i, é uma distribui¢ao pertencente a D’(£2). Mostre ainda que a
aplicacao
i: M(Q) — D(Q)
o

com i, definido em (9.5), é injetora e, portanto, podemos considerar M (2)
como um subconjunto de D’(Q). ® Denotaremos a distribuicio 1, POT [
apenas.

"Compare com o primeiro pardgrafo desta secio.
8Pode assumir que C§° () é denso em CY, (), isto é, dado ¢ € C% (Q), existe
sequéncia {¢n} tal que,
unif
¢n——¢, quando n — oo .

Use o Teorema de Riesz-Markov.
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A este respeito vale comparar as nogoes de mutuamente singulares e de
distribuigoes com suportes disjuntos. Especificamente, verifique o seguinte
resultado: Dadas i, v € M(£2) mostre que se suppi,Nsuppi, = (), entao puLv.
(Dica: Use Exercicio 83, Teorema de Riesz-Markov e densidade de C3° em

Co )

9.3 Solucoes Generalizadas

Seja Q2 um aberto limitado em IR x (0, +00). Dada uma sequéncia de fungoes
{v} satisfazendo a condigao 8.1, é possivel mostrar-se (mas nao o faremos
aqui) que existem uma subsequéncia de v¢ (ainda denotada por v), uma

funcdo v° em L?OC, e uma distribuicdo 7' € D’ tais que’
€ o’ 0
v¢ — v e (9.6)
€ € D,
v'evt — T, (9.7)

ou seja,

(v, 0) = (v.0) Vo€ PR e
(v @ v, @) — (T, ®) VP € C5 (, IR ® IR?)

Definicao 90 Considere uma sequéncia de fungoes {v} satisfazendo con-
di¢do 8.1. A funcdo v° definida a partir da sequéncia v¢ como em (9.6) é
solucao generalizada de DiPerna-Majda da equacao de Euler para um fluido
incompressivel se satisfaz a lei generalizada de conservagao do momento,
isto €, se

(v, ¢ ) + (T, V) =0 V¢ € C°(QIR®) comdivg =0, (98)

onde T € definido em (9.7), e se v for incompressivel no sentido das dis-
tribuicoes.

Temos entao o seguinte resultado:

Proposicao 91 Seja {v°} sequéncia de solugoes fracas de Leray-Hopf da
equacdo de Euler para um fluido incompressivel satisfazendo adicionalmen-
te (8.1). Entdo o campo de velocidades v° dado em (9.6) é solugdo genera-
lizada de DiPerna-Majda da equacao de Euler.

9Isto decorre dos Teoremas de Banach-Alaoglu, de Riesz, e de Riesz-Markov que séo
expostos em, por exemplo, [51].
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Demonstragao A lei generalizada de conservacao do momento é satis-
feita e a verificagao é imediata a partir de (9.6) e de (9.7), uma vez que v°
é solugao fraca da equagao de Euler. Além disso, é facil mostrar que (9.7)
implica

Dl
divv® —  divo®

Da convergéncia acima e da incompressibilidade de v¢, segue-se a de v°. m

Como casos particulares em que esta Proposicao se aplica, temos as
sequéncias de solugoes exibindo persisténcia de oscilacoes e desenvolvimento
de concentracoes, do capitulo anterior. Um exemplo mais simples é fornecido
por uma sequéncia constante v¢ = v onde v é uma solugao fraca de Leray-
Hopf. Neste caso, v° = v e T = v ® v, e conclui-se da Proposicdo que
v é uma solucao generalizada de DiPerna-Majda. H& aqui uma quebra
com a “tradicao”. Nao mais é verdade que um campo de velocidades em
Elzoc serd solucao generalizada se e somente se for solucao fraca, uma vez
que, o campo de vetores limite do exemplo de persisténcia de oscilagoes do
capitulo anterior, é diferenciavel e é solucao generalizada mas nao é solucao
fraca (nem cléssica).

Estrutura das Solugoes Generalizadas

Dada uma sequéncia satisfazendo (8.1) é ainda verdade que existe uma sub-
sequéncia que, além de satisfazer (9.6) e (9.7), satisfaz
D/
P — v
onde v pertence a M1 ().
Mais vale. Seja H € C°(S?, IR? ® IR?),
v v
Hv) = —®—.
o] |v]
(E’ claro que sao desnecessarios os denominadores |v| na expressao acima
uma vez que |v| = 1 parav em §?). Se " é uma medida em M (S?), denota-se
por (I', H) a matriz

(r.H) = [ H@)dw)

Entdo, existe uma familia de medidas de probabilidade definidas em S2, pa-
rametrizada pelos pontos do espago-tempo, (veja Figura 9.2), representando
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Figura 9.2: Fibrado trivial de esferas.

T no seguinte sentido'?: Para cada (z,t) € Q existe Ay € Prob(S?) tal
que

T = <A(.7.),H> dv
isto é,
(T,8) — /Q<A(m),H>:@(w,t)dz/(a:,t)

_ /Q( B H(v)dA(m)(v)) L B(z, t) dv(z, 1)

Fixe (x,t). Em linguagem de probabilidade, <A(I7t), H >, dada pela inte-
gral entre paréntesis acima, é o valor esperado da varidvel aleatéria (matri-
cial) H, para a medida de probabilidade A, 4 € Prob(S?), no ponto (x,t)
do espago-tempo. Denote a familia A, 4, com (z,t) € Q por A.

Finalmente, usando Proposicio 62, concluimos que v° é solucdo de Di-
Perna-Majda da equacao de Euler se, no sentido das distribuigoes,

p%vo + pDiv ((A, H) dv) +Vp =0, dive®

0Fste resultado é provado em [15]; é uma generalizagdo do Teorema da Medida Pa-
rametrizada de Young. O Teorema de Young trata da representagdo do limite fraco da
sequéncia de fungoes obtida da composi¢ao de uma fungao nao-linear com uma sequéncia
de fungoes limitadas na norma do sup. A generalizagdo considera sequéncias obtidas da
composicio de funcdes néo lineares com sequéncias de funcdes limitadas em £2.
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para alguma distribuicao p.
Na préxima subsecdo escrevemos as triplas (v°, v, A) correspondentes as
sequéncias de solugoes da equagao de Euler do capitulo anterior.

Exemplos

E’ facil verificar que a estrutura detalhada das solugoes de Leray-Hopf é
como a seguir,

Y = v, dy(m,t) = |U(m,t)|2 dedt e A(x’t) = 5(1](17)5)/‘71(17,5)‘)
onde 85, com h em S?, denota a medida de Dirac em h, a medida de
probabilidade para a qual h ocorre com probabilidade 1, isto é,

(6p,9) = g(h) Vg€ C'(S?)

FEm situagbes mais complexas, o tensor da forca inercial, que é propor-
cional a T, (de fato igual a —pT'), tem também estrutura mais complexa.
Vejamos isto no exemplo de intensificacao de oscilagoes no limite, do capitulo
anterior. Nesta situagao o campo de velocidades limite v° foi dado em (8.6)
e temos que,

dv = eo(x,t)dxdt

onde ¢ foi obtido em (8.8). Fixado (x,t) € 2, a medida de probabilidade
Az, ¢ andloga a do Exemplo 88c, onde, desta vez, a curva u e o peso a,
parametrizados por z € [0, 1], sdo dados, respectivamente, por

v(x,t,2)
u®2) = Lol ©
t 2

U ]

|uz(m, t) Z)| €0

com v definido em (8.4) e, tem-se que

ou
a(m,t, z)| dz.

1
Lf@araoe = [ ru@t)a@)

Notamos neste exemplo a indefinicdo da direcao do vetor velocidade limite,
no que diz respeito a sua influéncia sobre a forga inercial, uma vez que A,
nao é mais a distribuicao de Dirac num ponto.

O aparecimento de concentracdo num ponto, presente no exemplo do
capitulo anterior, exibe um comportamento semelhante no que diz respeito a
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“dispersao” da probabilidade na esfera unitaria. Tratando-se de um exemplo
bidimensional, a esfera aqui se trata do circulo unitario. A distribuicao
limite da velocidade é v° = 0, e a de |v¢|? é v = §y. Temos ainda que A, é a
medida de probabilidade uniformemente distribuida no circulo unitério S*;
seja ¢(0) = (cos B, sen ), entao,

. fw)dAy(v) = /_Zf(cos@, sen 0) % ,

ou seja, dA, = df /2.

9.4 Ultima Secao

Abrimos aqui um paréntese para contar uma anedota: Quando Einstein
morreu e foi para o Paraiso, ele perguntou ao Artifice acerca da Teoria da
Grande Unificacao (GUT). O Grande Equacionista desvendou uma bela teo-
ria e rapidamente a sala de semindrios celestial estava repleta de férmulas
harmoniosas. Encorajado por aquela resposta divina, Einstein entao pergun-
tou acerca da Teoria da Turbuléncia. Repentinamente, a sala de seminarios
escureceu e uma voz trovejante ordenou a alma impudente a se retirar ime-
diatamente.

O estudo de fenomenos de Turbuléncia em Fluidos e em outras partes
da Fisica, é uma &area de pesquisa onde tem havido intensa atividade ao
longo das tultimas décadas, (veja [17]), tendo motivado desenvolvimentos
em outras areas. Em particular, a motivagao inicial para a introducao da
equacao de Burgers e da equacao de Lorenz, exemplos muito estudados, res-
pectivamente, nas areas de Sistemas de Leis de Conservacao Hiperbdlica,
(veja [35]), e Sistemas Dinamicos (veja [49]), foi a possibilidade de conside-
rar modelos mais simples que ainda exibissem comportamento complexo e
algumas das propriedades da Turbuléncia em Fluidos. Alids, estas equagoes
sao simplificagoes, (respectivamente dimensional, e espectral), das equagoes
de Navier-Stokes.

A complexidade do movimento de fluidos, em especial, os desdobramen-
tos de situacdes instdveis,'! exibindo variacoes repentinas da velocidade no
tempo e no espago, deixa antever as dificuldades de entendimento tedrico a
da obtencao de solugées numéricas, com boa precisao, em tais casos.

Estes Cendrios Turbulentos sao bastante comuns em fluxos reais. Se-
gundo Lugt [40, pdg. 120], as caracteristicas fundamentais de Turbuléncia
sa0:

"Veja, por exemplo, [61], [40], [11] e [34].
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(a) Turbuléncia é um movimento irregular de um fluido no qual quantidades
fisicas como a velocidade e a pressao oscilam no espaco e no tempo.

(b) Turbuléncia é um processo de troca, o qual é muitas vezes mais réapido
do que a difusdo da vorticidade num fluxo “laminar”.

(¢) Energia é transportada, em geral, de grandes redemoinhos para peque-
nos.

(d) Turbuléncia nao é um processo puramente estatistico, uma vez que

estruturas coerentes de vorticidade, de longa duragao, existem dentro
dela.

Antecedendo uma resolugao turbulenta de um fluxo ha usualmente pre-
sente uma discrepancia nas intensidades das varias forcas presentes, (forcas
de viscosidade, de pressao, externa e “forca inercial”), criando uma situagao
instavel. (Consulte [40]). A “harmonizacao” de tal situagao “conflitante” se
da, entao, através do surgimento de “Turbuléncia’”.

Cré-se que a “harmonizacao” propiciada pela Turbuléncia seja um pro-
cesso no qual as leis fundamentais de conservacao para o movimento de
fluidos nao sejam violadas.

A nocao de solugao Diperna-Majda da Equacao de Euler incompressivel
foi introduzida com o intuito de dar conta da complexidade de fendomenos
exibidos por sequéncias de solugoes da Equacao de Euler e para, possivel-
mente, abranger fendmenos turbulentos. J4 mencionamos anteriormente e
repetimos por énfase, que esta nogao aceita como solucao da Equacao de Eu-
ler, limites de regularizac¢oes desta mesma equacao. (Como, por exemplo, a
regularizacao dada pela Equagao de Navier-Stokes quando a viscosidade vai
a zero, ou uma regularizacao por discretizacao numérica quando o parametro
de discretizagao vai a zero). Além disto, esta nocao de solugao é centrada
na idéia de manter vdlide uma Lei apropriada de Conservacdo do Momento
e a continuidade das variaveis fisicas, em particular da energia cinética e do
momento, no limite.
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Apéndice A

EDPs lineares de 1% ordem

Consideramos neste Apéndice o problema de Cauchy para uma equagao di-
ferencial parcial linear de primeira ordem:

a(x,y)ux + b(x‘,y)u — C(:E,y)u + d(.l?,y)
{ u(y(s)) = uo(s) ! _ (A.1)

Sao dadas as funcoes reais derivaveis a, b, ¢ e d, definidas em IR?, ou em
um aberto de IR?; uma curva derivavel v(s) = (71(s),72(s)); e uma fungio
real derivavel ug(s), o parametro s variando em um intervalo, limitado ou
ilimitado. Uma solucao de (A.1) é uma fungao derivével u que satisfaca
a equagao diferencial e assuma o valor prescrito ug(s) sobre a curva dada
~(s). Como caso particular, quando y = t denota o tempo e a curva inicial
~Y(s) = (s,0) é o eixo dos z, temos um problema de valor inicial.

Suponha que exista uma solu¢ao u(x,y) de (A.1). Pode-se obter in-
formacgoes muito tteis a respeito de u através do estudo das curvas integrais
do campo vetorial (a(z,y),b(z,y)), ou seja, das curvas (z(7),y(7)) que sa-
tisfazem o sistema de equagoes diferenciais ordinarias

Tais curvas sao denominadas curvas caracteristicas da equacao diferencial
parcial em (A.1).

Dadas uma solucao u(z,y) e uma curva caracteristica (z(7),y(7)), cal-
culemos a derivada em relagao a 7 da fungao composta u(x(7), y(7)), usando
a regra da cadeia:

——u(@(7),y(7)) = 2'(T)ua((7),y(7)) + ¥ (T)uy((7),y(7))

143



144 APENDICE A. EDPS LINEARES DE 14 ORDEM

cons imisial
W,

Figura A.1: Curva inicial e curvas caracteristicas

Como (z(7),y(7)) é uma curva caracteristica, o lado direito da equagao
anterior é igual a

a(a(7),y(T))uz (x(7),y(1)) + b(2(7), y(7))uy (x(7),y(7))

que ¢é igual, devido ao fato de u ser solugdo da EDP em (A.1), a

c(x(r), y(r)u(z(r), y(1)) + d(x(1),y(7)) (A.2)

Vemos entdao que u?(7) = u(x(7),y(r)) satisfaz a equacdo diferencial or-
dinaria

duf

-
onde g(7) denota a funcao dada em (A.2). Isto implica que o valor de u
fica determinado ao longo de toda uma curva caracteristica, desde que se
conheca o valor de u em apenas um ponto da curva. Para tanto, basta se
resolver um problema de valor inicial para a equacao diferencial ordindria
em (A.3).

Podemos levar esta idéia mais adiante e obter um método que nos per-
mitird obter explicitamente a solugéao u. Suponhamos que a curva inicial seja
cortada nao-tangencialmente em todos seus pontos por curvas caracteristicas
(veja a Figura A.1). Esta hipdtese é expressa pela inequagao:

= g(1) (A.3)

N($)b(n(s),72(s)) # Yals)a(r1(s),72(5)) , paratodo s . (A4)

De fato, (A.4) significa que o vetor tangente & curva inicial é nao-paralelo
ao campo vetorial (a,b) em todos os pontos da curva v(s).
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As curvas caracteristicas que cortam - podem ser obtidas resolvendo-se
a familia de problemas de valor inicial abaixo (com condigao inicial depen-

dendo do paramentro s):
v’ =a(z,y) 2(0,5) = 71(s)
{ Y =boy)  y(0,5) = als) (45)

O valor de u(r, s) = u(z(7, s),y(7,s)) é entao obtido resolvendo-se a familia
de problemas de valor inicial

{ u'(r,s) = c(z(r,s),y(r,s))u + d(z(r,s),y(r,s)) (A6)

u(0,5) = uo(s) ’

onde u/(7, s) denota a derivada em relagdo a 7 de u(7,s), para cada s fixo.
Invertendo a aplicacao

(1,8) — (x(7,5),y(7,5)) (A7)

obtemos (7,s) como fungao de (x,y). Substituindo esta fungao na solugao
u(7, s) de (A.6), obtemos entao a solugao de (A.1) dada por

w(@,y) = u(r(z,y),s(,y)) (A.8)

Que a aplicagdo em (A.7) pode, de fato, ser invertida, é consequéncia de
(A.4) e do Teorema da Fungao Inversa.

Note que os argumentos que usamos até agora pressupoem a existéncia da
solucdo de (A.1), que entao, sob a hipétese (A.4), deve necessariamente ser
dada por (A.8). Reciprocamente, sabe-se da teoria das equagoes diferenciais
ordindrias [55] que as solugoes de uma familia de problemas de valor ini-
cial, dependendo diferenciavelmente de um parametro, definem uma funcao
derivavel também em relagao ao parametro. Este resultado, aplicado ao sis-
tema formado por (A.5) e (A.6), permite demonstrar também a existéncia
da solugao de (A.1), dada por (A.8). O leitor interessado nos detalhes deve
consultar [30] ou [57].

Exemplo 92 Resolvamos o problema de valor inicial
ug + $2Uz =0
u(z,0) = wuo(x)

Aqui a curva inicial é dada por v(s) = (s,0) e o campo caracteristico
por (z2,1). A condicio (A.4) é entdo satisfeita. As curvas caracteristicas
sao obtidas resolvendo-se o sistema

r = 22 z(0,8) = s
t'=1 t(0,s) =0 |,
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o que da:
S

CsT+1
Note que as curvas caracteristicas neste exemplo sao hipérboles (desenhe
figura). Podemos obter explicitamente 7 e s em fungao de x e t, dando:

x(1,s) = t(r,s) =1

X

=1 = — A9
T T e (4.9)
A equagao (A.6) para este exemplo resume-se a
d
d—:_L =0 u(0,s) = up(s) ,
que é resolvida por
u(r,s) = wo(s) . (A.10)

Substituindo (A.9) em (A.10), obtemos:

e = (-

(Verifique diretamente por substituigdo que a expressdo acima define, de
fato, uma solucdo do problema.)

Exemplo 93 Dada uma funcdo homogénea de grau n, isto é, uma funcao
u satisfazendo a equacgao

u(te,ty) = t"u(z,y), paratodo x, y, t,

é facil ver que ela satisfaz a equacao diferencial parcial em (A.11), conhe-
cida como a equacdo de Fuler para funcdes homogéneas. Resolvendo um
problema de Cauchy com dado inicial sobre um circulo centrado na origem,
verificaremos que toda funcao que satisfaz a equacao de Euler é necessaria-
mente homogénea.

Consideremos o problema

TUg + YUy = NU
{ u(cos s, sens) = wug(s) , (A-11)

onde ug é periddica de periodo 27. Os vetores caracteristicos (z,y) sao per-
pendiculares a curva inicial para cada s. As curvas caracteristicas podem ser
obtidas resolvendo-se o sistema

=z x(0,8) = cos s
y =y y(0,s) = sens
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de onde obtemos
x(1,s) =cosse” y(r,s) = sense’ . (A.12)

Observe que as curvas caracteristicas aqui sao semi-retas radiais, para cada
valor de s.
A equagao para u fica

d
% =nu u(0,s) =wug(s),
cuja solucgao é:
u(r,s) = wo(s)e"”

De (A.12), concluimos que s é igual ao angulo 6 das coordenadas polares do
ponto (z,y) e que e = \/x? 4+ y? = r. A solugdo de (A.11) é mais facilmente
descrita, entao, em coordenadas polares:

u(r,0) = uo(f)r"

que é claramente uma funcao homogénea, como queriamos.

Maior niimero de variaveis independentes

Os argumentos que utilizamos para resolver o problema (A.1) também se
aplicam a equagoes em IR"™, do tipo

Zal(m)urz = b(m)u + C(m) )
=1

as curvas caracteristicas sendo as solucoes de
! .
x; = ai(x), i=1,---,n.

O problema de Cauchy é posto prescrevendo-se o valor de u sobre uma
hipersuperficie (superficie parametrizada por n — 1 parametros).

A condigao anéloga a (A.4) é o vetor caracteristico (aq,---,a,) ser nao-
tangente a superficie inicial em cada ponto. Por exemplo, o problema de
valor inicial

ug + a(z,y, t)ug +b(x,y, t)uy = c(z,y,t)u+d(z,y,t)
'LL(.T, Y, 0) = 'LLO(.’L’, y)
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satisfaz esta condigao, pois o vetor caracteristico (a,b,1) nunca é tangente a
hipersuperficie inicial que é o plano t = 0 (parametrizado por (s,r,0)). As

curvas caracteristicas sao dadas pelas solucoes de

' =a(x,y,t) z(0,s,7) =s
y = b(x,y,t) y(0,8,7) =7
=1 t(0,s,7) =0

e a equagéo para u se escreve commo

v = c(z,y,hu+d(x,y,t) u(0,s,m) =uo(s,r)



Apeéndice B

A Equacao do Calor

Iremos delinear as etapas que devem ser levadas a cabo na verificacao que a

funcao u definida por u(zx,0) = f(x), para x € IR™ e,

u(x,t) = (4mt) "2 / e_(‘z;?‘Q) fly)dy, t>0, z € R™,

m

¢é solucgao classica do PVI para a equacgao do calor em IR™:

u = Au em R™ x (0, 00)
u(x,0) = f(x) em R™

onde f pertence a BC(IR™).

(B.1)

(B.2)

Definicao 94 Uma func¢do u € solucdo cldssica do PVI para a equac¢do do

calor se satisfaz a condicao de regularidade,
u € BC(IR™ x [0,00)) N C?(IR™ x (0, 00)),
e satisfaz (B.2) pontualmente. !

Definimos o ntcleo do calor em IR™:

1 _le2
Km(m,t) = W e 4t

'Notamos que se v(x,t) = 0 para todo t > 0 e v(z,0) = f(x) entdo v satisfaz o
PVI (B.2). Nao é contudo solugao cldssica pois a condi¢ao de regularidade nao é satisfeita,
o que é afortunado, uma vez que v néo reflete o comportamento fisico da condugéo do

calor.
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Repare que, para t > 0, podemos escrever u definido em (B.1), fazendo a
convolugao do nicleo do calor com a condicao inicial f,

u@.t) = [ Knl@—y.0f@)dy . (B.3)

Evidentemente, as trés condicGes necessarias para que u seja solucao
classica do PVI sao que u satisfaga (a) a equacao de evolugao, (b) a condigao
inicial e (c) a condigao de regularidade. Verificagdo da condic@o a é proposta
no proximo exercicio.

Exercicio 95 Mostre que

<% = A) Kp(x,t) =0em R™ x (0,00).

e use este resultado para mostrar que u definido em (B.2) satisfaz a equacao
de evolucdo do calor?.

E’ imediatamente verificado que condicao b é satisfeita. A nogao de
sequéncia de Dirac, desenvolvida no Capitulo 7, é util na verificagdo que

u € CO(R™ x [0,00)),
que é parte da condicao de regularidade. Veja os exercicios subsequentes.

Exercicio 96 Mostre que o nicleo do calor é uma sequéncia de Dirac (em
t), isto 6, 3

Dl
Ky (-,t) — 6, t—0.

2Veja nota de rodapé & pagina 26.
3Dica: Use Exemplo 71 mas primeiramente verifique que:

/ ef‘cc‘2 de = ™2,

Para demonstrar este fato em geral note que :

—+ o0 “+ o0
/ 1T g (/ emﬁdm) (/ o loml? dm,ﬂ)
+oo 5 m
= (/ e 7| dz) . (B.4)

Além disso, lado esquerdo de (B.4) é facil de calcular se n = 2 desde que usemos coorde-
nadas polares em IRZ.
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Exercicio 97 Mostre que
lim u(a, 1) = f(z) (B.5)

onde u é dado em (B.1). Esta é uma condi¢ao necesséria porém nao suficiente
para u ser continua em IR™ X [0,00). Dé um contra-exemplo.
(Dica: fungao zero + translagao).

Exercicio 98 Seja v = v(x,t) € C° (IR™ x (0,00)) e assuma que

unif

v(-,t) — ¢(+), quando t—0

onde g € C°(IR™). Mostre que a funcio

) v(x,t), t>0
w(m,t)—{ g(x), t=0

é continua.

Se a convergéncia em (B.5) for uniforme, entao por este ltimo exercicio,
termina-se a demonstracao que u, dado em (B.1), é solucao de (B.2). A-
nalisando-se, com cuidado, a prova do Teorema 72, é possivel adapta-la ao
limite em (B.5), para concluir que a convergéncia em (B.5) é uniforme. Faga
isto. (Pode, ao invés, consultar [21]).

Finalmente observamos que, fixada a condicao inicial f, a funcao v dada
pela férmula B.1 é a dnica solugao no sentido da Definigao 94 do PVI para
a equagcao do calor. (Consulte [30, Capitulo 7]).

Exercicio 99 Mostre que se f for uma funcao limitada, entao u(x,t) dada
por (B.3) tende a zero quando t— 4+ oo, uniformemente em .
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