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Podem tentar fazer todas as questoes. Escolherei quatro delas de modo a maximizar a nota.

Questao 1 (2,5 pontos) Decida se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

(1) Um espago topoldgico é discreto se as suas componentes conexas sdo os conjuntos unitérios.
(2) Um espago topoldgico é discreto somente se as suas componentes conexas sao 0s conjuntos unitarios.

(3) Todo conjunto unitdrio em um espago de Hausdorff é fechado e conexo.

Solugao: (1) Falsa. Contra-exemplo: Q com a topologia usual. De fato, suponha que X é um subconjunto
de Q contendo dois elementos distintos a < b. Se x é um irracional tal que a < z < b, entdo (—oo,z) N X > a e
(z,+00) N X 2 b sdo abertos disjuntos e nao-vazios e sua unido é igual a X. Logo X é desconexo. Provamos que todo
conjunto com mais de um elemento é desconexo. Logo, toda componente conexa de QQ tem apenas um elemento. E
Q nao ¢ discreto, pois todo aberto nao-vazio de Q contém todos os racionais de algum intervalo aberto; isto é, todo

aberto de Q ¢ infinito.

(2) Verdadeira. Seja S um subconjunto de um espago discreto contendo dois pontos distintos a e b. Entao
{a} e S\ {a} sdo abertos nado-vazios disjuntos de S cuja unido é igual a S. Logo S néo é conexo. Por outro lado,
os conjuntos unitdrios sempre sdo conexos, em qualquer espago topoldgico (veja item seguinte). Logo os conexos

maximais (=componentes conexas) sdo os conjuntos unitarios.

(3) Verdadeira. Seja X um espago de Hausdorff e  um seu ponto. Dado y # z, existe aberto A tal que
y€ Aex ¢ A (bastava X ser Ty para isso). Isto é A C {x}°. Logo {x}¢ é aberto. Logo {z} é fechado. Além disso,
¢é impossivel escrever um conjunto unitario como uniao disjunta de subconjuntos nao-vazios. Logo, qualquer conjunto

unitario em qualquer espaco topoldgico é conexo.



Questao 2 (2,5 pontos) Decida se s@o verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes (com S e T' denotando subconjuntos

arbitrdrios de um espago topolégico X e barra denotando fecho):

(3) Se S e T sdo fechados em X, entdo S x T é fechado em X x X.

Solugao: (1) Falsa. Tome X = R, S = [0,1) e T = (1,2]. Entao SNT = () (pois SNT = @). Mas
SNT =1[0,1]n1,2] = {1}.

(2) Verdadeira. SUT é um fechado que contém SUT, logo contém S U T. Reciprocamente, se x € S, entdo,
para todo aberto A contendo z, existe y € SN A C (SUT)N A. Logo x € SUT. Analogamente prova-se que T estd
contido em SUT. Daf vem que SUT C SUT, como querfamos.

(3) Verdadeira. Provemos que (S x T)¢ é aberto, se S e T forem fechados. Dado (s,t) € (S xT)% ous &S,
out ¢ T. Suponhamos que s € S (o argumento serd andlogo se t € T'). Como S é fechado, existe aberto A contendo s
e contido no complementar de S. Entao A x X é aberto em X x X, contém (s,t), e satisfaz Ax X C S°x X C (SxT)°.

Isto prova que (S x T)¢ é aberto, como queriamos.



Questao 3 (3 pontos) Dado X um espaco topolégico de Hausdorfl, defina Ax = {(z,z);z € X}.
(a) Mostre que Ax é fechado em X x X.

(b) Se Y é um subespago topoldgico de X, mostre que Ay nem sempre é fechado em X x X.

(¢) Mostre que X é homeomorfo a Ax e conclua que X é conexo se e somente se Ax é conexo.

Solugao: (a) Se (z,y) € Ax, entdo existem abertos disjuntos U 3 x e V' 3 y. Dai, U x V é aberto e contém
(x,y). Temos entao (U x V)N Ax = (), pois, se existisse z € X tal que (z,z) € U x V, U NV néo seria vazio, pois

conteria z. Logo (U x V) C (Ax)¢. Logo o complementar de Ax é aberto, como querfamos.

(b) Tome X =R e Y = (0,1). Entdo Ay = (0,1) x (0,1) nao é fechado em R?. De fato, (0,0) nio pertence

a Ay, mas pertence a fronteira de Ay em R?, j& que (t,t) € Ay para todo t € (0,1).

(¢c) E claro que d : X — Ax, d(x) = (z, ), é uma bijecao. Se U C X é aberto, entdo d(U) = (U x U)N Ay,
que é aberto em Ay. Logo d~! é continua. Dado x € X, seja A aberto em X x X contendo (z,z). Segue da definicio
de topologia produto que existem U e V abertos em X tais que (z,2) € U x V C A. O aberto U' = U NV § tal
que x € U' e d(U’") C A. Isto prova que d é continua em z, para todo « € X. Logo d é continua. Logo d é um

homeomorfismo.

Vimos em sala que se X e Y sao espagos topoldgicos homeomorfos, entao X é conexo se e somente se Y é

conexo. Em particular, como d é homeomorfismo, X é conexo se e somete se Ax é conexo.

Outro argumento: Como d é continua, e fun¢oes continuas mandam conexos em conexos, Ay serda conexo

se X o for. E como d~! é continua, X serd conexo se Ax o for.



Questao 4 (2 pontos) Seja X = {fungdes continuas de R em R} com a topologia induzida pela familia de seminormas

{pa; a > 0}, onde p,(f) = sup{|f(x)|; |z| < a}. Mostre que, para todo tg € R, {f € X; f(to) # 0} é aberto.
Solugao: Seja A = {f € X; f(to) # 0}, e seja g € A. Entéao |g(to)] =9 > 0.

Pela definigao de topologia induzida por uma familia de seminormas,

B={f€X;p.f—g) <d},

onde a = [tg], é aberto. Se f € B, entao

[[f (o)l = 0] = [1f(to)] = lg(to)l| < 1f(to) = g(to)| < pa(f —g) < 4.

Logo 6 — | f(to)| < ||f(to)| — 6| < 0, logo |f(to)| > 0, logo f € A; o que prova que A é aberto.



Questao 5 (3,5 pontos) Seja X =R U {—o00,+00} e seja B a unido da familia de todos os intervalos abertos de R as

familias

By ={(a,+0)U{+0};a e R} e B_ ={(—00,a)U{-x};a € R}.

(a) Mostre que B é base de uma topologia em X.
(b) Mostre que R é denso em X com essa topologia.
(¢) Mostre que a topologia de R visto como subespago topolégico de X coinicide com a usual.

(d) Mostre que uma aplicagao entre dois espagos topolégicos é continua se e somente se a imagem inversa de qualquer

aberto basico é aberta.

(e) Mostre que a fungao f : X — [—1,+1] definida por f(¢t) =t/V1+ 2, set € R, f(+o0) =1e f(—o0) = —1 é um

homeomorfismo.

Solugéo: (a) Seja Z = {intervalos abertos de R}, e seja B = B, UB_ UZ. E ébvio que a unidio de todos os
membros de B é igual a X. Logo, para provar que B é base de uma topologia, é suficiente mostrar que a interseccao

de dois membros de B pertence a B. E imediato verificar que:

A,B€B+:>AQB€B+,

A BeB_=ANBeB_,
AeI,BeB=ANBEeTI,

AeBi,BeB_=ANBel

(lembrando que o vazio é um intervalo aberto). Isso cobre todos os casos.

(b) Todo aberto que contenha +oo contém algum B € B, que tem intersegao nao vazia com R. Todo aberto
que contenha —oo contém algum B € B_, que tem intersecio nao vazia com R. Logo {400, —0o} C R. Logo R = X,

como queriamos.

(c) Seja A C R aberto com a topologia relativa (ou induzida). Entdo existe A’ aberto em X tal que
A= A"NR. Para todo x € A, existe B € B tal que x € BNR C A. Mas BNR é um intervalo aberto (pelo que vimos

no item anterior). Isto prova que A é aberto em R com a topologia usual.

Reciprocamente, todo aberto de R com a topologia usual é uniao de intervalos abertos, que sao abertos em

X. Logo, todo aberto de R com a topologia usual é um aberto de X, e portanto, em particular, é um aberto relativo .

(d) Seja f : X — Y uma aplicac@o entre os espagos topoldgicos X e Y. Se f for continua, entdo a imagem
inversa de qualquer aberto serd aberta; em particular, a imagem inversa de qualquer aberto basico serd aberta.
Reciprocamente, suponha que a imagem inversa de todo aberto bésico seja aberta, e seja A aberto em Y. Entao

A = UA,, cada A sendo um aberto basico. Logo f~1(UAy) = Uf~1(A,) é aberto, como querfamos.



(e) A restrigao de f a R é uma bijecdo entre R e (—1,41). De fato, um cédlculo elementar mostra que, dados
s€(=1,41) et € R, temos:
t
§ = —F/— = = i

ViZ+1 V1—s2

Segue entdo que f é uma bijegdo, com inversa dada por g(s) = s/v1 — s?,se s € (—1,41), g(+1) = +o0 e g(—1) = —c0.

A colegao de todas as intersecgoes de intervalos abertos de R com [—1,+1] forma uma base da topologia de
[-1,+1]. Os membros dessa base é que serao chamados abertos bésicos de [—1,41] no que se segue. Os membros de

B serdao chamados abertos bésicos de X. Adotaremos a seguinte notagao:

(a, +00) U{+0} = (a,4+0] e (—00,a)U{—0} = [-0,a).

Para provar que f é um homeomorfismo, usando o item anterior, é suficiente provar que a imagem por f
de qualquer aberto bdsico de X é um aberto bdsico de [—1,+1]; e que a imagem por g de qualquer aberto bésico de

[—1,4+1] é um aberto bésico de X.

—3/2 >, para todo

A restrigao de f a R é uma fungao continua e estritamente crescente, pois f'(t) = (1+2)
t € R. Segue entao do teorema do valor intermedidrio que a imagem por f de qualquer intervalo aberto (a,b), com a e
b reais, é o intervalo (f(a), f(b)). Como lim;_; f(t) = +1, f((a,+o0]) = (f(a), 1], para todo a € R. (aqui também
precisamos do teorema do valor intermedidrio para concluir que todo numero entre f(a) e 1 pertence a f((a, +00])).

Analogamente, segue de lim;—, o f(t) = —1 que f([—o00,a)) = [—1, f(a)), para todo a € R. Provamos que f(B) é um
aberto bésico de [—1,+1], para todo B € B.

Usando que g = f~ 1, segue do pardgrafo anterior que, para todos a e b em (—1,+1), g((a,b)) = (g(a), g(b)),
g((a,+1]) = (g(a),+x]) e g([-1,a)) = [0, g(a)). Isto é, a imagem de qualquer aberto basico de [—1,+1] por g é

um aberto bésico de X, como queriamos.



