MAT 0317 (TOPOLOGIA) — 1° SEMESTRE DE 2004

LISTA DE PROBLEMAS

Salvo mengao em contrario, M denota um espaco métrico arbitrario e d sua
métrica, e X e Y denotam espagos topoldgicos arbitrarios.

1. ESPACOS METRICOS - DEFINICOES INICIAIS
Definicao 1. O didmetro de X C M é o supremo de {d(z,y); z,y € X }.

Problema 1. Qual o didmetro de {(z,y); 2% +y* < 1} em R? munido da métrica in-
duzida pela norma ||(z,y)||1 = |x|+]|y|? Mesma pergunta para a norma ||(z, y)||ec =

max{|a], [y|}. Dica: Use que [|(z,9)|l1 < VZv/2? + o

Problema 2. Prove que |d(z,z) — d(y, z)| < d(x,y), para todos z, y e z em M.

Problema 3. (a) Mostre que di(x,y) = min{l,d(x,y)}, d2(x,y) = /d(x,y) e
ds(x,y) = d(z,y)/(1 + d(z,y)) também sdo métricas em M.
(b) dy(z,y) = d(x,y)? é sempre uma métrica? H4 casos em que seja?

Problema 4. (a) Seja p : X x X — R uma funcao tal que p(z,x) = 0 e p(z,2) <
p(x,y) + p(z,y), quaisquer que sejam z, y e z em X, e tal que p(z,y) # 0 se x # y.
Mostre que p é uma métrica em X.

(b) Seja p: X x X — R uma fungéo tal que p(z,x) =0 e p(z, 2) < p(z,y) + p(y, 2),
quaisquer que sejam z, y e z em X, e tal que p(z,y) # Ose x # y. E necessariamente
p uma métrica em X?

Problema 5. Mostre que todo espaco métrico finito é discreto.

Definigao 2. Uma aplicagao entre espagos métricos f : M — N é uma imersao
isométrica se d(f(x), f(y)) = d(x,y), Va,y € M. Se, além disso, f é sobrejetora,
diz-se entao que f é uma isometria.

Problema 6. Dé exemplo de uma aplicacio de R em R? que seja uma imersio
isométrica se munirmos R? da métrica induzida pela norma || - ||;, mas ndo se
dermos a R? a métrica induzida pela norma euclideana. Dica: Parametrize o bordo
de um quadrante.

Problema 7. (O Plano Projetivo) Seja S™ = {x € R"™!; |z| = 1}, onde | - | denota
a norma euclidiana (denotada || - ||2 nas aulas de 2 e 4 de margo). Defina entao

P* = {{z,—z}; z € S"},

em:S" =P w(x) ={x,—x}.
(a) Mostre que d(7(z), 7(y)) = min{|x — y|, |x + y|} define uma métrica em P™.
(b) Mostre que, munindo-se S™ da métrica induzida pela distancia euclideana em
Rt 7 restrita a qualquer subconjunto de didmetro menor que /2 é uma imersao
isométrica.
Dica (para o item “a”): Prove e use que, (1) se a < b e ¢ < d, entdo min{a, c} <
min{b, d}; e que (2) min{a + b, a + ¢} = a + min{b, c}.
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Problema 8. (a) Mostre que toda imersao isométrica de R em si préprio é da forma
T — £z + ¢, para alguma constante ¢ € R

(b) Mostre que toda imersao isométrica f : X — R, onde X é um subconjunto de
R com mais de um elemento, se estende de maneira tnica a uma isometria de R em
si proprio.

n

Problema 9. (Os p-ddicos) Seja p um primo. Dado x € Q, defina v,(z) = p~
se © = p"r/s, onde r e s sdo inteiros primos com p, e v,(0) = 0. Mostre que
dp(z,y) = vp(x — y) define uma métrica em Q.

2. CONTINUIDADE E ABERTOS EM ESPAGOS METRICOS

Problema 10. (a) Mostre que uma aplicagao entre espacos métricos f : M — N é
continua em a € M se e somente se, para todo € > 0, existe § > 0, tal que, para
todo x € M com d(x,a) <4, temos d(f(x), f(a)) <e.

(b) Sejam f: M — N e a € M tais que: para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que,
para todo & € M com d(z,a) < 8, temos d(f(z), f(a)) < e. E f necessariamente
continua em a?

Problema 11. Mostre que a métrica dz do Problema 3 é equivalente a d.

Problema 12. Sejam M e N espacos métricos e denotemos por d tanto a métrica
de M quanto a de N. Mostre que

dl((xlﬂxQ)ﬂ (y17y2)) = d($17y1) + d(xZa y2)7
do((z1,22), (y1,92)) = \/d($17y1)2 + d(z2,y2)?

doo (21, 22), (41, y2)) = max{d(z1, 1), d(22,2)}
definem métricas equivalentes no produto cartesiano M x N.

Definicao 3. Diz-se que uma funcao continua definida em R, a valores reais ou
complexos, tem suporte compacto se o conjunto {z € R; f(x) # 0} é limitado.
Denotemos nesta lista por C.(R) o espago vetorial real que consiste de todas as
fungoes continuas de R em R que tenham suporte compacto.

Problema 13. Denote por E;, i = 1, 2 ou oo, o espaco métrico que se obtém
munindo-se C.(R) da métrica induzida pela norma || - ||;,

—+o00 —+oo 1/2
I1f]lx =/ |f(@)lde, | f]l2 = </ If(t)Zdt> e || flloe = sup{|f(¥)[;t € R}.
(a) Mostre que a identidade em C.(R), vista como aplicacdo entre E; e Ej;, é
descontinua em 0 se ¢ # j.

(b) Seja B; a bola aberta em E; de raio unitério e centro na origem. Mostre que,
se i # j, entao B; nao é um conjunto aberto de Ej.

(c) Dada f € C.(R), defina @ : C.(R) — R por ®(g) = [ f(x)g(x)de. Mostre que
® é continua em F;, para i = 1,2 ou co. Mostre que {g; ®(g) > 0} é aberto em E;,
e ¢ diferente do espago todo e do vazio, para i = 1,2 ou oco.

Problema 14. O espago vetorial X = C[a,b] (fungdes continuas, a valores reais,
definidas no intervalo fechado [a,b], com a e b reais e a < b) pode ser munido

das normas [|f|li = [}/ [f(Dldt, ||fll> = (f, [F(®)2d6)/* e ||flloo = sup{|f(t)]:t €



[a,b]}. Denote por E;, i = 1, 2 ou 0o, 0 espago métrico que se obtém munindo X

da métrica induzida por || - ||;. Mostre que a aplicagao
E;, — E;
fo—
é continua se i = oo, ou se (i,7) = (2,1); e é descontinua em 0 para os cinco

demais casos. Dica: Para cuidar do caso (i,7) = (2,1) aplique a desigualdade de
b
Cauchy-Schwartz | [ )] < [|8]]2[[¢]|2 com ¢ = |f — gl e ¥ = [f +g].

3. ESPAGOS TOPOLOGICOS - DEFINIGOES INICTIAIS

Problema 15. Dados inteiros ke ncom 0 < k <n,seja A C E=R"xR" x.--R"
(k fatores) o conjuntos de todas as n-uplas (vy, v, -+ ,vg) tais que {v1,ve, -+ , U}
é linearmente independente. Mostre que A é um subconjunto aberto de F, identi-
ficado com R™ munido da topologia usual. Dica: use que o determinante é uma
fungao continua.

Problema 16. Dé exemplo de uma familia enumerdvel de abertos da reta cuja
intersecgao nao seja aberta mas contenha um aberto nao-vazio.

Problema 17. Seja S munido da topologia induzida por f : S — X. Sendo Y um
espago topoldgico, mostre que uma aplicagdo g : Y — S é continua se e somente se
a composta f o g é continua.

Problema 18. Seja S munido da topologia induzida por f: S — X.

(a) Mostre que, se f nao for injetora, entdo S nao serd um espago de Hausdorff.
(b) Mostre que, se f for injetora e X de Hausdorff, entao S serd de Hausdorff.

(¢) Supondo que f é injetora e que X é metrizdvel, com topologia induzida por
uma métrica d, mostre que d(z,y) = d(f(z), f(y)) ¢ uma métrica em S e que a
topologia definida por esta métrica em .S coincide com a topologia induzida por f
(d) Conclua que, se X for metrizavel, entdo S também serd metrizével se e somente

se f for injetora.

Definigao 4. Um espaco 177 é um espaco topoldgico X tal que, dados quaisquer
distintos z e y em X, existem abertos U e V taisquez e U,y eV, gV ey &U.
Note que todo espago topologico de Hausdorff é um espago T7.

Problema 19. Defina em R? a relagdo de equivaléncia (z,y,z) ~ (z/,y',2') se e
somente se z = 2/ # 0 ou ((z,y) = (¢/,y') e z = 2/ = 0). Mostre que o espago
quociente R3/ ~ é um espaco T; que nio é de Hausdorff. Observacgdo: este espaco
topolégico aparece na andlise harmonica como o dual do grupo de Heisenberg.

4. BASES

Problema 20. (a) Seja X um espaco topoldgico discreto (isto é, todo subconjunto
de X é aberto). Mostre que a interseccao de todas as bases de abertos de X é uma
base de abertos.

(b) Mostre que ndo existe uma base de abertos de R (com a topologia usual) que
esteja contida em qualquer outra base de abertos.

Defini¢ao 5. Uma seminorma em um espago vetorial real X é uma funcaop : X —
[0,400) que satisfaz p(x + y) < p(z) + p(y) e p(tz) = |t|p(z), para todos = e y em
X e para todo t € R. Dados um conjunto finito F' de seminormas em X, um ponto



a € X, e um real positivo r, definimos Br,, = {z € X;p(x —a) < r,¥Vp € F} .
Dada uma familia arbitraria F de seminormas em X, a topologia induzida por F
em X ¢ a topologia que tem como base de abertos B = {Bpq ; F' C F finito,a €
X,r > 0} (vimos em sala que existe uma tnica topologia em X para a qual B é
uma base de abertos). Os elementos de B sdo chamados abertos bdsicos. A familia
F separa pontos se, dados quaisquer distintos x e y em X, existe p € F tal que
p(z—y) #0.

Problema 21. Mostre que a topologia usual de R” coincide com a topologia induzida
por {p;;i=1,---,n}, com p;(z) = |z,|.

Problema 22. Para cada k € N = {0,1,2,---}, e para cada a > 0, considere em
C*°(R) as seminormas

Pra(f) = sup{|fP(2)];z € [~a,a]} e a(f) = max{p;x(f);0 <j <k},
Mostre que as topologias induzidas pelas familias de seminormas {pg q;k € N,a >
0} e {qx; k € N} coincidem.

Nos trés problemas seguintes, X é um espaco vetorial real com a topologia in-
duzida por uma familia de seminormas F.

Problema 23. Mostre que, para todo aberto A C X, e para todo x € A, existem
F C F finito e r > 0 tais que Bp,, C A.

Problema 24. Mostre que, munindo-se X xR da topologia-produto, a multiplicacao
por escalar é uma aplicacao continua.

Problema 25. Mostre X é de Hausdorff se e somente se F separa pontos.

Problema 26. Seja X = RU (S! x {—00,+00}). Para cada 0 < r < 1, para cada
a € R, e para cada k € Z, defina

Bink:{(ew,ﬂ:oo);\ﬂ—ﬂ<7‘}U ( U (a+j—T,Oé+j+T)).
{7€Z;jFk>0}

(a) Mostre que a colegao de todos esses Bofh & S, unida a colecao de todos os inter-

valos abertos de R, é base de uma tnica topologia em X.
(b) Mostre que a aplicagdo f : X — S! x [~1,1] definida por

L2
f(t) = (e, Zarctant) se t € R, e f(z,+00) = (z£1) se z € S!
™
é injetora e continua. Mostre também que a inversa de f : X — Imf é continua.

5. INTERIOR, FECHADOS, FECHOS, CONEXO0S, CONVEXOS

Problema 27. Dado S C X, defina xs : X — R por: xs(z) =1sexz € S, e
xs(z) = 0se xz ¢ S. Mostre que o conjunto de pontos onde xs nao é continua
coincide com a fronteira de S.

Problema 28. Mostre que f : X — Y é continua se e somente se, para todo S C Y,
f71(intS) C int f~1(S).

Problema 29. Seja S um conjunto e seja f uma aplicacdo do conjunto das partes
de S em si proprio gozando das seguintes propriedades:

(1) f(0) =0
(2) T C f(T), para todo subconjunto T' de S;



(3) f(f(T)) = f(T); para todo subconjunto T de S;

(4) f(T1UTy) = f(T1) U f(T»); para todos subconjuntos 17 e Tz de S.
(a) Mostre que f(S) = S.
(b) Mostre que, se Ty C T5 C S, entdo f(T1) C f(T3).
(c) Mostre que interesegoes arbitrarias de partes de S satisfazem

F(OTy) S f(Th).

(d) Mostre que o subconjunto C das partes de S que gozam da propriedade f(7T¢) =
T°¢ é uma topologia em S (T denotando o complementar em S de um seu subcon-
junto 7).

(e) Reciprocamente, mostre que, se X é um espago topoldgico, com topologia 7,
a aplicacio f(T) = T (T denotando o fecho de T nessa topologia) satisfaz as
propriedades (1), (2), (3) e (4) acima; e que 7 = C.

(f) Mostre que as inclusoes dos itens (b) e (¢) podem ser estritas.

Problema 30. Dados SC X e T C Y, mostre que S x T =8 x T.

Problema 31. Mostre que o grafico de qualquer f : X — Y tem interior vazio se Y
nao possui pontos isolados.

Problema 32. Mostre que X é um espaco 77 se e somente, para todo x € X, o
conjunto unitario {z} é fechado.

Problema 33. Seja X o espago do Problema 26.

(a) Mostre que o fecho de R em X é igual a X.

(b) Mostre que o interior de S! x {—o0, 400} em X §é vazio.

(c) Mostre que X é conexo, mas ndo é conexo por caminhos, nem localmente conexo.

Problema 34. Sejam F; e E., os espagos definidos no Problema 14, seja S = {f €
Cla,bl; f(x) > 0, Vx € [a,b]}.

(a) Mostre que o interior de S em E, é igual a {f € Cl[a,b]; f(x) > 0, Vz € [a,b]}
(b) Mostre que o interior de S em E; é vazio.

Problema 35. Mostre que os abertos basicos de um espago vetorial com topologia
induzida por uma familia de seminormas (veja a Definigdo 5) sdo convexos.

Problema 36. Dé exemplo de um subconjunto de R? que seja conexo e localmente
conexo, mas que nao seja conexo por caminhos.

6. SEQUENCIAS, AXIOMAS DE ENUMERABILIDADE

Problema 37. (a) Dé exemplo de uma seqiiéncia no espago topoldgico do Pro-
blema 19 que possua infinitos limites.

(b) Dé exemplo de uma seqiiéncia com infinitos limites no espago topolégico da 5%
questao da primeira prova (disponivel na péagina do curso).

Problema 38. Mostre que o espago topolégico do Problema 19 e o da 5 questao da
primeira prova satisfazem o primeiro axioma de enumerabilidade (veja a Definigao 6,
abaixo).

Problema 39. Seja X um conjunto ndo-enumerdvel, e seja 7 = {A C X; A° é
enumerdvel} U {0}.

(a) Mostre que 7 é uma topologia em X.

(b) Mostre que, para todo zg € X, o fecho de X \ {zo} é igual a X.



(¢) Mostre que nenhuma seqiiéncia em X \ {xq} pode convergir para
(d) Conclua que este espaco topoldgico nao satisfaz o primeiro axioma de enume-
rabilidade.

Definigao 6. Um espago topoldgico: satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade
se todo ponto possui um sistema fundamental de vizinhangas enumeravel; satisfaz
o segundo axioma de enumerabilidade se possui uma base de abertos enumeravel,
é separavel se possui um subconjunto enumeravel denso.

Problema 40. (a) Mostre que se um espago satisfaz o segundo axioma de enume-
rabilidade, entao satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade e é separéavel.

(b) Mostre que um conjunto nao-enumerdvel munido da topologia discreta satisfaz
o primeiro axioma de enumerabilidade, mas nao o segundo, nem é separavel.

(c) Mostre que {[a,b);a,b € R} é base de uma topologia em R.

(d) Mostre que R munido da topologia do item anterior satisfaz o primeiro axioma
de enumerabilidade, é separavel, mas nao satisfaz o segundo axioma de enumerabi-
lidade.

Problema 41. Sejam FE; e E., o0s espagos métricos definidos no Problema 13. Use
seqiiéncias para provar que:

(a) A aplicacdo E1 > f — f(0) € R néo é continua.

(b) A aplicagdo E 3 f +— f(0) € R é continua.

(c) A aplicacao Eq 3 f — [ f(z)dv € R é continua.

(d) A aplicagao E > f +— [ f(z)dr € R nao é continua.

7. ALGUMAS SOLUGOES

Problema 7-b: Dados x = (z1, - ,2n) e y = (Y1, ,Yn) em R", define-se
x-y=ax1y1 + -+ TpYn. Vamos usar que (x,y) — x -y é uma aplicacdo bilinear e
simétrica e que |x| = /x - x, para todo « € R™. Dados x e y em S", temos portanto:

(1) Ty =(@+y) - @+y) =z a+y-y+2c-y=2+2z-y
e
(2) |JU—Z/|2:(x—y)'(x—y)zx-x+y-y—23:-y:2—2x~y.

Se |z—y| < v/2, entdo |z —y|? < 2. Segue portanto de (2) que 2z-y = 2—|z—y|? >
0; isto é z -y > 0. Segue dai e de (1) que |z +y|? =2+ 2z -y > 2 e, portanto, que
| +yl > V2> |z —yl.

Isto é, provamos que, se |z — y| < v/2, entdo | 4+ y| > |z — y| e, portanto, que
d(m(x),7(y)) = min{|z — y|, |z + y|} = |x —y|. Se A C P" tem didmetro d menor
que v/2, entdo lzx —yl <d < V2, quaisquer que sejam x e y em A. Decorre entao
do que provamos que d(mw(x),m(y)) = |z — y|, para todo = e todo y em A, como
queriamos.

Problema 8-b: Suponha que X possui apenas dois pontos, X = {a,b}. Se
f: X — R é uma imersao isométrica, entao

(3) f() = f(a) £ (b—a).

Substituindo-se z no lugar de b em (3), definamos f(z) = f(a) & (¢ —a), z € R. E
claro que f é uma extensdo de f e que, em qualquer caso (+ ou —) |f(z) — f(y)| =
|z — y|. Além disso, é claro que f é sobrejetora; isto é, f é uma isometria.



Até agora provamos apenas que, se X possui apenas dois pontos, entdo toda
imersao isométrica de X em R pode ser estendida a uma isometria de R em si
préprio.

Suponha agora que X possui mais de dois pontos, e sejam a e b dois pontos de
X, a < b. Tal como antes, vale (3) com algum sinal. Suponhamos primeiro que
vale (3) com +; isto é, suponhamos que f(b) = f(a)+ (b— a). Provemos entao que

(4) f(x) = f(a) + (x —a), Yz € X.

E claro que (4) vale se 2 = a ou = b. Basta entdo provar (4) para z diferente de a
e de b. Como f é imersao isométrica, dado x € X diferente de a e de b, como antes
temos que f(z) = f(a)x(z—a). Suponhamos por absurdo que f(z) = f(a)—(z—a).
Entao

F(b) = f(z) = [f(a) + (b—a)] — [f(a) — (z —a)] = b+ z — 2a.

Logo, |f(b) — f(x)] = |b+x —2a|. Mas |b+x —2a| # [b— x| (poisb+x—2a=b—x
implicaria que * = a, e b+ — 2a = —(b — x) implicaria que a = b; mas temos
a # b +# x # a), o que contradiz a hipdtese de que f é imersao isométrica. Vemos
entdo que f(z) = f(a) + (z — a), = € R, é uma isometria de R em si préprio que
estende f.

De maneira completamente andloga, prova-se que, se vale f(b) = f(a) — (b — a),
entdo f(x) = f(a) — (x — a) para todo z € X. E que f(z) = f(a) — (z — a) é uma
isometria de R em si proprio que estende f.

Note que provamos também que a extensao € tinica, pois se g é uma isometria de
R em si proprio, os valores de g em dois pontos distintos de R determinam o valor
de g em todos os pontos de R (é s6 aplicar o argumento acima para X = R). Ou
seja, provamos também o item a do Problema 8 sem usar que imagem de intervalo
por func¢ao continua é um intervalo.

Problema 23 Sejam dados aberto A C X e ponto z € A. Por definicao de
base, existe algum aberto basico B € B (veja a Definigao 5) tal que x € B C A.
Isto é, existem y € X, r > 0 e ' C F finito, tais que x € Bpy,, C A. Seja
s =min{r—p(x —y);p € F}. Como = € Bp ., cada um desses finitos r — p(x —y),
p € F, é positivo. Segue entao que s > 0, pois s é o menor elemento de um conjunto
finito de ndmeros positivos. Provemos que B, s C Br, , (isso basta, pois entdo
teremos Bp ;s C A).

De fato, seja z € By s. Entéo, para todo p € F, p(x — z) < s, e, portanto,

plz—y)=plz—x+z—y) <plz—x)+plx—y) <

s+p@—y)<[r—pl@-y)l+plz-y) =r
como queriamos.

Problema 36: Solucao e redagao de Daniel Tausk.
Antes de construir o conjunto, provamos um lema geral.

Lema 1. Sejam X, Y espagos topologicos conexos e seja D C X um subconjunto
denso. Seja S C X XY wum subconjunto com as seguintes propriedades:

(a) DxY CS;
(b) para todo x € X \ D, o conjunto S, = {y €Y :(z,y) € S} € denso em Y.

Entao S € conexo.



Demonstra¢do. Seja A C S um subconjunto ndo vazio, aberto e fechado relati-
vamente a S. Denote por m; : X XY — X a primeira projegao. Comegamos
mostrando que w1 (A) é aberto em X. De fato, seja © € m1(A). Temos que existe
y €Y tal que (z,y) € A. Como A é aberto em S, existem uma vizinhanca aberta
U de z em X e uma vizinhanga aberta V de y em Y tal que (U x V) NS C A.
Afirmamos que U C 71(A). De fato, dado 2’ € U entao S,/ é denso em Y (pois,
pela propriedade (a), S,y =Y para 2’ € D e, pela propriedade (b), S, é denso em
Y para 2’ € X \ D); logo existe y’ € S,» NV e portanto (z',y') € (U xV)NS C A.
Logo U C m1(A) e fica estabelecido que m1(A) é aberto em X.

Vamos agora mostrar que 7 (A) é fechado em X. Em primeiro lugar, afirmamos
que:

(5) (m1(A)ND) x Y C A.

De fato, dado # € X entdo o conjunto A, = {y € Y : (z,y) € A} é aberto e
fechado relativamente a S, pois A é aberto e fechado relativamente a .S e a fungao
Sy 2y — (x,y) € S é continua. Se x € m(A) N D entdo A, nao é vazio (pois
x €m(A)) eS; =Y (pela propriedade (a)). Como Y é conexo, segue que A, =Y,
para todo x € w1 (A) N D. Isso completa a demonstragao de (5). Como A é fechado
relativamente a S, temos que o fecho de (71(A4) N D) x Y relativamente a S estd
contido em A, ou seja:

(m(A)ND) xY NS C A
daf:
(6) (m(A)ND)xYNS=(m(A)NDxY)NScCA.

Como 71 (A) é aberto em X e D é denso em X, segue que m1(A) N D é denso em
m1(A) e portanto:

(7) m(A)ND =m(A).
De (6) e (7) segue que:
(8) (m(A) xY)NnS C A

Supondo que Y nao é vazio (para Y = ) o lema é trivialmente verdadeiro, pois ai
S = {)) entdao para todo x € X o conjunto S, é nao vazio, j& que é denso em Y
em particular, para todo x € m(A) existe y € Y com (z,y) € S e dai, por (8),
temos (x,y) € A e portanto x € m1(A). Mostramos entdo que m(A4) C m1(A), ou
seja, m1(A) é fechado em X. Como A nao é vazio, temos que m1(A) nao é vazio
e portanto, como X é conexo, 7 (A) = X. De (5) segue agora que D x Y C A.
Finalmente, como A é fechado relativamente a S temos:

DxYNS=XxY)NS=SCA,
ouseja A=S. O

Vamos agora construir o conjunto pedido. Denote por C o conjunto de todas as
curvas continuas « : [0,1] — R? com ~(0) = (0,0) e v(1) = (1,0). Vamos mostrar
inicialmente que C tem a mesma cardinalidade que o conjunto dos nimeros reais
R. Em primeiro lugar, temos que a aplicagao:

C 37— 7lp1n0 € F([0,1] NQ,R?)

é injetora, onde F(A, B) denota o conjunto de todas as fung¢oes com dominio em A
e contra-dominio em B. Como [0,1] N Q ¢é infinito enumerdvel e R? tem a mesma



cardinalidade que R, segue que F([0,1] N Q,R?) tem a mesma cardinalidade que
F(N,R). Mas R tem a mesma cardinalidade que §(N, {0,1}) e portanto:

F(N,R) = F(N,F(N,{0,1})) 2 F(N x N, {0,1}) =2 F(N,{0,1}) = R.
Mostramos entdo que C tem cardinalidade menor ou igual a cardinalidade de R e
é facil ver que C tem cardinalidade maior ou igual a cardinalidade de R. Logo C
tem a mesma cardinalidade de R. Como o conjunto [0, 1]\ Q também tem a mesma
cardinalidade de R, temos que existe uma funcao bijetora ¢ : C — [0,1] \ Q.

Para cada v € C, escrevemos (t) = (z(t),y(t)), para todo ¢ € [0,1]. Temos
que z : [0,1] — R é uma fungao continua com x(0) = 0 e (1) = 1 e portanto sua
imagem contém o intervalo [0,1]; em particular, existe um instante ¢, € [0, 1] tal
que z(t) é igual ao nimero irracional ¢(y) € [0,1]\ Q. Definimos agora o conjunto:

S=R>\ {y(t,):y€C}.
Obviamente o conjunto S nao é conexo por caminhos; de fato, temos que (0,0) € S,
(1,0) € S mas se 7y : [0,1] — R? é uma curva continua ligando (0,0) a (1,0) entdo
Y(ty) & S.

Vamos mostrar agora que .S é conexo e localmente conexo. Note que o conjunto S
também pode ser descrito como o complementar do grafico da fungao f : [0,1]\Q —
R definida por f(a) = y(t,), onde v = ¢~ () e y denota a segunda componente
de ~v. Em particular, temos o seguinte:

e QxRCS;

e para o € R\ Q, o conjunto S, = {z € R: (o, 2) € S} é igual & reta R ou

igual & reta R menos um ponto.

Portanto, fazendo X =Y =R e D = Q, estamos dentro das hipéteses do Lema 1
e concluimos que S é conexo. Para ver que S é localmente conexo, basta mostrar
que se I, J C R sdo intervalos arbitrdrios entdao (I x J) N S também é conexo; isso
segue também do Lema 1 fazendo X =1, Y = J e D = INQ. Observe que S
nao pode ser localmente conexo por caminhos (pois um espago conexo e localmente
conexo por caminhos seria também conexo por caminhos).



