UM COMPLEMENTO A AULA SOBRE FORMULA DE TAYLOR
E PONTOS CRITICOS

1. PoNTOS DE INFLEXAO E FORMULA DE TAYLOR

Na aula de 12 de novembro, enunciei o seguinte resultado (que chamei de “item
¢” do Problema b6 da Lista).

Proposigdo 1: Seja f uma fungdo de classe C3 em um intervalo aberto I. Se
f'(a) = f"(a) = 0ese f(a) # 0, entdo f possui um ponto de inflexdo em a.

O argumento que dei ao tentar provar essa afirmagao, entretanto, ndo demonstra,
que a é ponto de inflexdao. Vejamos porqué.

Primeiramente suponhamos que f""'(a) é maior que zero (se fosse menor, o ar-
gumento seria andlogo). Entdo, como f"' é continua, f"'(z) > 0 para todo z em
um intervalo aberto J contendo a. O Teorema de Taylor (de ordem 1, com resto de
ordem 2) aplicado a f’ nos garante entdo que, dado qualquer z € J, existe ¢ entre
a e z tal que

7'(@) = 51" ()(w ~ )
Até aqui, estd tudo igual ao que foi feito em sala. A equagdo acima implica que
f'(z) > 0 para todo z € J diferente de a. Dai, f é crescente em J. Mas isto ainda
nao basta para concluir que f” muda de sinal em a.

Uma maneira de provar a proposi¢ao acima é aplicando o Teorema de Taylor de
ordem zero (ou seja, o Teorema do Valor Médio) a g = f". Concluimos assim que,
para todo = € J, existe c entre a e z (logo, ¢ € J) tal que

9(z) = g(a) + g'(c)(z — a)
isto é (como g(a) = f"(a) =0 e g'(c) = f"(c)),
f'(@) = f"(c)(@ - a).

Como f"' é positiva em J, segue da equagdo acima que f” é positiva & direita de
a e negativa a esquerda de a. Isto é, a é um ponto de inflexdao, como queriamos
demonstrar.

H4 uma maneira mais simples de argumentar: como f'' é positiva em J, f"
é crescente em J; dai, como f"(a) = 0, f" é positiva & direita de a e negativa a
esquerda de a.

Mas é indispensavel usar a Férmula de Taylor, por exemplo, para demonstrarmos
a seguinte proposi¢ao:



Proposigdo 2: Seja f uma fungdo de classe C° em um intervalo aberto I. Se
(@) = f"(a) = f""(a) =0 e se f®)(a) # 0, entdo f possui um ponto de inflexio
em a.

Demonstragio: Primeiramente suponhamos que f(®)(a) é maior que zero (se
fosse menor, o argumento seria anélogo). Entio, como f(®) é continua, f®) (z) > 0
para todo £ em um intervalo aberto J. O Teorema de Taylor (de ordem 2) aplicado
a g = f" nos garante entdo que, dado qualquer z € J, existe c entre a e z tal que

9(z) = 9(a) + ¢(a)(z — ) + 39"(@) & — @)” + 33" (0) & — )’
isto é (usando que g = f” e que, por hipétese, f"(a) = f"'(a) = f""(a) = 0), vem
que
(@) = £7O(E) & — ).
Como ¢ € J, f®(c) > 0, e portanto f”(z) > 0 para todo & € J tal que z > a; e
f"(z) < 0 para todo z € J tal que z < a. Isto é, a é um ponto de inflexdo para f.

E facil generalizar a demonstracdo da Proposi¢ao 2, acima, e a solu¢ao do pro-
blema b6 da Lista e obter o seguinte teorema.

Teorema Seja f uma funcdo de classe C™ em um intervalo aberto I contendo
a. Se f'(a) = f"(a) = --- = f*VD(a) =0, e se f(™(a) # 0, entdo:

(1) Se n for impar, f terd um ponto de inflexdo em a.
(2) Se n for par, f terd ou um ponto de méximo local estrito em a (caso
f™(a) < 0), ou um ponto de minimo local estrito em a (caso f(™(a) > 0).

2. UM DETALHE SOBRE A CLASSIFICAGAO DOS PONTOS CRITICOS

Na aula de 12 de novembro, ficou faltando um detalhe na demonstragdo da
seguinte proposi¢cao, que depois usamos para demonstrar o critério de classificacio
de pontos criticos de func¢des de duas variaveis.

Proposicdo 3. Dadas a, b e ¢ constantes reais, considere a fungdo Q(h,k) =
ah? + 2bhk +ck?, (h, k) € R?. Se A = ac — b? < 0, entdo existem (hy, k1) e (ha, k2)
tais que Q(h1,k1) < 0 < Q(ha, k2).

Provamos esta proposi¢do, em sala, supondo a # 0. Aqui vai uma demonstragio
para o caso em que a = 0; isto é, quando temos:

Q(h, k) = 2bhk + ck?.

Como a =0, A = —b%. Como A < 0, b é nio nulo.

Se ¢ = 0, entdo Q(h, k) = 2bhk; logo, @ tem o mesmo sinal que b no primeiro e
no terceiro quadrante, e o sinal contrario ao de b no segundo e no quarto quadrante.
Dai, h4 pontos onde a funcio () é positiva e pontos onde ela é negativa.

Se c # 0, entdao Q(0,1) = ce Q(c,—b) = —cb®. Ou seja, em um dos dois pontos,
(0,1) ou (c,—b), @ é negativa, no outro, positiva; como queriamos.



