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(1) Dois jogadores se enfrentam em uma batalha de War, o Jogo da Estratégia. O atacante langa trés dados e o
defensor, dois. O atacante conquistard o territorio do defensor em apenas um lance de dados se, e somente se, as
duas condigoes seguintes forem satisfeitas: (1) o maior dado do atacante for maior do que o maior dado do defensor
e (2) o segundo maior dado do atacante for maior do que o segundo maior dado do defensor (convencionamos que
o “segundo maior dado” pode ser igual ao maior dado, caso dois ou mais dados empatem no maior valor).

Calcule a probabilidade de o atacante conquistar o territério com o defensor tirando: (a) 2 cincos, (b) 1 cinco e
1 quatro, (¢) 1 cinco e 1 trés, (d) 1 cinco e 1 dois, (e) 1 cinco e 1 um, (f) pelo menos 1 cinco, (g) pelo menos 1

quatro. Respostas: (b) %7 (2) 141;4838.

(2) Dez bolas diferentes sao colocadas em quatro urnas diferentes. Qual é a probabilidade de que todas as urnas
fiquem ocupadas?

(3) (a) De quantas maneiras distintas dez bolas idénticas podem ser distribuidas entre quatro urnas diferentes,
considerando-se validas as distribuigoes nas quais uma ou mais urnas ficam sem bolas?
(b) Supondo que as distribuigdes do item anterior sejam equiprovéveis, determine a probabilidade de que todas as
urnas sejam ocupadas.

(5) Em cada concurso da mega-sena, sorteiam-se seis de sessenta dezenas. (a) Calcule a probabilidade de o
apostador ganhar a sena se fizer sete apostas em um sorteio (b) Calcule a probabilidade de o apostador ganhar a
sena pelo menos uma vez se fizer uma aposta em sete sorteios consecutivos.
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Respostas: (a)grssssrsess (P) 1 — (1 — Gososss75055)

Observagio: Usando a maquina de calcular ou algebricamente, podemos verificar que a probabilidade obtida no
5(a) maior do que a do item (b). Serd que isto significa que vale mais a pena apostar o mesmo dinheiro de uma
vez s6, em vez de “parcelar o investimento”? Da para suspeitar que nao, pois, no segundo caso ha a chance de
ganhar mais de uma vez e a diferenga entre as duas probabilidades é infima (a segunda é um pouco menos de 6
milionésimos por cento maior que a primeira). No problema seguinte veremos que tanto faz: o valor esperado da
quantia a ser recebida nos dois casos é o mesmo.

(6) A cada sorteio, uma loteria seleciona com igual probabilidade um elemento de um conjunto S com N elementos
(no problema anterior, S é o conjunto dos subconjuntos de 6 elementos do conjunto das primeiras 60 dezenas
e, portanto, N = 52!—0_!6!). Quem tiver apostado no elemento escolhido recebera uma certa importancia P, que
suporemos constante ao longo dos diversos sorteios. O valor esperado da quantia que receberd o apostador, caso ele
aposte em k elementos em um dado sorteio é, portanto, igual a kP/N. Mostre que o valor esperado da quantia a ser
recebida pelo apostador no caso em que ele aposta em apenas um elemento de S durante k& semanas consecutivas

também é igual a kP/N.

(7) Cinco homens, entre os quais Fernando, e cinco mulheres, entre as quais Isabel, compram dez cadeiras
consecutivas na mesma fila de um teatro. Supondo que se sentaram aleatoriamente nas dez cadeiras, calcule:

(a) a probabilidade de que homens e mulheres se sentem em cadeiras alternadas,

(b) a probabilidade de que Fernando e Isabel se sentem juntos,

(c) a probabilidade de que todas a mulheres se sentem juntas,

(d) a probabilidade de que todos os homens se sentem juntos e todas as mulheres se sentem juntas.



Solucao do 6

Calculemos primeiramente o valor esperado V' da quantia que recebera o apostador caso ele aposte em k elementos
em um dado sorteio. Sejam 1, 2o, - -,y os elementos (distintos) de S nos quais ele apostou. ! A probabilidade
de cada elemento de S ser sorteado é % O valor recebido p pelo apostador sera igual a P caso sejam sorteados um
dos z;, i =1,--- ,k, e serd zero caso contrario. Queremos portanto calcular o valor esperado da varidvel aleatéria
p:S =R,

P, sexe{x1,x2, -, 2
p(w) = { 0, caso coitrério }
Como o espago amostral S é finito e cada ponto tem a mesma probabilidade, o valor esperado de p em S é
simplesmente a média aritmética dos valores assumidos por p em S, que tem N elementos:
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Passemos agora a tratar da pergunta formulada no problema: qual é o valor esperado da quantia a ser recebida
pelo apostador no caso em que ele aposta em um elemento de S em cada um de k sorteios.

Para simplicar o problema, suponhamos que o apostador decide a priori, antes de qualquer sorteio, quais serao
suas apostas nos k sorteios. Sejam x1, za,- - -,z 0s elementos (ndo-necessariamente distintos) de S escolhidos para
os k sorteios.

O espago amostral agora serd o produto cartesiano S¥ = S x S x --- x S (produto com k parcelas), ou seja, o
conjunto de todas as k-uplas (y1,y2, -+ ,yx) de elementos de S. O prémio p a ser recebido pelo apostador, ao fim
dos k sorteios, sera igual a P multiplicado pelo niimero de vezes em que o apostador acertar o sorteio, ou seja,
o numero de elementos, que denotaremos por n(yi,ya, - ,Yn), do conjunto {i; z; = y;, 1 < i < k}. Queremos
portanto calcular o valor esperado V' da varidvel aleatéria

p:Sk%Ra p(y17y27"' ayk):TL(ylay??"' 7yn>P

Como o espaco amostral S* é finito e cada ponto tem a mesma probabilidade, o valor esperado de p em S™ é
simplesmente a média aritmética dos valores assumidos por p em S*, que tem N* elementos:
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Reduzimos o problema a calcular a soma (que depende apenas de k e N)

o= Z n(yla"' 7yn)

(y1,+ yn)ES*

O problema pede que mostremos que V = ]\1,3 , Ou seja, que
Po kP
Nk N’
ou seja, que
o= kNFL.

Nossa estratégia serd manter N fixo e provar que o = kN*~1 por inducdo sobre k. Para isso, vamos fazer uma
ligeira mudanga de notagao e denotar, para cada inteiro positivo k,

O = Z n(ylv"'ayn)-
(y1,+-yn)ESF

Também passaremos a denotar a funcdo n : S* — R por ny, para indicar que o dominio é S*.

Para k =1,
Osey#x
) ={ {27

INo caso da mega-sena, é preciso supor que cada sena é apostada em um cartao diferente. Caso contrério, os conjuntos de 6 dezenas
nao seriam escolhidos equiprovavelmente.
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o1 =Y m(y) =1,
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e a afirmacao é verdadeira para k = 1. Na aula de 11 de maio de 2018, usamos argumentos geométricos para
verificar que a férmula é verdadeira para k = 2, 3.

Para cada k > 1, temos:

o _ nk—l(ylv' o ayk—1)7 5€ Yk # Tk
nk(yh ayk)_{ nszl(ylf" ’yk71)+17 se Yp = Tk

Supondo que a férmula é verdadeira para k — 1, isto é, que o1 = (k — 1)N*~2, vem:

Ok = Z ne(yi, o Yk) = Z Z ne (Y1, 5 Yk)

(Y1, yn) €Sk YR€S (Y1, yp—1)ESFTL

Z nk(Y1, s Yk—1,Tk) + Z Z ne(y, k) | =

(Y1, yr—1)€Sk—L YeES Y FTr | (Y1, yp—1)ESF1

Z e—1(y1, - s yp—1) +1] + Z Z ne—1(y1, - Yk—1)

(y1, yr—1)ESk—1L YRESYR#TE | (Y1, ,yk—1)ESF—1

o1+ NP4 (N - Doy = (k—1)N*2 4 N*1 (N — 1)(k — 1)NF72 = ENF—1)
como queriamos.



