MAT 5798 - Medida e Integracao
22 Prova - 17 de maio de 2005

E permitido consultar apenas o Rudin (Real & Complex Analysis). As citagoes referem-se a sua segunda edigao.

1% Questao. (2,5 pts) Dado z = (21, ,2,) € R", denotamos ||z|| = max{|z1|, - ,|zn|}. Chamamos de retingulo
um produto cartesiano de intervalos limitados, cada um deles podendo conter um, dois ou nenhum de seus extremos.
Um quadrado é um retangulo cujos lados tém todos o mesmo comprimento.

(a) Seja E um subconjunto de R™. Mostre que E é mensurdvel a Lebesgue e tem medida nula se e somente se, para
todo € > 0, existem quadrados @), j € N, tais que F C Uj2,Q; e Z]Oil m(Q;) < € (onde m é a medida de Lebesgue).
(b) Seja f : R™ — R™, m > n, tal que existe K > 0 tal que ||f(z) — f(y)|] < K|z — y||, para todos x e y em R™.
Mostre que, se E C R™ tem medida de Lebesgue nula, entdo f(E) C R™ também tem.

Dicas: A imagem de um quadrado por uma tal f estd contida em um retangulo, ndo muito maior que o quadrado dado. Todo
aberto de R™ se escreve como uniao disjunta de uma familia enumeravel de quadrados (Segao 2.19).

2% Questao. (2 pts) Seja p uma medida de Borel regular em X, um espago topoldgico de Hausdorff localmente
compacto. Define-se o suporte de p, denotado por supp p, como sendo o complementar da uniao de todos os abertos
de medida nula.

(a) Mostre que o complementar de suppu é um aberto de medida nula.

(b) Mostre que um dado ponto pertence a supp p se e somente se todo aberto que o contém tem medida positiva.

3% Questao. (3 pts) Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff localmente compacto cujos abertos sdo todos o-
compactos. Seja pu uma medida de Borel regular em X finita em cada compacto, e seja g € C.(X), g > 0.

(a) Mostre que existe uma tinica medida de Borel v em X tal que

/ gpaf/:/ wgdu, paratoda ¢ € C.(X).
X X

(b) Mostre que v é regular.

(¢) Mostre que supp v C supp g N supp g.

(d) Mostre que supp o N {x € X;g(z) # 0} C suppv.

(e) Decida se vale a igualdade supp v = supp u N supp g.

Definigdo: Uma medida de Borel p é regular se todo boreliano E satisfaz p(E) = inf{u(V); V aberto, E C V} e
w(E) = sup{u(K); K compacto, K C E}.

4% Questao. (2,5 pts) Para cada subconjunto E de R?, e para cada x € R, denotemos E, = {y € R;(x,y) € E}.
Dé a R? a seguinte topologia: um subconjunto V' é aberto se e somente se, para todo = € R, V,, é aberto. Seja A o
funcional definido no Problema 17 do Capitulo 2, e seja 91 a o-algebra a ele associada pelo Teorema 2.14. Mostre que
um dado E C R? pertence a 901 se e somente se, para todo € R, E, é um subconjunto de R mensurével & Lebesgue.
Dica: Seja X um espago de Hausdorff localmente compacto, seja A um funcional linear positivo em C.(X), e seja Y C X aberto.
Podemos encarar C.(Y') como um subespago de C.(X) (decretando que seus elementos sdo nulos fora de Y), e restringir A a
ele, obtendo assim um funcional linear positivo Ay : C.(Y) — C. Chame de Mx e de My, respectivamente, as o-dlgebras

induzidas por A e Ay em X e em Y. A demonstracdo do Teorema 2.14 mostra que, dado £ C Y, F € Mx se e somente se

E € My . Justifique brevemente esta afirmagao, se for usd-la. Sugiro que o faga para Y = {z} x R, identificado com R.



