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Questao 1 (1,5 ponto) (a) Verifique que a derivada de

x?—4
fla) = Y=
é positiva em todos os pontos onde esta definida.
(b) Verifique que a derivada de
(z) = 11—z
I =T +z
é negativa em todos os pontos onde estd definida.
Solugao: (a)
2z T — V2 -4 2 _ (22 _ 4 4
fl(ﬂ?) _ 2 T2—4 — T (‘,L. ) — > 0,
x? 2z — 4 2v/x2 — 4
para todo z tal que |z| > 2.
v Q+z)-(1-a) 2
' —1l+z)—(1—-2
= = - <0
f@) (1+2)? I+z2

para todo x # (—1).




Questao 2 (2 pontos) (a) Calcule

(b) Calcule os limites laterais

lim e lim

r—0t \/9r2 — rt — 3r r—0~ /972 — rt — 3r

Solugdo: (a)

ezt (14278 14278
r2—33 gz2(1-271) 7 1-g!
Como
. 1427 140
lim = =1,
g0 1 — g1 1-0
temos, entao,
S
lim = lim z = +o0.
zoo L2 —gx 3 1o
(b) Usando que
T, ser >0
Vr2 = ,
—r, ser<20
vemos que:
r2 . r2 _ rA(V9-r2+3) 9
r3 _ Ty by e Sl G e R vVI—rs—3, ser>0
2 _ 4 _ r2 2 '
Ors —r*—3r = = i ser <0
Dai:
rs 5
lim =—-v9—-3=-6
=0t 4/9r2 — r4 — 3
e

3
0
lim " —

— =0
r—0= \/9r2 —rt — 3r V9+3




Questao 3) (2,5 pontos) (a) Determine constantes reais a, b e ¢ tais que

ar? +br +c, sex <1
flz) =

22 —5x+6, sex>1
seja derivdvel para todo z, e tais que f'(0) = 0.
(b) Encontre a equagao da reta tangente ao grafico de f em z = 1.

(c) Esboce, em uma mesma figura, o gréfico de f e a reta encontrada no item “b”.

Solucdo: (a) Sejam p e q as funcdes derivdveis p(z) = ax? + bz + c e g(x) = 2? — 5z + 6. Como
f(z)=p(x)sex <1,e f(x) =q(x) se x > 1, segue do Problema 2a da Segunda Lista (resolvido em

sala) que:

(1) f(z) sera derivédvel para todo = # 1, qualquer que seja a escolha de a, b e c.

(2) f(x) serd derivdvel em = = 1 se, e somente se, p(1) = ¢(1) e p'(1) = ¢'(1).

A condicdo (2) acima é equivalente ao sistema:

a+b+c=2
2a +b= -3
b=0

Logo, f sera derivavel em todos os pontos se, e somente se,

3 7
a:—i, b:O,ec:i.

(b) A equagao da reta pedida é
Yy — f 1 !

z—1
isto 6, y —2=(-3)(r — 1), ouy =5 — 3.

(c) Veja a solugao dada em sala e disponivel na xerox do IME.



Questao 4) (2,5 pontos) (a) Dada f(z) = cos /|z|, mostre que

f(z) = —mzi—;l\/m, se z # 0.

(b) Existe f'(0)? Por qué?

Solugdo: (a) Para todo x > 0, f(x) = cos+/z. Logo, para todo z > 0, temos:

1 Vasinyz _ y/|z[sin /||
N 2z B 2z ’

F'(z) = ~(sin /25

Para todo z < 0, f(z) = cosv/—z. Logo, para todo z < 0, temos:

F'(a) = —sin =z - (%) = ~sin —x%-%(—xh(sin unwlm:— '”'jjm,

pois, se x < 0,

1 __\/H.

Vlzl x
(b) Como f é par, f'(0) seria igual a zero, se existisse. Em particular, seria entdo nulo o limite lateral

lim f(O+h)— f(0) _ im0 |h| =1
h—0+t h h—0t h

Provaremos que f'(0) ndo existe mostrando que o limite lateral acima nao é igual a zero.

Para todo h > 0, temos:

cos |h|—1:cosx/ﬁ—l:(cosx/ﬁ—l)-(cosx/i_z-l—l):_ sin v/h ’ 1
h (Vh)? (Vh)2- (cosvVh +1) Vvh cosvh+1

Quando h tende a zero, v/h tende a zero e, portanto, o limite desta dltima expressao é igual a

. sint 2 . 1 1
— | lim— | lm—Fm— = ——
t—0 ¢ t—0 cost + 1 2

Isto prova que
. f(0O+h)— f(0) 1
1 =——
vt h 2 70,

como queriamos.



Questdo 5) (1,5 ponto) Mostre que, se existe uma constante C tal que |f(z)| < Cx? para todo z

em um intervalo aberto contendo 0, entao f é derivavel em z = 0. Quanto vale, entao, a derivada?
Solugdo: Como |f(0)] < C0?, entao f(0) = 0.

Queremos calcular
lim L0FM = SO _ S

h—0 h h—0 h

Segue da hipdtese que
0< ‘@‘ < Ch*.

Segue entao do “Teorema do Confronto” que

0= lim
h—0

0] _ g £
h

h—0 h.

Isto prova que f’'(0) existe e é igual a zero.
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Questao 1 (1,5 ponto) (a) Verifique que a derivada de

x? -3
r)=——"
fla) =Y
é positiva em todos os pontos onde esta definida.
(b) Verifique que a derivada de
1+z
9(z) = T—
é positiva em todos os pontos onde esta definida.
Solucgado:
2z 2
g T VET =3 g2 (22 -3 3
fl(l') _ 2 z2—3 - — ( ) — > O,
x x2v/x? -3 r2v/x? — 3

para todo z tal que |z| > /3.

(b)

para todo x # 1.




Questao 2 (2 pontos) (a) Calcule

(b) Calcule os limites laterais

Solugdo: (a)

Como

temos, entao,

(b) Usando que

vemos que:

,,.3

. r3 . r
lim e lim

r=0t \/4r2 — rt — 2r r=0= \/4r2 —rt — 2p

R A el O ) 1—z73
— = - .
x2+273 214271 1+z71
1—-23% 1-0
lim —— = =1

o l4+z1 140

ol
lim ——— = lim 2z = +00.
D A Ny T—00

2 T, ser >0
r? = ,

—r, ser<0

e, portanto,

2 . 2 _ ri(VA-ri+2) — 3
— (\/41“2—7"1*4)/7«_2 - \/4_7n,«2_2 = T4 \/ﬁ 2,
2 _ 4 _ 2 B 2
\/ﬁ QT (\/47,2_7-4)/7._2 - _\/4—7‘2+2’
T3 \/_
r—0+ \/m — 9
r3 0

_ -0
r—0- \/4r2 — % — 2r Vi +2

ser >0

ser <0



Questao 3) (2,5 pontos) (a) Determine constantes reais a, b e ¢ tais que

Fa) = 2 +5z+6, sex<(—1)

ar? +bx +c¢, sex > (—1)
seja derivdvel para todo z, e tais que f'(0) = 0.
(b) Encontre a equagao da reta tangente ao gréfico de f em x = (—1).

(c) Esboce, em uma mesma figura, o gréfico de f e a reta encontrada no item “b”.

Solucdo: (a) Sejam p e g as fungdes derivaveis p(z) = ax? + br + ¢ e g(z) = 22 + 52 + 6. Como
f(z) = p(z) se x > (=1), e f(x) = q(z) se x < (—=1), segue do Problema 2a da Segunda Lista

(resolvido em sala) que:

(1) f(z) sera derivéavel para todo = # (—1), qualquer que seja a escolha de a, b e c.

(2) f(x) serd derivavel em z = (—1) se, e somente se, p(—1) = ¢(—1) e p'(—1) = ¢'(—1).

A condicdo (2) acima é equivalente ao sistema:

a—b+c=2
—2a+b=3
b=0

Logo, f sera derivavel em todos os pontos se, e somente se,

3 7
a:—i, b:O,ec:i.

(b) A equagao da reta pedida é

y_f(_l) gt

isto é,y—2=3(z+1),ouy=>5+3z.

(c) Veja a solugao dada em sala e disponivel na xerox do IME.



Questao 4) (2,5 pontos) (a) Dada f(z) = cos /|z|, mostre que

f(z) = —M, se z # 0.

2z
(b) Existe f'(0)? Por qué?
Solugdo: (a) Usando que
d kd
@‘l“ - ?7V~T ?é 0,
vern:
d 1 in 4/
— cosy/|z| = —sin |913\7m = —M,V:U#O.
dx 2/|x| = 2z
(b) Temos:
fOO+h)=f(0) cosy/[h[=1  cos®/[h[=1 — sin®/|h|
h h h(cos /|h| + 1) h(1 + cos \/]h|)’
isto é:
<sin . b0
— se h >
\/m > 1+cos\/m’
f(O+h) — f(0)
= 9
h
sin/|h| 1
\<\/|7> v— se h <0
Como
- siny/|h| imsint 1 e lim 1 1
=0 /1A =0 ¢ h=01+cos+/|h] 2’
obtemos:
L FOERN ) 04— f0) L
2 h—0+ h—0~ h 2

Logo, f nao é derivavel em z = 0.



Questdo 5) (1,5 ponto) Mostre que, se existe uma constante C tal que |f(z)| < Cx? para todo z

em um intervalo aberto contendo 0, entao
f é derivavel em z = 0. Quanto vale, entao, a derivada?
Solugdo: Como |f(0)| < C0?, entao f(0) = 0.

Queremos calcular

fim L OF R = SO _ ) S,
h—0 h—0 h
Como
5
h h?
e, por hipoétese,
o

temos, entdo, que f(h)/h é igual ao produto de algo que tende a zero quando h tende a zero,

multiplicado por algo limitado; dai:
im £ _ .
=0 h

Logo, f é derivavel em z =0, e f'(0) = 0.



