MAT 5822 (K-Teoria para Algebras de Operadores)
IME-USP, Primeiro Semestre de 2012
Lista de Exercicios

H sempre denotard um espago de Hilbert e B(H) = {operadores limitados em H }.
Uma proje¢ao numa C*-dlgebra é um idempotente auto-adjunto.

Denotamos por o(a) o espectro de um elemento a de uma C*-dlgebra. Se A néo
tiver unidade, o(a) entdo denota o espectro de a na unitizacao A~ de A.

(1)

(6)

(7)

Seja A uma C*-dlgebra com unidade, seja ¢ : A — B(H) um *-homomorfis-
mo injetor e seja M a imagem de p = ¢(1). Mostre que M é um sub-espago
fechado de H e que

4350 — ppla)ly € BOM)
é um *-homomorfismo unital injetor.

Demonstre a seguinte generalizagdo do Lema 2.2.3 de [1]: Se z é um ele-
mento normal de uma C*-algebra unital A e |la — z|| = 4, a € A, entdo

o(a) C {M + X3 A1 € a(x), |Ao| <6}

Seja A uma C*-dlgebra sem unidade e seja a € A um elemento normal.
Dada f € C(o(a)), mostre que f(a) € A se, e somente se, f(0) =0

(a) Seja A uma C*-dlgebra e sejav € A. Mostre que as seguintes condigoes
sao equivalentes: (i) v*v é uma projecao, (ii) vv* é uma projegio e
(iii) v = vv*v. Um elemento de A que satisfaca estas trés condigoes é
chamado de isometria parcial. Se, além disto, A é unital e v*v = 1,
diz-se que v é uma isometria.

(b) Considere agora o caso em que a algebra é B(H). Mostre que T' €
B(H) é uma isometria parcial se, e somente se, ||Tz| = ||z| para todo
r € (kerT)t. Mostre que, se T € B(H) é uma isometria parcial,
entdo T*T é a projecao ortogonal sobre (ker T)* e T'T* é a projecio
ortogonal sobre a imagem de T (que é fechada). Mostre que T' é uma
isometria se, e somente se, ||Tz|| = ||z| para todo = € H.

Seja A um anel com unidade. Dado um idempotente P € M (A), conside-
remos
ai

az
HEp=P- ) ;a1,a9, ,an, €A,

ag
onde - denota produto de matrizes. Dados idempotentes P € My (A) e
Q € M;(A), mostre que os A-mddulos & direita Ep e Eg sao isomorfos
se, e somente se, existem matrizes retangulares com entradas em A (dos

tamanhos apropriados) U e V tais que P=UV e Q = VU.

Seja A uma C*-dlgebra. Mostre que My(A)™ é isomorfa a uma C*-sub-
algebra de Ma(A™)

Sejam p e ¢ projecoes de M (C). Mostre que

P~ q =D~y q <= prp g <= posto(p) = posto(q).
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(8) Dado A um anel com unidade, A-médulo & direita é projetivo e finita-
mente gerado se, e somente se, ele é isomorfo a Zp para algum idempotente

P c U My (A). Esta afirmagfo é um teorema, por exemplo, em [2]. Por

k=1
conveniéncia, aqui podemos considera-la como um definicdo. Denotando

por M(A) o conjunto das classes de isomorfismo dos A-médulos a direita
projetivos e finitamente gerados, mostre que a soma direta de médulos in-
duz em M (A) uma estrutura de semigrupo abeliano isomorfo ao semigrupo
V(A) do Exercicio 3.10 de [1].

(9) Seja X um espaco topolégico Hausdorff e compacto e seja 7 : E — X um
fibrado vetorial sobre X (tal como definido em [1, Sec¢éo 3.3.7]). Uma se¢do
de 7 é uma aplicagao s : X — E tal que 7o« ¢é igual a identidade.

(a) Mostre que o conjunto M (E) das segdes continuas de m pode ser cano-
nicamente munido da estrutura de C(X)-médulo & direita e que M (E)
é projetivo e finitamente gerado.

(b) Usando o isomorfismo canénico My (C(X)) = C(X, M (C)) como uma
identificacdo, para cada idempotente P € My (C(X)), defina

Ep = {(x,v) € X x C*; 3w € C* tal que P(z) - w = v}.

Mostre que 7 : Ep — X, 7(x,v) = x, é um fibrado vetorial sobre X e
que o C(X)-mdédulo de suas segdes continuas M (Ep) é isomorfo a Ep
(veja exercicio acima).

(¢) Um homomorfismo do fibrado 7 : E — X no fibrado 7 : FF — X é uma
aplicacao continua ¢ : E — F tal que mo = 7 e tal que a restricao de ¢
a cada w!({x}), z € X, é linear. Mostre que M(¢) : M(E) — M(F),
M()(s) = ¢ o s, é um homomorfismo de C(X)-médulos.

(d) Mostre a categoria dos C(X)-médulos projetivos e finitamente gera-
dos é equivalente & categoria dos fibrados vetoriais sobre X e que a
equivaléncia preserva somas diretas. Conclua entao que Ko(C(X) é
isomorfo ao grupo universal associado ao semigrupo (adi¢do induziada
por soma direta de fibrados) das classes de isomorfismos de fibrados
vetoriais sobre X.

(10) Seja B = {x € R™; ||z|| < 1}. Mostre que Ko(C(B)) é isomorfo a Z e que

W]o gera Ko(C(B)), onde ¥ denota a fungao constante igual a 1.

REFERENCIAS

[1] M. RorDAM, F. LARSEN & N. J. LAUSTSEN. An Introduction to K-Theory for C*-Algebras.
Cambridge University Press 2000.
[2] JACOBSON. Basic Algebra II.



